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对 一 个 老 学 科 写 一 本 新 教 衬 , 如 梁 要 使 它 值得 人 们 认真 注意 , 就 
须 体现 以 前 这 类 韦 所 未 有 的 一 种 明确 而 售 理 的 现 点， 这 祥 的 一 种 观点 
不 可 加 免 地 反映 了 作者 的 经 验 、 兴趣 和 偏爱 , 所 以 应 该 在 开头 就 明确 提 
出 , 使 那些 不 同意 这 种 观点 的 人 可 以 去 另 基 养料 。 本 韦 的 结构 和 内 容 ， 
在 各 个 不 同方 面 表达 了 我 个 人 的 意见 如 下 。 
繁 分 方程 在 数学 中 的 地 位 300 年 来 分 析 是 数学 里 首要 的 分 支 ,而 籁 分 
涯 科学 的 一 门 最 重要 的 数学 ， 而 且 在 必 有 所 产生 的 较 深 的 问题 中 ， 它 又 
是 高 等 分 析 里 大 部 分 思想 和 理论 的 报 源 。 界 级 数 ， 福 民航 数 ， 萤 马 函 
数 与 其 他 特殊 男 数 、 积 分 方程 、 存 在 定理 、 以 及 对 于 许多 分 析 运 算 步骤 
该 有 严格 论证 的 需要 ， 所 有 这 些 问题 都 是 在 摘 微 分 方程 的 过 程 中 自然 
而 然 产 生出 来 的 ， 微 分 方程 在 其 发 展 的 次 晚 阶段 ， 是 引起 以 下 名 涉 分 
支 的 主要 因素 : 复 分 析 , 福 氏 级 数论 以 及 更 一 般 的 正 交 甬 数 展开 理论 、 
支 贝 格 积分 \ 许 县 空间 与 希 尔 拓 脱 空间、 以 及 近世 数学 中 其 他 许多 好 是 
材 。 例 如 ， 我 坚持 认为 复 分 析 的 主要 思想 之 一 是 把 里 级 数 从 限制 它 的 
实数 汉 统 中 解放 出 来 ; 凡是 曾 试 着 只 用 实 的 界 级 数 解 铀 分 方程 的 人 ,都 - 
会 十 分 清楚 地 感觉 出 这 种 动机 ， 在 榈 物 学 中 ， 凡 是 起 充分 装 赏 植物 开 
花 过 程 的 人 ,者 必须 对 流 养 和 扶持 花 洒 的 很 、 莹 , 叶 有 大 当 的 了 解 ， 在 
数学 里 也 是 同样 的 道理 , 但 这 往往 被 人 忽视 或 竟 忘 。 

在 数学 里 也 同 在 其 他 人 类 活动 领域 里 一 祥 常 有 一 时 的 风尚， 一 个 
人 常常 难以 区 别 当代 成 就 中 哪些 是 有 永久 价 值 的 ， 而 哪些 只 是 明 前 的 
一 阵 时 若 . 目下 在 我 们 数学 研究 院 里 有 一 股 强大 的 抽象 化 湖 流 . 这 服 潮 
流 扫 入 了 许多 别 有 特 色 的 时 歌 ， 而 代 之 以 和 光 注 加 大 五 共 似 的 一 般 理 
论 。 和 如 果 医 得 不 过 分 , 这些 一 自理 论 是 有 用 而 又 可 高 的 ; 但 它们 的 突出 
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“地利 产生 了 一 个 不 幸 的 后 果 :。 如 果 一 个 学 生 不 在 大 学 时 代 学 习 一 些 象 
波动 方程 \ 高 斯 超 儿 何 级 数 、 嘎 马 函 数 、 以 及 变 分 法 的 基本 问题 (只 此 聊 
举 数 例 ) 这 些 让 富 乡 采 而 又 有 价值 的 内 容 , 那 未 他 以 后 就 不 大 可 能 再 去 
学 我 认为 非 正式 结识 这 类 梳 念 的 自然 场所 ， 是 在 一 本 从 容 讲解 微分 
方程 入 门 知识 的 教科 囊 里 ， 读 了 现在 的 有 些微 分 方程 课本 ， 使 人 觉得 
好 比 是 乘坐 一 辆 观光 汽车 ,司机 只 是 一 心 一 意 地 尽快 开 李 , 想 把 游客 按 
时 类 到 目的 地 ， 而 使 游客 很 少 世 至 没有 机 会 去 质 赏 洛 达 的 景色 。 但 我 
们 宁愿 有 时 侦 或 晚 一 点 到 达 目 的 地 , 而 能 更 多 地 领略 路 上 的 风光 。 
应 用 除了 变化 ， 世 间 没 有 草 的 持久 的 东西 ， 这 已 经 是 句 老生常谈 的 
话 ; 而 微分 方程 的 首要 目的 是 作为 研究 自然 异 变化 规律 的 一 种 工具 . 因 
此 一 本 讲 福 分 方程 的 书 如 果 不 在 一 定 程度 上 谈 到 其 科学 应 用 ， 就 好 比 
写 一 本 研 帘 蛋 的 著作 而 不 提 及 蛋 的 繁殖 作用 那样 无 聊 和 汞 得 要 领 。 本 
书 的 结构 是 这 祥 的 , 谅 了 最 末 一 章 外 ， 每 章 都 至 少 有 一 个 (而 往 住 有 好 
儿 个 ) 大 的 “ 捞 本 "项 目 ,其 形式 是 该 章 方 法 廊 能 解决 的 一 个 古典 科学 问 
题 。 这些 应 用 包括 : 

速 降 线 问题 5 

爱 因 斯 坦 公 式 玉 二 me 续 
千 顿 引力 定律 ; 
振动 弦 的 波动 方程 ; 

量子 力学 中 的 谱 振 子 ; 
势 论 ; 
振动 胺 的 波动 方程 

弱肉强食 方程 

非 线性 力学 ; 

哈 米 尔 顿 原理 ; 以 及 

阿 售 耳 力 学 问题 
我 认为 对 于 这 些 问题 的 数学 处 理 方 潜 属 于 西方 广 明 的 主要 光荣 成 果 ， 
而 且 相信 读 者 也 会 间 塌 的 。 


序 3 
数学 严格 性 问题 在 纯 数 学 的 崇高 境界 星 , 想 充 当 证 明 的 任何 论点 ,者 


必须 经 得 赵 钨 怀疑 态度 的 行 农 对 它 的 最 苛刻 的 挑 萄 。 那 是 搞 这 门 行业 
的 规则 , 如 果 你 想 岳 这 一 行 , 你 就 得 遵守 这 些 规则 ， 但 是 世上 并 非 只 有 
这 一 行 . 

在 某 几 门 数 学 里 一 一 也 许 在 数论 和 抽象 代数 里 ， 要 求 有 商标 准 的 
严格 证 明 ,也 许 在 名 个 济 段 都 是 合适 的 ， 但 在 讲 初 第 微分 方程 时 ,如果 
定 要 死守 教条 , 讲 得 非常 确切 , 那 就 等 于 挤 去 这 个 东西 里 面 的 鲜 汁 ， 而 
只 剩 下 空 党 ， 本 书 的 主要 目的 是 罕 芭 读 者 学 握 像 分 方程 的 精神 实质 ; 
为 此 ,我 宁可 有 时 讲 得 不 太 确切 然而 使 人 易 佑 , 却 不 灰 讲 得 十 分 准确 但 
使 人 难于 理解 . 我 对 子 奈 立 一 种 逐 辑 上 无 寡 可 击 的 数学 结构 迹 无 兴趣 ， 
在 那样 的 著作 中 , 定义 ,定理 各 严格 证 明 浑 接 成 严密 的 铜 墙 铁 璧 ， 使 得 
想 穿越 它 而 前 进 的 恋 者 望 而 生 里 ， 

尽管 说 了 这 此 不 好 昕 的 话 , 我 也 不 时 想 把 内 容 讲 得 相当 严格 , 时 别 
是 在 第 十 一 章 以 及 第 四 、 五 丽 章 的 附录 人 以及 第 八 童 的 附录 了 里 ， 我 并 
不 是 说 本 书 的 其 他 部 分 就 讲 得 不 严格 了 ， 我 只 是 说 在 其 余部 分 我 倾向 
于 数学 家 中 的 实干 派 (这 派 人 的 主要 目的 是 要 想 出 解决 科学 问题 的 方 
法 )， 而 不信 和 于 沉 四 应 一 他 个 的 工作 是 分 析 划 音 开 于 这 所 挤 旧 订 
的 思想 和 方法 。 

有 人 可 能 认为 数学 论述 或 者 是 一 种 证 明 或 者 不 是 证 明 ， 但 就 初 和 
分 析 而 论 ,我 不 同意 这 种 着 法 ， 反 而 认为 证 明 的 真正 作用 ,是 让 心目 中 
的 读者 或 听众 相信 所 讲 内 容 是 信 理 的 ， 我 觉得 数学 严格 性 好 比 衣服 
它 的 式 梯 必 须 适 全 情况 , 如 果 估 得 大 肥 或 太 紧 ， 穿 起 来 就 不 舒服 ,而且 
会 限制 行动 自由 - 
历史 与 传记 亚美尼亚 有 名 十 诺 :“ 不 能 体验 过 去 ,就 只 配 生 活 在 当代 
效 认 黑暗 的 环境 中 "脱离 历史 来 搞 数学 , 就 到 夺 了 煞 学 的 伟 火 之 处 ; 因 
为 数学 也 象 其 他 艺术 一 样 一 -而 数学 是 人 类 文明 的 无 上 艺术 ， 它 的 迷 
烽 之 炮 在 于 它 是 人 类 的 创造 物 

在 一 个 文化 成 批 生产 、 官 全 主义 抹 获 个 性 日 其 一 日 的 时 代 , 我 很 高 
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兴 地 知道 数学 里 的 重要 思想 并 不 是 由 计算 机 打 旬 出 来 或 是 由 什么 委员 
会 投票 通过 的 东西 , 而 是 少数 杰出 人 办 的 独立 劳动 和 个 人 天 才 的 产物 ， 
本 遍 蜂 的 许多 传记 性 材料 ， 反 喘 了 我 的 愿望 : 把 这 些 非凡 人 物 的 一 些 
成 就 和 个 人 品质 待 达 给 读者 。 大 部 分 较 长 的 注 记 都 放 在 举 录 里 ， 但 每 
篇 都 同 正文 里 所 讨论 的 特殊 机 献 有 直 社 连 系 ， 这 些 注 记 所 录 的 只 不 过 
是 过 去 三 百年 闻 少 数 几 个 景 伟大 的 数学 家 ; 费 马 ,牛顿 伯 努 利家 族 ， 
欧 拉 , 拉 格 伦 日 , 拉 普 拉 斯 ,高 斯 , 阿 倍 耳 , 哈 米 尔 顿 , 利 乌 维 勒 ， 契 比 雪 
夫 ， 厄 东 米 特 ， 黎 受 以 及 施加 莱 。 正 如 工 ,S. 区 利生 脱 (Eliot) 在 他 的 一 
篇 短文 中 记号 的 : “有 人 说 : “已 改作 家 同 我 们 关系 很 远 , 因为 我 们 所 知 
道 的 比 他 们 多 得 内, 正 是 如 此 ， 我 们 所 知道 的 就 只 是 他 们 (的 名 字 ).? 

历史 和 传记 是 非常 之 复杂 的 ， 我 也 痛苦 地 意识 到 我 这 些 注 记 里 的 
材料 ， 几 平 没 有 一 项 确实 象 所 写 的 那样 简单 。 对 于 大 多 数学 生 读 者 
所 未 曾 听 说 过 的 许多 数学 思想 , 书 中 提 得 过 于 简略 , 这 也 是 我 不 得 不 表 
示 站 凡 的 。 但 只 要 有 个 好 图 书馆 ， 一 个 足够 好 学 的 学 生还 是 可 以 自己 
义 清 楚 大 部 分 村 料 的 ， 至 少 我 所 写 的 这 些 东 西 可 以 帮助 读者 感受 到 十 
典 数 学 的 丰富 多 采 ， 而 数学 的 这 个 侧面 在 一 般 大 学 课程 里 几乎 是 看 不 
到 的 。 


G.F, 塞 菏 基 
给 讲课 教师 的 建议 . 


下 页 图 中 给 出 了 本 书 各 牵 之 间 的 逻 依 明 关 系 ， 并 且 随 着 载 师 的 
兴趣 以 及 学 生 的 程度 和 学 习 目 标的 不 同 , 提出 了 本 书 的 不 同 用 法 ， 

第 一 ,二 及 九 章 相对 地 讲 得 灯 罚 直 捷 了 当 , 共 中 前 两 章 的 大 部 分 村 
料 常 常 歼 在 微 积分 课程 中 讲授 ， 第 三 章 是 整 本 书 的 基础 . 第 四 ,五 及 六 
章 讲 二 阶 线 性 方程 的 较 深 于 论 以 及 级 数 解 法 ， 而 第 十 章 提 供 一 种 补充 
方法 ， 第 七 、 第 八 音 是 为 学 习 二 阶 非 线性 方程 作 准备 的 ， 而 第 八 、 第 十 
一 幸 风 最 狠 近 于 我 们 这 个 时 代 的 数学 精神 ， 最 后 告 诚 一 句 话 ; 第 28 闻 


4、 扳 范 理论 6， 特 统 数 角 7， 一 阶 方 导 
轴 边 值 问 是 及 特殊 函数 组 
~ 7 
本 a， 非 弹性 方 
殊 前 才 稚 
11， 解 的 存在 
及 叭 一任 * 


到 第 35 节 疡 爹 材 笠 中 有 此 地方 磊 礁 对 付 , 教师 车 提 课 时 数 不 儿 黄 如 锡 
读 这 些 痢 分, 只 让 那些 最 有 春心 的 学 生 去 钻研 . 
科学 家 研究 自然 并 不 是 因为 它 有 用 ; 他 研究 它 是 因为 他 喜爱 它 ， 他 喜爱 
它 是 因为 它 美 ， 如 果 自 然 不 类 ,. 它 就 不 值得 被 人 知道 , 面 如 果 自 然 不 信 
得 知道 , 人 也 就 不 值得 活 下 去 ， 当 然 , 我 这 里 说 的 并 不 是 局 种 激动 感官 
的 美 一 一 那 种 品质 上 和 和 外观 上 的 美 ; 并 不 是 由 于 我 低 信和 潜 种 美 , 远 远 不 
是 如 此 , 但 那 种 美 当 科学 不 相干 ; 我 说 的 是 各 部 分 之 间 和 谐 有 康 的 更 深 
刻 的 美 , 是 一 个 纯洁 的 心灵 所 能 掌握 的 美 . 
HH， 记 加 条 
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当 一 门 数 学 学 稳 离 开 它 的 经 验 源泉 走 得 很 远 , 或 者 更 糟 的 是 , 如 果 它 是 
第 二 代 或 第 三 代 的 学 科 , 只 是 间接 地 受到 来 自 “现实 "思想 的 启发 , 那 它 
就 会 充满 严重 的 危险 ， 它 会 变 得 越 来 越 成 为 纯粹 的 凿 探 造 任 ， 越 来 越 
纯 雯 地 为 艺术 而 艺术 ， 这 种 情况 不 一 定 就 是 环 ， 如 果 这 领域 四 周 有 许 
多 与 它 相 联系 的 学 笠 , 而 那些 学 科 仍 跟 经 验 有 较 密 切 的 连 系 ,或 者 ， 如 
果 对 邳 个 领域 有 影响 的 人 驳 具 有 非常 成 熟 的 学 识 和 见解 ， 但 一 门 学 科 
存在 善 依 阻力 最 小 的 路 线 发 展 这 种 严重 的 多 险 , 就 家 一 条 河流 , 离开 它 
的 源 穴 太 远 之 后 , 分 成 许 许 多 多 涓 细 不 足 道 的 支流 , 使 这 门 学 科 变 成 一 
大 扒 厅 乱 的 细节 和 华 复 的 本 西 ， 铬 言 之 ， 一 [1 数 学 兴 科 在 离开 它 的 经 
验 源 矢 太 远 之 后 , 或 者 经 过 太 多 的 “抽象 "配种 , 它 就 有 退化 的 危险 . 

丁 渔 ， 谐 依 要 


正如 混 辑 锥 导 必 须 辅 之 以 直观 一 样 , 层 层 概括 的 愿望 ,也 必须 有 对 于 让 
富 多 采 的 细节 的 剖 散 与 爱好 , 来 加 以 制约 和 平衡 . 不 应 把 个 别 的 问题 贬 
多 为 崇高 的 一 般 理 论 的 竺 例 .事实 上 , 一 般 理论 是 从 特殊 问题 的 考察 中 
产生 出 来 的 ， 而 且 如 时 一 般 理论 不 能 用 来 阐明 或 整理 下 面 更 特殊 的 实 
质 材 料 ， 那 它 就 是 这 无 意义 的 ， 一般 与 个 别 、 推 导 与 构筑 .逻辑 与 想象 
为 之 间 的 相辅相成 ， 这 是 活 的 数学 的 深刻 精 咏 ， 在 一 项 数学 成 就 的 核 
-心里 ， 都 有 数学 的 这 一 个 或 那 一 个 侧面 在 起 作用 ， 在 一 项 影响 深远 的 
发 展 工作 中 , 所 有 这 些 因素 都 要 在 其 中 起 作用 ， 一 般 地 说 , 这 样 的 一 项 
发 展 工作 是 从 “ 实 " 地 出 发 的 ,然后 通过 抽象 忆 掉 头 几 节 沈 过 的 火 箱 这 ， 
升 入 高 空 稀薄 大气 层 , 那里 飞 航 更 容易 , 视野 更 清楚 ; 在 这 一 飞 凌 之 后 ， 
就 进入 重新 着 陆 的 关键 性 考验 ， 并 到 达 新 测 络 的 个 别 * 现 实 ” 低 原 中 的 
特定 目标 ， 简 言 之 ， 抽 介 概 括 的 飞翔 几 须 从 具体 的 特定 的 问题 出 发 并 
县 又 返回 到 那里 。 
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1.3 证 


“含有 一 个 困 变 量 及 其 对 一 个 或 更 多 个 自 变量 的 导数 的 方程 ， 叫 向 
分 方程 自然 科学 ( 胸 理 , 化 学 、 生物 及 天 文 ) 中 的 许多 一 般 规 律 , 用 微 
分 方程 的 语言 来 表达 最 为 自然 ， 微 分 方程 在 数学 本 身 中 ， 特 别 是 在 
几何 中 的 应 用 也 很 多 , 在 工程 ,经 济 以 及 许多 别 的 应 用 科学 部 门 中 都 有 
应 用 . 

微分 方程 之 所 以 有 这 么 广泛 的 用 处 ， 理 由 是 不 淮 理解 的 ， 读 者 记 
得 , 著 9=J(z) 是 一 给 定 的 函数 , 则 其 导 数 虹 可 视 为 y 对 于 4 的 变化 率 ， 


在 任何 自然 过 程 中 , 有关 的 一 些 变量 及 其 变化 率 之 闻 , 根据 制约 该 过 程 
的 一 些 基本 科学 原理 ， 是 彼此 有 联系 的 ， 这 种 联系 用 数学 记号 表达 出 
来 , 结果 往往 是 个 微分 方程 . 

下 面 的 例子 可 以 说 明 这 些 道理 ， 据 牛顿 第 一 运动 定律 ， 质 量 为 机 
的 一 个 物体 ， 其 加 速度 ea 正比 于 施加 于 其 上 的 总 力 F， 其 比例 常数 是 
lm, 故 有 a=Fijm, 或 


ma=F. ， (1) 
现 设 质量 为 sk 的 一 个 物体 在 只 有 3 引力 作用 影响 的 情况 下 自由 下 落 、 这 
时 作用 于 它 的 唯一 的 力 是 mg, 而 9 是 引力 所 和 致 的 加 速度 中 ， 若 y 是 物 


”条 自 某 一 固定 高 度 下 落 的 距离, 则 其 加 速度 是 zy/22 (1) 就 变 为 


。 
Ey mg 


WE 


或 


@@ 在 大 少数 应 用 问题 里 ,可 认为 它 在 地 面 等 于 常数 , 其 值 约 为 每 种 每 种 32 英尺 (或 每 
秒 每 秒 980 硅 米 ). 


2 第 一 党 狂 分 方程 峰 说 


dy 
dt 


者 或 变 条 舍 , 候 定 空气 对 落体 施加 正比 于 其 速度 的 阻力 ( 异 )。 则 作用 


一 乡 (2) 


于 物体 上 的 总 力 是 mg 一 大 人) 1) 就 变 为 


方程 (2) 和 (3) 便 是 微分 方程 , 它们 类 达 了 所 论 物 理 过 程 的 主要 本 质 . 
微分 方程 的 另 一 些 例子 是 : 


a (4) 
dy 
Mm = ky; (5) 
型 F2rg=e- 吕 (6) 
Ty sdy 
人 (7) 
(一 于 和 -2 pCp + Dy=0; (8) 
EY ta (se py 0 (9) 


在 所 有 这 些 方程 里 , 因 变 量 都 是 9, 而 自 变 量 是 1 或 x， 字母 如 积 和 了? 
代表 常数 (或 伍 量 )， 常 微分 方程 是 只 含 一 个 自 变 量 的 方程 ， 故 其 中 所 
有 导数 都 是 普通 导数 .这 种 方程 都 叫 普通 微分 方程 或 常 微分 方程 ， 微 
分 方程 的 阶 是 其 所 含 最 高 阶 导数 的 阶 . 方程 (4) 和 (6) 是 一 阶 的 ,其 他 各 
方程 则 是 二 阶 的 ， 方 程 (8 和 (9》 是 有 名 的 十 典 方程 ， 分 别 则 盟 让 特 
(Legendzre) 方程 和 贝 塞 丁 (Bessel) 方程. 这 两 个 方程 都 有 大 量 的 文 
献 ， 研究 的 历史 有 几 百年 之 入 . 以 后 我 们 也 要 详细 研究 这 些 方程 . 

偏 微 分 方程 是 含有 一 个 以 上 自 变量 的 方程 ， 故 其中 的 导数 是 偏 导 


数 ， 例 如 ， 若 轨 = 了 (zx,#z, 夫 是 时 间 以 及 空间 一 点 的 三 个 直角 坐标 的 


2. 关于 解 的 一 般 性 说 明 3 
函数 ， 况且 一 此 了 他 分 
Bp 0; 
到 其 +t 副 4 
xp Fw ow ap 。 
“(9 十 5 二 39)- 3 
?( 喇 Be Fw Bt 


dag tn) a 


这 些 也 是 有 名 的 古典 方 程 ,分 别 叫 拉 普 拉 斯 (Laplace) 方程 , 热 ( 传 导 ) 
方程 和 波动 方程 ， 它 们 在 理论 物理 学 中 都 非常 重要 ， 对 它们 的 研究 兽 
引起 许多 重要 的 数学 概念 ， 一 般 说 米 ， 偏 缴 分 方程 是 在 连续 媒质 物理 
学 一 一 在 牵涉 到 电场 、 流 体 动力 学 、 弥散 及 波动 的 问题 中 产生 出 来 的 . 
它们 的 理论 同 常 微分 方程 的 理论 很 不 一 样 ， 而 且 几 乎 在 每 一 方面 都 难 
得 多 ， 暂 时 我 们 只 限于 讨论 常 微 分 方程 . 


2。 关 于 解 的 一 般 性 说 明 


一 般 的 如 阶 常 微 分 方程 是 、 ， 
zo i =0, (1D 
或 者 用 搬 号 来 表示 导数 , 写成 
下 3 一 0 
要 从 理论 上 来 充分 过 论 这 个 方程 , 就 得 明确 假定 函数 如 有 哪些 性 质 , 加 
议 详细 的 研究 ， 但 不 从 当地 强调 理论 上 微妙 之 处 常常 易于 使 实际 内 容 
模糊 不 清 . 所 以 我 们 要 设法 避免 过 于 纠 纺 在 这 些 些 事情 上 一- 至 少 在 
目前 . 
要 验证 一 个 给 定 的 国 娄 9 二 y(?) 是 像 (1) 那 种 方程 的 一 个 解 ， 通常 
是 件 简单 的 事 ， 这 只 要 算出 y(z) 的 各 阶 导数 , 并 证 明 把 六 x) 和 它 的 这 
此 导数 代入 方程 后 就 会 使 方程 成 为 2 的 恒等式 。 照 这 个 样子 , 便 知 
y=e** 和 二 e* 
都 是 二 阶 方程 
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名 ' 一 5 久 /十 的 一 0 (2) 
的 解 ; 而 且 , 更 一 般 地 说 ， 

Ye0 r+ oe 《3) 
(对 于 任 取 的 常数 cl 和 ez) 也 是 -- 个 解 。 微分 方程 的 解 常 是 以 隐 式 表 
示 的 函数 形式 出 现 的 ， 因 而 有 时 就 很 难 或 不 可 能 把 因 变 荆 表 示 成 自 变 
量 的 显 式 ， 例 如 ” 


y=logy te (4) 
对 于 常数 。 的 每 一 个 值 都 是 , 

dy__ 如 

ZI (5) 


的 一 个 解 , 这 是 只 要 把 (4) 微 分 并 整理 式 子 后 便 可 验证 的 ， 这 些 例子 又 
可 说 明 这 样 一 个 事实 : 微分 方程 的 一 个 解 通常 合 有 一 个 或 更 多 的 任意 
各 数 , 它们 的 数目 与 微分 方程 的 阶 相 等. 

在 大 多 数 情形 下 ， 利 用 心 述 方法 容易 验证 一 个 函数 是 否 是 给 定 微 
分 方程 的 解 从 微分 方程 出 发 求 其 一 个 解 ， 那 当然 是 难得 多 的 问题 
到 一 定时 使 我 们 将 讲解 求解 (2) 和 (5) 那 样 方程 的 成 宕 方法 。 但 目前 只 


限于 对 解 的 某 些 总 的 性 质 讲 儿 旬 话 
微分 方程 之 中 最 简单 的 是 
dy 
7), (6) 
求解 的 时 便 只 要 写 出 
y=|Kz)az+e (7) 


在 某 些 场 含 可 以 用 微 积分 里 的 方法 算出 〈7) 中 的 不 定 积分 ， 在 另 一 些 
场合 下 , 要 求 出 这 个 积分 的 式 子 也 许 有 困难 或 不 可 能 。 例 如 , 已 经 知道 


| ez 和 位 sr 


2， 关 于 解 的 一 般 性 菩 明 史 
是 不 能 用 有 有 限 个 初等 函数 来 表达 的 O@， 但 车 我 们 记得 
人 fear 


只 不 过 是 表明 以 从 z) 为 导数 的 那样 一 个 (任何 一 个 ) 函数 的 记号 ， 那 就 
只 要 把 它 写成 


= FatTe . (8) 
的 形式 , 就 几乎 总 能 给 予 (7) 以 一 个 真实 的 意义 ， 问 题 的 本 质 在 于 ; 这 
个 定 积分 是 其 积分 上 限 x 的 一 个 函数 (积分 号 下 的 t 只 不 过 是 个 临时 
变量 ), 而 只 可 被 积 函 数 在 积分 范围 内 连续 , 则 这 个 函数 总 存在 , 而 且 它 
的 导数 是 蕊 z)@. 
一 般 的 一 阶 方程 是 (1 ) 在 取 n=1 时 的 特例 : 
zw 多 =0. ”9) 


通常 我 们 总 可 以 指望 这 样 的 一 个 方程 会 有 一 个 解 ， 而且 这 解 含有 一 个 
任意 常数 ， 然 而 
罗 
CE 


却 根本 没有 任何 实 值 的 解 ,而 
(的 十 所 一 0 
则 只 有 y=0 这 个 单独 的 解 ( 它 不 含 任意 常数 )， 这 类 情况 , 使 人 对 微分 


方程 的 解 是 否 存在 以 及 解 的 性 质 如 何 , 在 理论 上 产生 了 困难 的 问题 , 此 
刻 我 们 不 能 充分 讨论 这 些 问 题 , 但 车 从 直观 上 来 叙述 一 些 基本 事实 ,可 


加 ”哪个 读者 急于 想 知道 这 一 道理 , 可 去 大 者 卫 ，G，Mead 在 Am 人 Hath. Monthly 
(< 美国 数学 月 刊 ?) (Yol，68, pp。152 一 156, 1961》 中 的 一 篇 文章 *IntegTation?、 如 要 进 一 
步 详 究 , 可 参看 G，H. Hardy 著 4The Integration of Functions of a Single Varia- 
bler (Cambridge University Press, London, 1616), 或 J 下， Ritt 著 cIntegration in 
Finite Terms>(Columbia University Press, New York, 1948.) 

图 ”这 句 活 是 微 积分 学 基本 定理 的 表 适 形式 之 一 . 
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能 有 助 于 灌 清 问题 
为 简便 起 见 , 设 可 以 从 C9) 解 旧作 : 


dy_ 
和 fw F). {10) 


叉 设 fz, 四 是 在 x 平面 的 其 个 邱 形 域 召 上 的 连续 函数 ，(10) 的 解 的 
几何 意义 最 好 是 这 样 来 理解 ( 吏 1): 车 Ps= (zogo) 是 吾 内 一 点 , 则 数 


(0), =f (ms) 


x/ p, 


区 
图 1. 
决定 Ps 处 的 一 个 方向 现在, 令 已 = (xi, 所) 是 在 这 个 方向 上 接近 PP 
的 一 点 , 并 用 数 


便 一 了 (Geo 9) 


dae/ p, 
决定 P 处 的 一 个 新 方向 ， 其 次 ， 令 已 = (za ga) 是 在 这 新 方向 上 接近 
己 ; 的 一 点 ,并 用 数 


(DD, =f te 5) 


决定 P, 处 的 另 一 个 方向 , 如 果 继 续 这 样 艇 , 就 得 到 一 根 折线 ， 上 面 像 念 
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佛珠 似 地 带 着 一 些 点 ; 假如 设想 这 些 成 串 的 点 彼此 移 近 , 并 且 数 目 越 来 
越 多 , 那 末 折 线 就 成 为 一 根 通 过 出 发 点 Po 的 光滑 曲线 ， 这 曲线 就 是 方 
程 (10) 的 一 个 解 y= 交 x) 因 在 其 上 每 一 点 C5; 四处， 斜率 由 f(s, 引 给 
出 ,而 这 正 是 微分 方程 所 定 的 条 件 。 如 果 从 另 一 个 初始 点 出 发 , 那 末 一 
般 就 会 得 到 一 根 不 同 的 曲线 (或 解 )， 这 样 , (10) 的 解 就 形成 一 族 曲线 ， 
则 积分 曲线 @， 并 且 , 我 们 似乎 有 理由 猜想 ， 过 B 内 的 每 一 点 , 正好 有 
(0 的 一 根 积分 阴线 通过 . 上 面 的 讨论 只 是 为 了 使 读者 对 下 述 精 确定 
理 感到 更 加 言 之 有 理 罢了 . 

定理 全 ( 毕 卡 定理 ) 若 了 (wm y) 与 3/3y 都 是 闭 矩形 域 玉 上 的 韦 续 函 


数 , 则 过 如 内 部 每 一 点 (zo， yo) 都 有 方程 Ea 一 fx,3) 的 唯一 的 一 根 积 


如 果 考 虑 在 这 定理 中 的 一 个 固定 m 值 , 则 过 (zo, yo) 的 积分 曲线 就 
询 如 的 选取 而 完全 确定 ， 这 样 就 可 以 看 出 (10) 的 积分 曲线 形成 一 个 
所 谓 单 参量 曲线 族 。 这 曲线 族 的 方程 可 写成 

yy(%, ¢} (11) 
的 形式 , 共 中 对 参量 c 的 数值 作 不 同 的 选取 , 就 会 得 出 曲线 族 中 不 同 的 
曲线 ， 过 (ao so) 的 那 根 积分 曲线 则 相应 于 使 yo 一 yzo, 0) 的 那个 。 值 ， 
着 把 这 个 数 记 为 ", 那 来 (11) 就 叫 (10) 的 道 解 , 而 

8 一 8 Co) 
则 叫 满足 初始 条 件 

当 z 一 zo 时 Y 一 加 
的 特 解 ， 通 解 (11) 的 主要 特点 是 ， 可 以 适当 选取 它 所 含 的 常数 c, 使 在 “ 
所 论 矩 形 域内 任 一 给 定点 ,有 一 要 积分 曲线 通过 . . 
在 第 十 一 章 里 有 毕 卡 定理 的 证 明 .- 这 证 明 是 很 复杂 的 , 也 许 最 好 是 

等 读者 对 这 门 课 中 比较 简捷 的 部 分 有 了 相当 经 验 之 后 再 讲 ， 定 钼 本 身 


@ ”微分 方程 的 解 有 时 冲 该 方 合 的 积分 ， 因 为 求 微分 方程 解 的 问题 或 多 或 少 是 普 适 积 
分 问题 的 一 种 推广 . 
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也 可 以 再 削减 它 所 要 求 的 条 件 而 从 多 种 不 同方 向 予以 加 强 ; 也 可 以 把 
它 推广 到 可 解 出 % 阶 导数 的 2 阶 微分 方程 上 ， 这 些 结果 的 详细 讨论 在 
这 里 是 不 合适 的 ， 所 以 舒 时 只 能 满足 于 对 主要 思想 作 这 种 非 正式 的 讨 
论 .在 本 章 其 余部 分 中 , 我 们 将 探讨 科学 应 必 中 出 现 微分 方程 的 一 些 方 


式 . 


习 题 


1， 验 证 下 列 各 函数 ( 显 式 的 或 隐 式 的 ) 是 相应 微分 方程 的 解 > 


也 


站 


3 一 了 2 十 


Ye 


一 6 二 

ycetr 

多 一 Cisin 2 十 czcos2 和 
Et 


.y= 0sinh2 + escosh2r 


3 一 sin iry 


#=z tanz 


ylogy 


cr 


¥=c+ ce/ 


.3 一 en 
， 直 十 gm 如 一 爷 
YY 十 一 Tan 多 


2. 求 下 列 各 微分 方程 的 通 解 : 


a. 


= 


¥ =2x; 

一 2 

3 一 ez 

加 

久 十 多 一 0 
0 
y=04 

wy Fy Toy 
wy' 一 二 和 十 区 


2 
-a 
xx 一 好 十 3 
下 十 2 一 站) 
8/ (ry); 
(yeosy— sing+z2)¥y = 
1+¥ + =0 


C. ¥ =rer’, 


d, y=sin 六 


3， 对 下 列 各 微分 方程 , 求 其 满足 所 给 初始 条 件 的 特 解 : 


3。 坟 一 berz。 当 忆 一 1 时 #=3; 


b. 


¢. ¥'=logz, 当 z=e 时 Y=0. 


9'=2sinzeos%.。 当 w 二 0 时 二 ly 


3 曲线 族 . 正 交 轨 线 9 


3， 上 曲线 族 . 正 交 轨 线 


我 们 知道 ， 一 阶 微分 方程 的 通 解 一 般 含 有 一 个 任 党 常数 一 一 惠 参 
量 ， 当 给 定 这 个 参量 以 不 局 的 信 时 ， 就 得 到 一 个 单 参量 曲线 族 ， 这 族 
曲线 中 的 每 一 根 曲线 是 所 给 微分 方程 的 一 个 特 解 或 一 根 积分 曲线 ， 而 
其 全 体 则 组 成 微分 方程 的 通 解 . 
相反 ,可 以 料想 , 任 一 单 参 量 曲 线 诸 中 的 曲线 也 是 某 个 一 阶 徽 分 方 
程 的 积分 曲线 如果 这 曲线 族 是 
Fz, y, 0) =0, (TD 
那 末 它 的 微分 方程 可 按 下 列 步 又 来 求 ， 先 把 (1) 对 3 微分 , 得 到 


ec 纺 臣 oj-。 人) 
这 种 形状 的 关系 式 ， 其 次 , 从 (1) 与 (2) 中 消去 参量 。, 得 到 
zc se)=0, (3) 
这 便 是 所 需 微 分 方程 ， 例 如 ， 
2 (4) 


是 以 原点 为 公共 回 心 的 一 族 图 的 方程 (图 2)。 对 z 铂 分 后 , 变 成 
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3z 十 20 邓 =0; 
出 于 这 里 已 经 没有 6, 那 就 无 需 再 消去 , 所 以 

xz 十 的-0 (5) 
就 是 所 给 回族 的 微分 方程 ， 疗 样 ， 

六 十 六 一 20x C6) 


是 与 # 轴 相 切 于 原点 处 的 所 有 加 的 方程 {图 3)， 抠 它 对 2 微分 , 得 到 
27+29L=20 
或 


sty = (7) 


这 里 仍 有 参量 c， 所 以 必须 结合 (6) 与 (7 ) 两 式 把 “ 消去 ， 这 就 得 出 曲 
线 族 (6) 的 微分 方程 为 


(8) 


作为 这 种 步 台 的 一 种 有 意义 的 应 用 ， 我 们 米 考 虚 求 正 交 胃 线 的 问 
题 ， 为 说 明 这 究竟 是 什么 样 的 一 个 问题 ,我们 指出 , (4) 所 表示 的 图 族 
和 通过 原点 的 直线 族 # = mx( 图 2 中 虚线 所 示 ) 具 有 如 下 性 质 ; 任 一 族 
中 的 每 一 曲 线 都 跟 易 一 族 中 的 每 一 曲线 正 交 ( 即 相 重 直 )。 每 当 两 族 曲 
线 之 问 有 这 种 关系 时 ， 就 说 每 族 曲 线 是 另 一 族 曲 线 的 正 交 轨 线 族 ， 正 
交 轨 线 在 平面 曲线 几何 学 中 以 及 在 应 用 数学 的 菜 些 部 门 是 有 意义 
的 ， 例 如 , 车 在 一 片 平面 导体 材料 中 有 电流 道 过 , 则 等 势 线 便 是 电流 注 
线 的 正 交 雪线 . 

就 以 原点 为 公共 圆心 的 回族 这 个 例子 来 说 , 从 几何 上 显然 可 知 : 它 
的 正 交 轨 线 是 通过 原点 的 直线 , 反之 也 是 ， 但 若 要 处 理 更 复杂 的 情况 ， 
就 需要 有 求 正 交 轨 线 的 一 种 解析 方法 ， 设 


石 = 力 (9) 


i ei 


3， 商 线 衣 ,正高 航线 1 
是 图 4 中 实 线 所 示 上 曲线 族 的 微分 方程 ， 这 些 曲线 是 由 这 一 事实 来 刻 划 
的 : 在 其 任 一 曲线 的 任 一 点 (2, 执 处 , 其 斜率 是 由 了 (Cz, 四 给 出 的 , 通过 
局 一 点 的 、 用 虚线 描 出 的 正 交 加 线 ， 由 于 它 同 第 一 根 曲 线 正 交 ， 所 以 
它 在 该 处 的 斜率 是 第 一 根 曲 线 斜 率 的 负 倒 数 、 故 沼 任 一 正 交 执 线 有 


yl 
dc- Fy 


放 素 = 全 fw 入 


斜率 = 了 (wy) 


-各 -f(D (10) 
所 以 , 求 一 给 定 曙 线 族 的 正 交 轨 线 的 方法 是 : 第 一 , 求 所 给 曲线 族 的 机 
分 方程 ; 第 二 , 把 其 中 的 yd 换 成 一 oo/ 直入 出 正 交 雪 统 的 微分 方程; 
景 后 , 解 出 这 新 的 微分 方程 . 
”车 把 这 方法 应 用 于 加 族 (4 ), 便 得 


s+(- 霓 )=0. 


| 


dy_ 
起 -区 4 
作为 下 交 二 线 的 微分 方程 ， 现 可 把 们 1) 中 的 变 县 分 离 ,得 到 
yar, 
y 


i 
~ 
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直接 积分 , 便 有 , 
logy= log?+ loge 

即 3 一 co 

这 就 是 正 交 轨 线 的 方程 . 


有 时 用 要 坐标 米 表 示 所 给 曲线 族 较 方 便 ， 在 这 穆 情 况 下 ， 我 们 利 
用 这 一 事实 : 车 多 是 从 矢 径 转 到 切线 的 角 , 则 tan 区 一 rd9/ar{( 图 5). 根 
据 上 述 , 只 要 把 所 给 曲线 族 微分 方程 中 的 r&9/4r 这 个 式 子 换 成 它 的 负 
倒数 一 5， 便 得 到 正 交 轨 线 的 微分 方程 . 为 说 明 这 一 方法 的 价值 ,我们 
来 求 回族 (6) 的 正 交 雪线 ， 要 是 用 直角 坐标 ， 则 由 (8) 得 其 正 交 加 线 的 
微分 方程 为 


2 (12) 


遗憾 的 是 (1 中 的 变量 不 能 分 离 ， 所 以 如 果 不 懂得 解 微 分 方程 的 更 多 
的 技巧 , 我 们 就 不 能 朝 此 前 进 . 但 若 用 极 侍 标 , 这 个 圆 艾 的 方程 可 写成 
?=20c0s0. (13) 


ee 


et 


3, 曲线 族 . 正 交 琢 线 13 


由 此 得 到 


色 = 一 2csinb， (14) 


有 从 (13) 和 (14) 消 去 e 后 , 得 所 给 圆 族 的 微分 方程 为 


rag__ cosb 
dr sing” 

因此 ， 
"rad_sing 
Gr. co85 

便 是 正 交 轨 线 的 微分 方程 这 个 方程 中 的 变量 可 以 分 离 , 得 出 
dr _ cos0d0, 
rsing 

积分 后 , 这 就 变 为 

， logy=1log(sing) 十 log 20， 
故 


t=2csing (15) 
是 正 交 轨 线 的 方程 ， 我 们 指出 ，(15) 是 与 z 辅 相 切 于 原点 处 的 那 族 加 
(图 3 中 虚线 所 示 ) 的 方程 
在 第 二 章 里 我 们 要 讲 些 解 一 阶 方程 的 更 复杂 的 方法 ， 由 于 目前 注 
意 的 是 更 着 重 于 应 用 而 不 是 形式 运算 技巧 ， 所 以 本 章 中 的 所 有 习题 都 
是 能 用 上 述 分 离 变 重 法 解 出 的 . 


习 题 
1 - 夯 出 下 列 各 曲线 族 , 求 出 正 交 轨 线 , 并 再 描 其 图 形 ; 
a T=6; TY 一 eC1+ eo 
b. 多 一 cz d, y=ces. 


2. 夯 出 以 z 轴 为 轴 且 以 原 虑 为 佑 点 的 抛物 线 族 扩 =42(? 十 o， 并 求 这 个 抽 物 线 
族 的 微分 方程 . 证 明 当 共 中 的 呈 换 成 一 dz/ 史 时 这 微分 方程 不 变 ， 从 这 一 事 


实 你 能 作出 什么 结论 ? 
3。 求 满足 下 述 几 何 条 件 的 曲线 : 
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切 点 平分 两 轴 间 所 夹 的 屠 自 切线 ; 

《2 纪 与 王 轴 间 所 炎 那 段 车 线 , 在 # 轴 上 的 射影 之 长 为 1 

人 w, 切 与 工 轴 问 所 夹 那 段 切线 , 在 ? 轴 上 的 射影 长 度 为 1; 

极 角 乡 等 于 矢 径 与 切线 的 夹 角 内 

， 矢 径 与 切线 夹 角 岂 是 常数 ， 

对 一 曲线 从 原点 种 向 总 平面 的 第 一 象限 ， 曲 线 从 点 {0, 0 到 (x, 妇 下 方 的 面积 
是 以 此 二 点 作为 对 角 顶 点 的 矩形 面积 的 三 分 之 一 ， 来 曲线 方程 . 


rpmn gs 


和 增长 ,消减 和 化 学 反应 


如 果 一 个 分 子 自 动 分 解 为 较 小 分 子 的 速率 ， 不 受 是 否 有 其 他 物质 
存在 的 影响 , 那 就 自然 会 料想 : 单位 时 间 内 将 要 分 解 的 这 类 分 子 , 它 的 
数目 正比 于 存在 分 子 的 总 数 ， 这 类 化 学 反应 叫做 一 阶 反 应 、 

例如 ， 设 起 初 有 mm 克 物质 校 一 阶 反应 分 解 ， 著 在 其 后 时 存在 的 
物质 是 > 克 , 则 上 述 原理 给 出 以 下 的 微分 方程 ; 


-加 -ii>0， (1) 


[ 国 归 是 多 的 增长 率 ， 一 罗 是 它 它 的 消减 率 , 于 是 (1) 说 明 z 的 消减 率 正比 
于 Y.] 车 把 (1) 中 的 变量 分 离 , 便 得 到 


pa 
vw 
积分 后 , 变 成 
logz=—EkEi+e. 
初始 条 件 ' 
当 f=0 时 z=w。 (2) 


给 出 e= logzo 故 logx= 一 kilogzo， log(£) -ks, 之 =e-， 
于 是 
和 一 0 {3) 


所 以 这 个 函数 是 微分 方程 (1) 的 满足 初始 条 件 (2) 的 解 ， 它 的 图 形 如 加 
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6 所 共 。 正 的 常数 则 做 反应 率 常 数 ， 因 为 它 的 数值 显然 是 对 于 反应 
进行 的 速率 的 一 种 度量 ， 


全 一 、 
图 6 

射 性 元素 的 喜 变 素 以 用 半 训 期 表示 为 富 ， 这 是 一 定量 元 素 减 到 一 半 所 

需 的 时 间 ， 潜 在 公 趟 (3) 中 把 * 换 成 m/2, 便 得 半衰期 人 的 方程 


且 =ae 
于 是 
kT=log2 | 


如 果 从 观察 或 实验 获悉 记 或 ,就 可 用 这 方程 求 出 另 一 个 值 . 

这 些 思想 是 新 近 发 展 的 一 种 科学 工具 的 依据 ， 它 对 地 质 学 与 考古 
学 有 重大 意义 ， 主 要 的 一 点 是 , 自然 界 中 的 放射 性 元 素 ( 其 半 窒 期 为 已 
知 的 ) 可 用 来 确定 几 千年 或 几 十 忆 年 前 出 现 事 件 的 时 期 ， 例 如 , 普通 的 
钠 同 位 素 通 过 几 个 阶段 衰变 为 扎 和 铬 的 一 种 同位 素 ， 其 半 训 期 为 55 亿 
年 ， 当 含 铀 的 岩石 处 于 熔化 状态 时 , 何如 从 火山 口 喷 出 的 车 桨 , 这 衰变 
过 程 所 产生 的 错 就 在 岩浆 注 动 过 程 中 分 数 在 整个 岩浆 中 ; 但 在 崖 在 固 
结 后 , 银 就 固定 在 岩石 里 , 关 在 它 的 母体 钠 附 近 逐 渐 积累 增多 ， 遥 过 对 
一 据 花 岗 盎 的 分 析 , 可 以 确定 铅 与 铀 的 含量 之 比 , 而 这 个 比值 就 使 我 们 
能 确定 自 花岗岩 凝结 那个 关键 时 刻 起 所 经 过 的 时 间 . 目 前 使 用 的 确定 
时 期 的 儿 种 方法 ， 是 根据 外 和 钠 的 同位 素 衰 变 为 销 的 各 种 同位 素 而 来 
前 、 另 一 种 方法 是 根据 钾 误 变 为 氨 的 过 程 的 , 其 半衰期 是 13 亿 年 ; 还 
有 一 种 方法 用 以 确定 最 十 老 岩 古 的 生成 时 期 比较 好 ， 是 根据 钢 豪 谈 为 
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鳄 的 过 程 的 , 它 的 半衰期 有 500 亿 年 之 入， 这 些 研究 是 复杂 的 , 并 卫 容 
易 产 生 许 多 种 错误 ;但 各 种 方法 可 以 彼此 检 核 , 便 能 对 地 质 忠 上 与 淡 成 
岩 形 成 有 关 的 许多 事件 确定 可 靠 的 时 期 ， 儿 千 万 年 的 岩石 算是 很 年 
的 , 几 亿 年 之 久 的 兰 石 是 很 普通 的 ， 现 在 发 现 的 最 古老 岩石 在 30 亿 征 
以 上 ,这 当然 是 地 壳 ( 有 从 而 也 是 地 球 本 身 ) 年 令 的 下 限 ， 共 他 方面 的 研 
究 ， 利 用 各 种 半 型 的 天 文 数据 , 对 陨石 中 所 含 矿物 第 本 的 测定 等 等 , 所 
供 地 球 的 年 龄 可 能 约 为 45 亿 年 外. 

上 述 各 种 放射 性 元 素 的 衰变 过 程 太 慢 ; 因此 根据 这 些 过 程 确定 时 
期 的 方法 ,不宜 于 用 来 确定 较 这 时 期 发 生 的 事件 。 这 种 缺陷 由 4 年 代 
W. 李 俯 CWillard Libby) 发 现 的 放射 性 瑞 作 了 补 光 ,这 是 碳 的 一 种 放 
射 性 同位 烷 , 其 半 衰 期 约 为 5600 年 ， 到 1950 年 , 李 倍 和 他 的 助手 已 搞 
出 一 套利 用 放射 性 碳 确定 时 期 的 方法 ， 这 就 好 比 给 上 述 那 种 去 得 组 名 
的 地 质 钟 上 加 装 了 秒针 ， 全 我 们 有 可 能 测定 冰河 时 期 最 玉 几 个 阶 自 所 
发 生 事 件 以 及 由 前 人 类 一 些 行动 和 活动 的 时 期 ， 这 种 方法 对 晚近 第 四 
纪 地 质 学 以 及 考 二 学 研究 上 的 贵 献 是 很 可 观 的 , 
概要 说 来 ， 这 种 方法 所 根据 的 事实 和 原理 是 这 样 的 ， 字 害 线 里 的 

中 子 对 氮 作 用 的 结果 ， 在 高 层 大 气 中 产生 放射 性 左 ， 这 放射 性 碳 经 所 
化 后 成 为 二 氧化 碳 ， 它 被 气流 同 大 气 中 原 有 的 无 放射 性 二 氧化 碳 混在 
一 起 ， 由 于 放射 性 号 是 在 不 断 形成 和 不 断 重新 衰变 成 氮 的 过 程 中 ， 故 
它 在 大 气 中 与 普通 碳 的 比 早已 到 太一 种 平衡 状态 ， 所 有 呼吸 空气 的 村 
物 都 把 这 一 定 雍 例 的 放射 性 态 豚 收入 组 织 内 ， 而 吃 这 些 植物 的 动物 体 
， 内 也 一 样 ， 当 植物 与 动物 还 活着 时 ， 这 个 比例 保持 不 变 ; 但 当 它 死亡 
时 , 它 就 不 再 吸 兴 新 的 放射 性 态 , 而 体内 原 有 的 放射 性 器 则 继续 进行 半 
变 过 程 ， 因 此 , 如 果 一 块 木头 的 放射 性 只 有 活 树 的 一 半 , 那 来 它 大 约 是 
从 5600 年 以 前 活 树 上 砍 下 的 , 如 果 放 射 性 只 有 四 分 之 一 , 它 的 生活 其 
就 约 在 11,200 年 以 前 。 这 一 原理 提供 了 测定 有 机 性 古物 (如 木头 ， 森 


鲜 对 这 些 事情 以 及 地 质 年 代 学 上 其 他 许多 方法 与 结果 的 充分 讨论 ， 可 参看 F，E. 
Zeuner 黄 <cPating the Past»,1958 年 第 4 版 . 
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次 , 植物 纤维 , 肉 , 皮 , 肯 , 角 ) 年 龄 的 一 各 方法， 美洲 巨 松 的 年 轮 表 明 其 
心 本 年龄 有 3000 至 4000 年 之 入 ,用 这 种 放射 性 奢 的 方法 测 心 木 年 龄 ， 
证 明 它 的 结果 可 靠 ， 此 外 埃及 十 墓 中 便 具 的 年 代 也 是 从 其 他 资料 独立 “ 
断定 的 , 用 新 方法 测定 这 些 售 具 的 结果 也 证 明 这 种 方法 可 靠 . 在 具体 测 
定时 有 技术 上 的 困难 ， 但 一 般 觉得 只 要 所 涉 及 的 时 代 不 玉 久 (最 入 为 
50000 年 )， 这 种 方法 能 测 得 相当 准确 . 

放射 性 碳 测 定年 代 蒜 已 用 之 于 几 千 件 古物， 按 这 类 工作 的 实验 室 
也 夯 几 十 个 之 多 .在 较 有 意义 的 儿 项 测定 年 代 工作 中 有 如 下 几 项 : 最 
过 在 包 蔓 斯 坦 洞 穴 中 发 现 的 以 赛 亚 书 爷 海 书卷 的 亚麻 布 包皮 ， 一 般 认 
为 是 公元 前 一 世纪 或 二 世纪 的 遗物 , 测定 的 结果 是 1917 士 200 年 前 ;法 
国 南部 有 著名 史前 壁画 的 Lascaux 洞穴 中 的 木炭 ， 有 有 15,516 士 900 年 
之 久 ; 英国 南部 石垣 (Stonehenge) 史前 遗迹 处 的 木 演 , 3798 士 275 年 3 
俊 勒 岗 州 形 成 火山 已 湖 时 被 火山 烧 焦 的 木炭 ，6453 士 250 年 。 整个 西 
半球 古人 的 营 宿 地 都 兽 用 木炭 块 , 草 圣 纤维 ,野牛 碎 焦 皮 等 等 测定 了 它 
们 的 年 代 , 这 些 结果 说 明 人 类 是 直到 11,500 年 前 冰河 时 期 未 期 才 去 新 
世界 的 , 那 时 海洋 水 面 比 现今 低 得 多 , 所 以 古人 能 从 西伯 利 亚 步 行 通过 
白 令 海峡 到 达 阿 垃 斯 加 宁 . 

这 些 思想 看 来 好 似 同 微分 方程 这 门 课 相去 颇 远 ， 但 实际 它们 是 根 
据 方程 (1) 及 由 公式 (3) 所 提供 的 解 这 个 数学 基础 而 来 的 。 在 以 下 
的 习题 中 ， 我 们 请 读者 用 同样 的 方法 去 解 化 学 、 生 物 学 和 物理 学 上 的 
问题 . 


习 题 


1， 没 溶 涪 中 两 种 化 学 物质 互 起 反应 形成 一 种 化 合 物 ， 若 反应 是 由 物质 分 子 同 的 
纺 拉 和 相关 作用 所 致 ， 则 可 料 泪 化 含 物 的 形成 率 正比 于 单位 时 间 内 的 絮 接 次 


他 李 信 {Libby) 由 于 上 述 工作 获 1969 年 诸 贝 尔 化 学 奖金 ， 他 自己 对 这 个 方法 的 叙述 
及 其 缺陷 与 结论 载 于 其 所 著 ¢ 放 射 性 碳 测 定年 代 >(Radiocarbon Dating), 1985 年 芝 加 奇 大 
学 出 版 社 ， 第 2 版 ， 此 外 并 参阅 G。C、Baldwin 著 *Amerioa's Buried Pasty, Puinam, 
New York,1962. 
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数 ， 而 这 个 次 数 又 与 两 种 未 化 合 物质 的 数 匡 之 积 成 正比 ， 按 照 这 一 方式 进行 


的 化 学 反应 叫做 二 阶 反 应 ， 而 这 种 反应 规律 常 恋人 称 为 质量 作用 定律 、 现 在 


考察 -- 种 二 阶 反应 ， 共 中 儿 克 化 合 物 含 第 … 种 驳 质 ax 克 ， 含 第 二 种 物质 .ix 
克 , 而 es 十 8 一 1， 若 反应 开始 时 有 第 一 各 物质 a4 克 , 有 第 二 种 物质 88 训 , 总 
0 时 xz=0, 求 z 是 上 的 什么 函 数 ? 

2. 设 1 一 0 时 在 培养 液 中 放 进 ze 个 细 苦 ,而 其 技 上 时 的 戎 数 是 x， 车 食料 与 生 
存 空 间 无 限 , 因而 任 一 时 刻 菌 数 的 增长 举 正 比 于 那 一 时 刻 的 菌 数 , 求 > 是 圭 的 
什么 函数 ? -~ 

3， 涛 题 2 中 的 生存 空间 有 限 而 食料 是 以 恒定 速率 投入 的 ， 闭 末 对 食料 及 生存 空 
向 的 竞争 将 产生 这 样 一 种 作用 , 使 菌 数 终于 稳定 在 一 个 央 定 的 水 平 mm: 处 .在 
这 些 条 件 下 ， 设 菌 数 增长 率 与 x 各 差 xz. 一 x 之 积 成 正比 ， 求 2 是 至 的 分 么 函 
数 ? 

4， 设 海平 面 上 高 度 关 处 的 空气 压强 正比 于 这 高 度 处 单位 水 平面 积 之 上 空气 柱 的 
质量 , 又 设 在 所 有 高 度 处 , 一 定 质量 空气 的 体积 与 其 上 的 压强 二 者 之 积 保持 一 
定 ， 着 在 海平 面 处 的 p= po, 求 汪 是 天 的 什么 函数 . 

5。 设 热 体 准 却 的 速率 正比 于 它 与 周转 的 误 魔 差 {牛顿 冷却 律 0)， 一 物体 加 热 到 
110°C 后 置 于 温度 为 10"C 的 空气 中 ， 经 过 工 小 时 后 它 的 温度 是 60"C. 着 要 
把 它 冷却 到 30*C 撑 需 再 经 过 多 少时 间 ? “ 

的 厚 凑 8、 车 垂直 照射 在 海水 上 的 吕 光 在 19 英 只 深 处 的 强度 为 水 强度 的 一 
半 ， 问 在 允 深 处 其 强度 威 到 原 强度 的 十 六 分 之 一 ! 请 你 先 只 赁 头脑 估算 解 这 
问题 , 然后 义 列 出 并 求解 一 个 合适 的 被 分 方程 来 处 理 这 问题 . 


5， 落 体 和 其 他 速率 问题 


这 一 节 里 讲 质 点 在 给 定 力作 用 下 沿 给 定 路 线 的 运动 情况 如 何 这 个 
动力 学 问题 . 我 们 只 考察 两 种 简单 的 情形 : (1) 铅 直路 线 的 情形 , 这 时 
质点 只 受 引力 影响 自由 下 洲 或 者 同时 考虑 到 空气 阻力 的 影响 ;(2) 三 弧 


@ 牛顿 自己 曾 胃 这 法 出 来 估算 一 个 天 热 铁 妇 的 温度 . 当时 对 热传导 的 情况 所 知 级 次 ， 
所 以 他 的 结果 只 是 粗 略 的 近似 , 但 这 肯定 比 没 有 强 . 

加 兰 伯 特 (Johann Heinrich Lambert,1728 一 1777) 是 瑞士 -德国 闽 的 天 文学 家 、 数 
学 家 ,物理 学 家 和 学 者 ， 他 主要 是 自学 的 , 发 家 过 关于 肆 星 运动 轨道 ,光学 、 测 给 地 图 等 方面 
前 文章 ， 兰 伯 特 等 面积 投射 法 是 所 有 地 图 绘制 者 都 知道 的 ， 在 数学 家 中 都 记 得 他 是 第 一 个 
证 朋 上 是 无 理 数 的 人 、 


pe 


bo 


-We 
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小 冯 的 情形 , 典型 例子 是 摆 锤 的 运动 . 

自由 人 下落 自由 游 体 问题 在 第 1 节 中 讨论 过 并 得 出 这 种 运动 的 微分 方 
程 是 


弗 =r， (1) 

其 中 是 物体 从 某 一 因 定 高 度 算 起 的 下 落 距 离 。 积 分 一 次 得 出 速度 ， 
| v= 人 Wgtto, (2) 
因 党 量 6 显然 就 是 1 二 0 时 的 " 值 , 所 以 它 就 是 初速 府 00, 于 是 (2) 变 成 
v= gio. 8) 


到 积分 一 次 ， 得 到 
gtt or 
这 常量 c: 是 =0 时 的 #9 值 , 即 初始 位 置 go 故 最 后 得 5I) 的 通 解 是 
CL (4) 
车 物体 在 8g=0 处 从 静止 下 落 , 从 而 v6 二 刀 二 0, 于 是 (3) 和 (4) 就 化 成 
b=gt 莉 y= 吉 9， 
消去 t 后 , 就 得 到 用 所 下 落 距 离 表 示 的 速 座 的 有 用 式 子 


2g9y. (5) 
个 结果 也 可 以 从 能 量 守恒 原理 得 出 , 这 个 原理 可 以 叙述 为 


”动能 十 势能 一 常量 . 
由 于 物体 在 y=0 处 从 静止 下 落 ， 它 所 获得 的 动能 等 子 所 损失 的 势能 ， 


这 一 事实 可 表 为 


1 no 
吾 m 一 mg , 


由 此 立即 可 得 (5》 
阻尼 下 落 车 设 空气 对 沙 体 有 一 种 正比 于 其 速度 的 阻力 ， 则 落体 运动 ， 
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的 微分 方程 是 

到 -一 员 ， (6) 
其 中 6。=E/m[ 见 方程 1-(8)]， 若 把 中 /0 换 成 m 这 就 是 

-gon. > (7) 
分 离 变 量 并 积分 , 得 到 

一 中 

8 一 5 

于 是 
一 全 log(g 一 co tte 

故 


8 一 c2 一 Coe 


当 #=0 时 +=0 这 一 初始 条 件 确定 了 c=9 故 
4=£ (ee), 《8)》 


因 。 是 正 的 , 故 #-xo0 暑 ->g/o。 ?的 这 个 极限 值 叫做 终极 速度 如 
有 必要 , 这 可 把 (8) 中 的 换 成 肛 并 再 积分 一 次 求 出 y 是: 的 函数 


探 的 运动 ” 设 一 摆 由 长 度 为 4 质量 可 忽略 的 细 杆 及 杆 端 质量 为 i 的 一 
狩 组 成 ， 若 把 锤 向 一 边 拉 开 一 个 角 %, 
然后 放手 〈 图 7)， 则 据 能 量 守 便 原 理 
有 


再 me 一 mg(aeosg 一 aeoso， (9) 


由 于 3 二 04 故 v=dsjat=a (qd8/at)， 
.上 式 并 为 
Be (WN) =90(e0s0—eos0): (10) 图 
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解 出 红 ， 并 注意 68 随 t 的 增加 (对 小 的 1 值 而 言 ) 而 减 小 这 一 事实 ， 
得 到 


dp 
1 Vee Cos% 


者 卫 是 周期 ( 即 完成 整个 一 次 振 蒿 所 错 的 时 间 )， 则 


人 


T= S| ee 7 co8Q 4 
这 公式 中 的 了 J 值 依赖 于 w， 这 就 是 为 什么 钟 摆 计时 的 快慢 要 随 着 摆 锤 
扰动 角度 的 大 小 而 变更 的 绿 放 这 个 周期 公式 还 可 以 表达 成 更 好 的 形 
式 如 下 : 由 于 


即 


cos0=1—2sin’ 0 


本 
故 有 
了 ag 
一 Pre 
oy dg 人 
一 2 TE ing. (12) 


现 设 sin(9/2) =ksin$ 把 变量 从 9 变 到 办 于 是 当 9 从 0 变 到 w% 时 , 允 
从 0 变 到 /2, 且 


eos Gd0 =heos dg - 
或 


g akeos dag 2 br sin" CI)ag 
ootO2) Vipeini$g “ 


这 就 使 我 们 能 把 (12) 写成 


"9 gD on 


ee 
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共 中 


re bn 


是 和 消 的 一 个 函数 , 它 叫 第 一 类 椭圆 积分 第 二 类 本 图 积 分 是 


Bh $=) VIE sd, 、 


它 出 现在 求 椭圆 周 长 的 问题 中 (见习 题 5)， 这 些 椭圆 积分 不 能 用 初等 
函数 来 算 ， 册 于 它们 在 工程 应 用 中 常常 出 现 ， 数 学 用 表 中 通常 列 出 它 
们 依 束 于 和 的 函数 值 . 

迄今 我 们 讨论 所 的 问题 时 注重 于 一 阶 方程 (10)， 有 时 讨论 三 阶 方 
程 更 方便 ,把 (10) 对 t 微分 , 得 到 - 

a ging. (14) 
如 果 我 们 记得 当 6 值 小 时 sing 近似 等 于 8, (14) 就 可 变 为 (近似 地 ) 
dg 


t=0 (15) 


以 后 可 以 知道 , 重要 的 二 扮 方 种 
ry0 
的 通 解 是 
y=c1sinkst cecoske, 


故人 15) 给 出 的 解 是 


OoisinV ttoeos VL (16) 


当 #=0 时 ,9 二 以 及 8/d2=0, 这 条 件 说 明 0,=0，cs=%， 放 (16) 简 
化 为 


外 在 窟 灼 回 积分 时 通常 坦 反 忆 侈 而 允许 用 同一 定 母 表示 积分 上 了 候 与 积分 号 下 的 临时 
变 最 . 
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-0 一 acos /让 (17) 
a 


《14 的 这 个 近似 解 的 周期 是 2rWa/9， 值 得 指出 的 是 这 正好 就 是 当 
下 = 0 时 从 (13) 得 出 的 宇 值 ,这 在 摆 的 振动 角度 很 小 时 是 近 伺 成 立 的 、 


习 题 
1， 若 对 质量 为 名 的 落体 , 空气 阻力 正比 于 速度 的 平方 , 方程 (7) 就 变 为 
ego, 一 有 /mv 


at 
设 当 t 一 0 时 9 一 0， 求 是 上 的 什么 琴 数 ! 在 这 情况 下 的 终极 速度 是 多 少 ? 

2， 鱼 馈 在 燃料 烧 尽 时 的 速度 是 60 英里 /小 时 ， 者 水 对 其 运动 的 限 力 正比 于 速 
度 , 且 若 它 在 水 中 行驶 1 英里 后 速度 就 减 到 30 英里 /小 时 , 问 它 能 在 水 中 行驶 
多 远 ? 

3， 质 量 为 徊 的 物体 在 地 面 上 所 受 引 力 是 tng. 牛顿 引力 律 说 这 个 力 与 物体 到 地 心 
虐 离 的 平方 成 反比 ， 试 证 : 车 从 地 面 往 上 掀 的 投射 体能 够 永远 前 进 ， 它 的 初 
速度 到 少 是 MV 85 下, 共 中 四 是 地 球 半 径 ( 约 4000 英里 )， 关 个 逸 出 速 诬 约 等 于 
每 秒 7 英里 或 每 小 时 25,000 英里 ， 所 未 ; 车 “是 地 心 到 投射 体 的 距离 ，? 
一 名 是 它 的 速度 ， 则 


dr Go_gy dr dv 


Frat 
4 在 地 球 内 部 , 重力 正比 于 到 地 球 中 心 的 距离 ， 车 从 南极 穿 一 洞 通 北极 , 把 一 块 
石头 投入 洞 内 , 问 它 到 述 地 心 时 的 速度 是 多 少 ? 
5， 试 证 椭 轿 z 一 9eos， 3=5sing(o<<b) 的 周 长 是 46BKe，x12)， 其 中 日 是 偏心 
率 . 
6， 试 征 # 二 sinz 的 一 拱 之 长 为 2W 3 四 (V 372 mx/2)， 
7， 试 证 双 纽 线 7 二 qzcog 28 的 总 长 是 4aF(V 3，r1/g， 


6。 速 降 线 ， 费 马 与 伯 旁 利家 族 


设想 有 一 根 直 的 金属 线 把 图 8 中 的 4 点 与 较 低 处 的 召 点 连接 ， 并 
有 一 个 串珠 可 以 不 受阻 为 沿 着 钱 从 4 滑 到 召 ， 我 们 也 可 以 设想 从 4 到 
B 的 线 是 弯 成 贺 弧 的 情形 ， 这 时 串珠 下 落 的 运动 就 和 摆 体 运动 的 情形 
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一 痒 、 问 串珠 沿 直线 下 落 快 还 是 沿 
网 弧 下 落 抉 ? 匣 利 略 相信 治 圆 绝 下 
落 较 快 ， 也 许 大 多 数 人 都 会 同意 他 
的 看 法 ， 车 干 年 之 后 ,在 1696 年 ， 
开 伯 努 利 提出 了 一 个 更 一 般 的 问 
题 ， 他 设想 线 能 变 成 任意 西 线 的 形 
状 , 问 在 无 穷 多 种 可 能 的 曲线 中 , 没 B 
哪 一 条 曲线 下 落 所 需 时 间 最 少 . 这 图 8 
曲线 岂 速 降 线 (brachistochrone， 其 中 希腊 字 brachistos 意 即 最 天 ， 
chronos 指 时 间 )。 本 节目 的 是 使 读者 懂得 伯 努 利 对 这 个 有趣 问 题 的 
奇闻 解法 。 

先 从 一 个 似乎 不 相干 的 光学 问题 开始 ， 如 图 9a 所 示 , 一 道光 线 以 
速度 从 4 到 达 己 进入 较 密 媒质 后 以 较 低速 度 从 PP 到 达 B。 按 图 
中 记号 , 经 过 整个 路 程 所 需 时 间 了 是 


PE YB+ [CE 
Or Va 


车 设 这 光线 能 选取 从 雪 到 B 的 路 线 使 了 为 极 小 ， 则 壬 一 0， 用 初等 微 
积分 方法 , 得 到 


x C—% 
WINME + vaso + (oe) 
或 


sinol _ eings 
Sn 一 ea , 


起 va 


这 就 是 史 奈 尔 折射 定律 , 原来 是 通过 实验 发 现 的 ,形式 是 sina /sinoa 


一 常数 ， 意义 没有 现在 这 样 清楚 了 . 光 沿 所 需 时 间 最 少 的 路 程 从 


国 史 永 尔 (Willebrord Snell, 1591 一 1626) 是 荷兰 无 文学 家 兼 数学 家 ， 他 在 22 岁 时 
继 他 父亲 之 后 任 菜 主 (Leiden) 的 数学 教授 ， 他 的 声誉 主权 来 自 1621 年 发 现 的 折射 律 , 这 对 
微 积分 学 和 光 的 波动 学 说 的 发 展 起 相当 重要 的 作用 ， 
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风 奈 尔 定律 提供 了 合理 的 根据 ， 并 可 用 来 求 出 光 在 可 变 密 度 媒 质 中 运 
行 的 路 径 , 在 那 种 媒质 里 , 光一 般 是 沿 曲线 而 不 是 治 直线 行进 的 ， 图 9%2 
所 示 是 多 层 的 透 光 媒质 ， 在 每 一 层 里 光速 不 变 ， 但 从 每 一 层 到 其 下 一 
层 , 光速 降低 ， 当 光一 层 层 往 下 行进 , 它 就 愈 来 愈 折 向 垂 线 ， 于 是 若 在 
两 层 交 界 处 应 用 史 厅 尔 定律， 便 得 


次 车 让 各 层 变 得 越 来 越 薄 耐 层 数 越 来 越 多 , 于 是 在 极限 情形 , 光线 往 
下 进行 , 其 速度 就 连续 地 降低 , 可 得 结论 


sing 二 常数 . 
这 情况 如 图 9e 所 示 ， 吉 江 人 地 夺 作 是 术 阳光 和 过 守 计 连续 和 加 的 大 所 
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层 其 速度 逐渐 变 慢 而 照 到 地 面 的 情景. 

现在 再来 看 伯 努 利 问 题 , 我 们 引用 如 图 10 所 示 的 坐标 系 , 并 设想 
申 珠 (也 像 光线 那样 ) 能 选择 它 从 和 4 滑行 至 的 路 径 ， 使 所 需 时 间 尽 可 
能 短 ， 从 上 述 论 点 , 得 出 


Sa 一 党 数 (1 
根据 能 量 守 便 原 殖 , 申 珠 在 一 定 高 诬 处 的 速度 , 完全 由 其 到 达 该 高 度 处 
所 损失 的 势能 确定 , 而 与 所 经 路 线 根本 无 关 ， 与 上 节 一 样 , 这 就 给 出 

?一 298. (2) 
从 这 里 的 几何 关系 , 我 们 还 有 : 


sing= cosp= 


1 1 1 
| BT Mir) (8) 
把 (1)，(2)，(3) 这 些 方程 (分 别 得 自 光学 、 力 学 和 微 积分 ) 结 合 起 来 ， 
得 到 
gy[l+ (#7=e6 (4) 
这 就 是 速 降 线 的 微分 方程， . 
现在 只 要 解 出 (4), 就 可 以 结束 我 们 的 讨论 ， 并 发 现 速 降 线 究 况 是 
什么 样 的 曲线 .把 写成 @y/dx 并 分 高 宏 县 , (4) 就 变 为 
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到 这 里 我 们 引信 新 变量 加 令 
各 
(区 ) =tang. (5) 
从 而 二 csin?$, dy 二 2csin$cos$a$, 故 
dv=tanpady 
=20csin’$d$ =e(1l— e032p) dad$, 


积分 后 得 到 
“= (26—sin2g) te 
这 曲线 过 原点 , 故 由 (5) 得 : 三 0 时 ,5=y 二 0, 于 是 6 二 0。 这 样 


w= 29—sin2g) (6) 
而 
y=0sin’ = (eos29), (7) 
车 令 4=c/2,0==2#, 则 (6) 与 (7) 就 变 为 
z=a(0—sing), y=a(l— eo0s0), (8) 


这 是 图 11 所 示 图 深 线 (或 押 线 ) 的 标准 参数 方程 , 这 种 曲线 是 由 半径 a 
的 风 周 上 一 点 当 圆 沿 x 轴 滚 动 时 产生 的 ， 我 们 指出 , 使 图 10 中 摆 线 第 
一 拱 通 过 3 虑 的 =“ 佳 只 有 一 个 ; 因 车 让 a 从 0 增 到 oo, 这 一 拱 统 就 过 渐 
膨大 , 扫 过 整个 第 一 象限 , 因而 若 适 当选 职 9, 就 能 使 它 通过 已 
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读者 也 许 从 初等 微 积 分 已 经 熟悉 摆 线 的 一 些 几何 性 质 , 例如 , 摆 线 
的 一 拱 弧 之 长 等 于 生成 居于 径 的 4 倍 ， 丽 一 拱 蜂 之 让 的 面积 是 该 加 面 
积 的 3 倍 . 这 一 值得 广 意 的 曲线 具有 许多 其 他 有 趣 的 几何 性 质 与 物理 
性 质 , 共 中 有 些 将 存 下 列 习 题 中 予以 说 明 . 

我 们 希望 这 些 细节 不 致 掩盖 伯 努 利 解 这 问题 时 的 惊人 的 想象 能 
力 ， 因 为 这 是 一 项 水 平 极 高 的 艺术 工作 ， 速 降 线 问题 除了 有 其 内 在 价 
值 之 外 还 具有 更 大 的 意义 ; 它 是 产生 变 分 法 揭 历 史 根源 ， 而 变 分 法 是 
近代 分 析 上 的 一 个 极 有 用 的 分 支 ， 它 深刻 揭示 出 物理 世界 核心 里 隐藏 
的 简单 性 ,我 们 将 在 第 9 章 中 讨论 这 门 学 科 , 并 讲述 推导 方程 (4) 的 一 
个 一 般 方法 , 它 适用 于 各 种 各 样 的 一 大 批 类 似 的 问题 . 


关于 费 马 的 注 记 费 马 (Pierre de Fermat, 1603 一 1565) 是 十 七 世纪 的 最 大 数学 
家 , 但 他 的 影响 因 其 不 感 发 表 所 获 发 现 (这 些 主要 是 通过 他 给 朋友 的 信件 和 世 读 书 
中 空 自 处 的 注 记 而 为 后 人 得 知 的 ) 而 受到 限制 ， 他 的 本 职 是 法 官 和 法 王 在 土 竺 斯 
《Toulouse) 城 议会 里 的 顾问 ， 但 他 的 私人 爱好 和 业余 消 让 是 数学 .他 在 1629 年 
发 明了 解析 几何 , 但 这 个 功劳 大 都 归功 到 管 卡 儿 身 上 ，、 后 洗 在 1637 年 把 他 类 似 绵 
马 的 妨 想 匆匆 付 印 问世 了 ， 这 时 一 一 牛顿 出 世 前 13 年 一 一 费 马 还 发 现 了 加 曲线 
切线 的 一 种 方法 和 极 大 极 小 的 来 法， 这 几乎 相当 于 微分 学 初步 。 在 直到 1934 年 
才 为 世人 所 知 的 一 封 信 中 ， 相 虫 承认 他 自己 早期 在 这 方面 的 一 些 思 想 直 接 来 自费 
马 . 在 1654 年 写 的 一 批 情 件 中 , 费 马 与 巴 斯 嗜 CPascal) 共同 发 展 了 概率 论 的 基本 
概念 ， 他 在 1657 年 发 现 的 最 小 时 间 原 理 及 共 与 光 的 折射 现象 的 关系 ， 是 走向 光 
学 统一 理论 的 最 时 一步 ， 不 过 费 马 的 天 才 在 数论 方面 显得 最 为 杰出 ， 因 为 他 对 正 
整数 那些 熟知 页 又 神秘 性 质 的 深 乾 认 识 还 怕 是 无 人 能 与 之 比拟 的 ， 下 面 提出 他 在 
这 个 领域 里 许多 发 现 中 的 少数 外 个 . 
1， 费 马 二 平方 和 定理 ， 形 式 为 4 十 的 每 个 质数 可 用 唯一 方式 写成 二 平方 数 之 
和 . 
2.， 责 马 定理 : 车 也 是 任 一 质数 , # 是 任 一 正 整 数 , 则 加 能 整除 ?一 和 
3， 费 马 末 定 理 : 若 %>2, 则 * 十 六 二 2* 不 能 为 任何 正 整 数 zz 所 满足 
最 后 这 个 定理 是 费 马 写 在 他 的 一 本 书 这 空 据 处 的 ， 那 里 书 上 正 提 到 税 十 妇 一 科 有 
许多 整数 解 这 一 事实 ， 然 后 他 又 族 上 了 这 句 有 逼 人 深思 的 话 : “我 得 出 了 一 个 确实 很 
妙 的 证 明 , 但 这 里 空 锯 太 少 写 不 下 " 道 司 的 是 再 也 没有 别人 发 现 过 这 个 证 明 , 因此 
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直到 今 口 , 费 马 末 定 理 仍 是 数学 上 尚未 解决 的 最 难 问题 之 一 ， 谁 权 是 能 得 出 证 明 ， 
就 马上 能 名 王 不 柏 ， 介 对 硅 心 勃勃 的 学 生 应 读 洁 诚 一 名: 几 百 年 来 有 才能 的 数学 
家 都 为 此 徒 芳 无 切 . 
关于 伯 努 利家 族 的 注 记 “许多 人 都 知道 巴 哈 (Johann Sebastian Bach) 是 古今 景 
作 大 的 作 曙 家 之 “但 这 个 多 才 多 艺 的 家 族 在 这 方面 是 如 此 一 贰 地 具有 天 赋 ， 竞 
在 十 六 如 纪 介 汗 久 性 纪 申 出 了 岂 十 位 姓 巴 哈 的 本 量 音乐 家 ， 知 道 这 件 事 的 人 也 许 
就 不 那么 多 了 ， 上 实 上 ， 德 国有 将 敬 地方 共 至 把 巴 哈 这 个 词 理解 为 音乐 家 怕 努 
利家 族 华 数 科学 上 的 地 位 也 正如 巴 哈 家 族 存 普 乐 上 的 地 位 一 样 ， 这 个 非凡 的 
瑞士 家 族 在 三 代 时 间 时 生出 了 八 个 数学 家 (其 中 三 个 是 杰出 的 )， 他 们 又 生出 了 在 
许多 领域 里 并 露 头角 的 成 群 后 代 . 

雅 可 布 . 伯 努 利 (Jakob Bernoulli，1654 一 1705) 的 父亲 执意 要 他 学 神学 ， 但 
他 -- 右 机 会 便 尽 时 放弃 神学 而 从 事 他 所 袁 爱 揭 科 学 ， 他 自学 了 牛顿 和 业 布 尼 技 的 
微 积分 , 并 从 1687 年 起 至 他 去 此 在 巴 塞 征 (Base]) 火 学 数学 教授 , 他 发 表 过 无 穷 级 
数 的 论文 , 研究 过 许多 特殊 曲线 , 发 明 极 坐标 , 引信 那 出 现在 函数 tanz 的 宕 级 数 展 
式 中 的 伯 努 利 数 ， 在 他 的 4 推测 术 >{Ars Conjecrandi) 一 书 中 ， 他 叙述 了 概率 论 


试验 中 有 次 出 现 该 事件 , 则 当 mn>00 时 /wn->p， 乍 一 看 ,这 定理 似乎 平凡 不 足 
道 , 但 其 中 深 埋 着 苦 学 上 (以 及 数学 上 ) 恕 麻 密 林 伺 的 一 大 堆 问 题 , 从 怕 努 种 时 代 起 ， 
迄今 仍 是 许多 争论 的 根源 . 

了 雅 可 布 的 弟弟 约翰 怕 努 利 (Johatm Betrnoulli，1667 一 1748) 原来 也 错 选 了 
职业 , 他 起 先 学 医 , 并 在 1694 年 获 巴 塞 耳 大 学 博士 学 位 , 论文 是 关于 肌肉 收缩 问题 
的 ， 但 他 也 受 上 了 微 积分 , 很 快 就 掌握 了 它 ， 并 用 它 来 解决 几何 学 、 微分 方程 和 旋 
学 上 的 许多 问题 ，1695 年 他 任 荷兰 烙 罗 宁 根 (Groningen) 大 学 数学 物理 学 教授 ， 
而 在 他 哥哥 雅 可 布 死 后 继任 巴塞 耳 天 学 教授 ， 两 兄弟 有 时 致力 研究 同一 问题 ， 但 
由 于 续 此 妨 钱 利 易于 激动 ， 这 一 情况 是 很 短 刁 的， 省 时 两 人 之 问 的 磨擦 爆发 成 为 
公开 的 姨 恨 诉 骂 ， 例 如 关于 速 降 线 问题 就 出 现 这 种 情况 ，1696 年 约 答 向 全 欧洲 提 
出 这 个 问题 挑战 ， 它 引起 了 极 大 的 兴趣 , 并 为 牛顿 , 莱 布 尼 益 和 值 努 利 兄弟 二 人 所 
解决 ， 约 翰 的 解法 (如 本 书 中 所 介绍 的 ) 比 较 漂亮 . 而 雅 可 布 的 解法 (虽然 颇 为 麻烦 
与 费劲 ) 则 更 为 一 般 ， 这 一 人 情况 引起 两 人 之 问 息 气 冲冲 的 口角 纷争 达 数 年 之 入 , 其 
所 用 言辞 之 粗野 很 像 市 井上 的 对 骂 而 绝 非 科学 讨论 ， 这 两 人 之 中 约 得 的 脾气 似乎 
页 十, 因为 光 年 后 ,由 于 他 的 孩子 获得 了 他 自己 渴望 获取 的 法 兰 西 科学 院 奖 金 , 约 
朝 竞 把 自己 的 孩子 摔 出 窗外 . 

、， 这 个 格子 叫 丹 尼 尔 - 伯 努 利 (Daniel Bernoulli, 1700 一 1782)， 起初 也 像 他 父 


30 第 一 章 ”微分 方程 绝 说 


亲 一 样 学 医 , 号 了 一 篇 关于 肺 的 作用 的 论文 获得 医学 学 位 , 并 二 也 像 他 父亲 -- 样 马 
上 放弃 原 业 而 改 改 他 天 生 的 专长 ， 成 为 彼得 集 的 数学 教授 ，1733 年 他 国 巴 塞 年 ， 
先后 任 植 牺 学 、 解 章 学 与 物 王 学 的 教授 ， 他 获得 匡 兰 西 科 学 院 的 10 项 淆 ， 共 中 包 
插 那 项 营 他 父亲 恼怒 的 奖 ， 他 在 多 年 内 发 表 了 物理 学 、 概 闵 论 , 微 积分 和 微分 方程 
方面 的 许多 著作 ， 他 在 一 本 名 著 < 流 休 动 力学 (Hydrodynamica) 中 讨论 了 流体 
为 学 并 对 气体 湖 力 理论 作 了 最 蛙 的 论述 。 许 多 人 认为 他 是 第 一 位 真正 的 数学 物理 


学 家 . 


. 习 题 
1， 没 有 一 痕 铁 经 弯 成 搞 线 (8) 的 形状 ， 并 把 它 象 图 10 里 那样 倒 过 来 ， 和 如 果 有 一 
个 申 珠 从 原点 处 释 手 而 沿 铁丝 不 受阻 力 下 滞 ， 试 证 它 到 底 点 {x6，2q) 处 的 时 
间 是 zag. 
2， 试 证 题 1 中 的 zx/679 也 是 串珠 由 中 间 任 一 点 下 滑 到 底 点 所 需 的 时 间 ， 所 以 
不 管 你 从 那里 把 串珠 释 手 下 沸 ， 它 总 在 同一 时 何 内 和 到达 同 点 ， 这 就 是 摆 线 的 
筝 和 性 (tautochrone, 源 自 希腊 文 tauto 意 即 相等 , 十 chronos, 总 即时 间 )， 
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1 早 民 开始 下 卉 整 天 称 降 不 停 ， 正 午 一 扫 雪 车 开始 和 雪 ， 每 小 时 扫 需 量 按 体积 
计 为 常数 ， 到 下 年 2 点 它 扫 清 了 两 甘 里 路 , 到 下 午 4 点 又 各 请 了 1 英里 路 , 问 
降雪 是 什么 时 候 开 始 的 ? ， 

2 卫生 球 半 钨 原 为 1/4 英寸 ， 放 了 一 个 月 之 后 只 有 1/8 英寸 ， 息 定 它 的 探 发 率 
正比 于 它 的 表面 积 ， 试 求 它 的 半径 周 时间 的 函数 关系 ， 再 经 过 几 个 月 司 它 会 
完全 挥发 掉 ? 

3 一 水 箱 里 有 100 加 他 纯 水 ， 从 # 一 0 时 起 有 每 加 仑 含 1 沙 盐 的 盐水 以 系 分 名 
1 如 名 的 速率 洲 入 箱 内 ， 同 时 混合 水 ( 它 在 箱 内 经 挠 拉 后 成 为 匀 质 的 ) 以 同 祥 
乏 率 流出 箱 外 ， 什么 时 候 籍 内 水 里 的 洲 盐 量 达到 50 磋 ? 

4 大 水 条 内装 100 加 仑 圭 水 , 其 中 含 盐 200 砚 ， 从 1 二 0 时 起 纯 水 以 每 分 钟 3 加 
他 速率 流入 ， 混 全 水 ( 它 经 挑动 后 是 多 质 的 ) 以 每 分 钟 2 加 他 的 速率 流出 ， 要 
用 多 长 时 间 能 把 箱 内 含 热量 减少 到 100 矿 ? 

5.， 一 个 长 12 英寸 帘 6 英寸 的 精 球 形 的 光滑 足球 在 大 十 天 帮 在 室外 场地 上 ， 求 
水 内 球 侧面 下 流 的 路 线 , 

6. 若 。 是 个 正 的 常数 , 是个 正 参 数 , 划 方 和 


86。 速 降 线 。 响 马 与 伯 努 利家 族 3 


表示 焦点 在 ( 士 s，0) 处 的 所 有 梯 癌 族 (a>c) 和 汉 曲 线 族 (a<e)， 试 证 这 族 共 
集 回 锥 曲线 总 自 相 正 交 的 (参看 题 3-2). 

7， 根 据 托 盟 塞 利害 律 (Torricelli's Law), 从 开口 水 箱底 部 一 小 润 流出 的 水 速 等 
于 从 水 而 自由 下 落 到 小 洞 处 的 速度 9、 布 内 半径 为 如 的 半球 形态 原来 装 满 了 
水 ,t 一 0 时 在 其 底 点 穿 一 半径 为 的 小 圆 孔 ， 问 多 入 后 碗 内 的 水 沁 完 ? 

8 古代 水 钟 是 一 个 底部 有 小 孔 漏水 的 碗 ， 在 希腊 和 罗马 的 法 庭 里 常用 来 计 律 姑 
发 言 的 时 间 以 免 他 们 说 得 太 饼 ， 若 要 使 永 面 匀速 下 降 , 碗 该 做 成 什么 形状 ? 

9， 两 开口 水 籍 从 底部 闻 样 大 的 小 孔 同 时 浜 完 水 , 一 个 是 正 阿 柱 形 的 , 另 一 个 是 稚 
质 朝 下 的 正 贺 锥 形 的 。 若 锥 底面 与 加 柱 底面 相等 而 加 性 高 为 六 问 锥 高 午 于 
多 少 ? 

10， 将 装 一 半 水 的 莒 柱 形 铁 镶 以 等 角速度 必 绕 共 轴 转动 ， 试 证 水 面 呈 旋转 抽 物 面 
形 .，( 提 未 : 自由 水 曾 上 质量 为 nw} 的 水 粒 于 上 所 受 向 心力 是 mxYes， 共 中 了 是 
该 水 粒 与 辅 的 距离 ， 而 这 是 由 于 朝 下 引力 my 以 及 附近 其 他 水 粒 的 法 向 反 作 
用 力 甩 所 引 超 的 ,) 

11， 设 有 铝 直 平面 内 的 一 个 贺 ， 从 贺 的 最 高 点 到 贺 周 上 较 低 点 过 以 铁丝 ， 若 让 囊 
珠 欠 最 高 点 沿 铁丝 无 阻 地 下 请 , 试 证 不 管 较 抵 点 在 何 处 , 它 总 以 同一 叶 间 下 滑 
到 那里 . 

12， 有 和 链 长 4 尺 放 桌面 上 , 开头 有 1 尺 挂 在 尝 边 以 下 ， 邯 桌面 无 床 控 力 , 问 经 多 处 

链 完全 离开 柴 面 ? 

13， 经 验 告诉 我 们 , 人 拿 住 绳子 的 一 头 ,绳子 绕 过 本 桩 ,这 样 ,人 用 较 小 的 力 , 就 能 
抵 住 作用 于 绳子 另 一 头 的 大 得 多 的 力 。 从 定量 观点 上 , 不 难看 出, 堵 绳子 在 角 
9 与 9+A6 处 的 张力 是 下 及 严 十 AT 《如 图 12》， 则 绳子 作用 于 9 及 8 十 Ag 和 
那 部 分 木 柱 上 的 法 启 力 大 约 是 ZAb 由 此 可 知 , 营 强 桂 闻 移 摩 接 系 数 是 4, 则 
AT 约 为 xTA9， 试 利用 这 个 关系 列 出 与 9 问 的 微分 方程 ,并 从 这 方程 作为 
人 上 以 及 和 所 施 力 ,的 函数 解 出 罗 ， 

IT4， 有 一 上 细 下 粗 的 勾 质 圆柱 承 负重 荷 二 ”车 柱 身 密 度 为 好 柱 顶 半径 为 rw 理 柱 
的 水 平 截面 积 正比 于 所 承受 的 总 荷 , 试 求 顶 面 下 z 处 的 柱 闪 径 ?。 


名 托 里 塞 利 (EYangelista Torricelli, 1608 一 1847) 是 总 天 利 物 理学 家 蒜 数 学 家 ， 县 
徊 利 略 的 学 生 闭 秘书 ， 除了 上 述 原理 之 外 ， 他 逊 提出 关于 大 气 下 和 真空 性 质 的 第 一 个 正确 
的 思想 《这 个 徊 利 略 盖 点 儿 也 要 发 现 了 )， 并 且 利 用 他 的 原理 发 了 朋 了 气压 玲 . 密 看 James 
B.Conant< 科 举 与 常识 >(Science and Common Sense, pp 83—71,1951), 
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15, 


16, 


17. 


图 12 

总 统 与 首相 面前 间 时 送 上 同 温度 的 热 咖 唱 ， 总 统 在 送 到 咖啡 后 立刻 加 上 一 点 
冷 奶 油 ， 但 等 了 10 分 钟 之 后 才 喝 .首相 则 等 了 10 分 钟 之 后 再 添上 等 量 冷 奶 
油 后 开始 喝 ， 问 谁 喝 的 咖啡 热 一 些 ? 

驱逐 舰 在 浦 雾 中 搜 逐 潜水 艇 和 雾 一 度 散 开 ， 其 时 发 现 淤 雍 在 3 英里 外 的 海面 
上 ,但 潜艇 立即 下 潜 。 驱 逐 舰 速度 二 倍 于 潜艇 , 且 已 知 潜艇 下 潜 后 立即 以 会 速 
朝 某 一 未 知 的 方向 直线 行进 ， 问 驱逐 舰 应 采取 什么 路 线 才能 保证 它 会 直接 开 
过 潜艇 的 上 方 ? 提示 : 到 极 坐 标 系 , 以 发 现 泣 水 存 处 作为 原点 . 

边 长 为 a 的 四 方 桌 四 角 上 放 丰 个 虫子 每 个 贝子 局 时 以 出 祥 的 速度 走向 它 右 
边 的 那个 虫子。 车 取 桌 心 为 原点 , 以 其 -对 角 线 为 极 辆 , 试 求 失 极 策 上 出 发 的 
那个 贝子 所 走 的 路 线 , 以 及 它 同 所 有 虫子 在 桌 中 心 会 合 以 前 所 走 过 的 总 距离 ， 
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7， 齐 次 方程 
一 般 来 说 , 一 阶 方程 很 难 解 , 即使 是 看 米 很 简单 的 方程 
时 -Te 人， 
也 没有 什么 一 般 公式 , 能 使 我 们 在 所 有 情形 下 得 出 它 的 解 , 所 以 从 这 个 
意义 上 讲 , 它 并 不 是 一 般 可 能 的 。 另 一 方面 , 有 些 标准 类 型 的 一 阶 方程 
是 有 常规 解法 的 ， 这 章 里 要 简单 讲 几 类 有 许多 应 用 的 一 阶 方程 。 由 于 
我 们 的 主要 目的 是 熟悉 解 萎 技巧 ， 暂 且 完 全 不 管 连续 性 、 可 微 性 及 分 
母 可 能 会 等 于 零 等 等 问题 ， 有 关 纯 数学 方面 的 一 些 问题 ， 将 在 讲解 了 
几 要 的 普 景 材料 之 后 再 来 处 理 . 
最 简单 的 标准 类 型 是 可 分 离 变量 的 一 阶 方程 
dy _9(7). 


dz hy) 
为 了 解 这 个 方程 , 只 要 把 它 写成 hy)ay=9(?)ds 再 积分 就 行 : 
jyay= gC)aete. 


我 们 在 上 章 已 经 看 过 这 种 解法 的 许多 例子 ， 

复杂 程度 稍 高 一 些 的 是 卉 次 方程 ， 一 个 函数 fz, 四 则 nn 次 齐 次 
函数 , 如 果 对 适当 范围 内 的 ww 9 与 1 有 

f(tx, 声 ) 一 加 Fo 四- 
例如 ,二 wy 于 十 天 ,和 sina(z/ 纪 分 别 是 2 1 0 次 的 齐 次 函数 ， 微 
分 方程 
M(%, AstN (x, ydy =0 

叫 齐 次 的 , 如 果 W 和 六 是 辕 次 的 齐 次 函数 。 这 时 方程 可 写 为 


vf, {1). 
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其中 Je 作 = 一 HGz, 了 1NCz 力量 然 站 0 次 的 齐 次 方程 . 解 (1) 的 步 
至 依赖 于 这 一 事实 ; 它 能 通过 置换 =y/z 化 为 可 分 离 变量 的 方程 ， 要 
认识 这 一 点 , 我 们 指出 ， 

fltr, 的 = HF, ) =f (7, ) 
这 一 关系 使 我 们 能 取 t= 十 而 得 - 


fw, 9)=F1, y/2) = 1, 2). 


又 因 y==zz 从 而 
站 2s (2) 
方程 (1) 就 变 成 
4+, 2), 
于 是 能 把 变量 分 离 : 
、 dz dy 
F(a-z ws” 


这 就 可 以 通过 积分 并 把 # 换 成 y/* 后 完全 解 出 (1)。 
例 1 解 。 (zdas—(z—y)dy=0. 
~ 先 把 它 写 成 上 述 讲解 中 所 提示 的 形式 : 
dy_zty. 


dz xz—y 
因 布 边 的 函数 显然 是 0 次 齐 次 函数 , 故 可 把 它 写成 z= 的 函数 . 这 
只 要 用 了 除 分 子 和 分 母 就 行 : 


, SY 一 » 


下 一 步 是 代 人 (2) 后 分 离 变 量 , 得 到 
(一 人 本 
ts 有 


积分 后 得 到 


8. 恰当 方程 5 


van“ 一 圭 log (1+22) logr+ es 


再 把 > 换 成 y/%, 得 所 求解 为 


tan = logw/z +¥ +e. 


习 题 


， 验 证 下 列 各 方程 是 齐 次 方程 , 并 求解 : 


《和 一 38)05 十 22803 一 中 
b. xy —3xy—2y=-0; 


Cc. wy'=3 (x+) ten + 


nd gsinF ey 
ad. asinl Pgsin¥ to 


© WY =Y+ ame rr, 


用 直角 坐标 求 与 负 切 于 原点 的 加 族 的 正 交 雪线 。 
， 试 证 用 置换 s 二 qz 十 by 十 6 可 把 


=f(artbyte) 
变 成 可 分 离 变 量 方 程 ,并 用 此 法 解 下 州 方程 : 
a YD 
b. y=sin:(z—yt+1). 


a。 车 qe 天 bd, 试 证 可 适当 选取 常数 及 ,使 置换 z 一 zs 一 二 加 一 k 能 把 


dy rrfaxt 十 到 十 
(ts) 

化 为 齐 次 方程. 

b， 着 oe 一 bd 试 找 则 一 个 置换 , 以 便 将 (a) 中 的 方程 化 为 变量 分 离 的 方程 . 


， 解 下 列 方 程 : - 


a. 9 十 4 
"dr sg 


本 
”YY 十 3 一 6 


恰当 方程 “ 
如 果 从 曲线 族 fx, 所 一 2 出 发 , 便 得 它 的 微分 方程 是 =0 或 
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fags fay = 
Er a =0 


例如 ， 晓 线 族 六 =c 的 微分 方程 是 22y*dz 二 3279?dy 二 0。 现在 倒 过 
来 , 先 从 微分 方程 


Ml(z, Hart N(z, ydy=0 《1) 
出 发 。， 如 果 磁 巧 有 一 个 函数 了 (x, 9) 能 使 

af_ of 

尔 = 开 及 多 =N (2) 
则 (1) 可 写成 

af sr 21 一 

t= 或 是 = 小 
子 是 它 的 通 解 就 是 

fx, =c。 


有 了 时 只 需 通 过 观察 就 能 确定 一 式 是 否 恰当 而 求 出 阔 数 站 例如 ， 
可 以 看 出 


yazixdy=0 及 地 i 一 各 dy 一 0 
的 右边 分 别 是 wy 及 zfy 的 微分 ， 故 它们 的 通 解 分 别 是 29==c 及 zf8 二 


¢. 但 除了 最 简单 的 情形 之 外 , 这 种 “观察 求解 "法 显然 是 行 不 通 的 、 这 
就 需要 有 一 种 对 于 丛 当 性 的 测试 法 和 寻找 函数 了 的 一 套 方法 ， 现 把 测 


试 法 与 国 数 了 的 找 靶 讲述 如 下 . 
设 (1) 是 恰当 的 ， 因 而 存在 一 个 函数 满足 方 程 (2)， 我 们 从 初等 
微 积 分 知道 了 的 二 阶 混合 偏 导 数 祖 等 : 
af _ afo 
Bar Bz2y ~ 《3) 


四 读者 点 该 认识 到 ， 当 (3) 的 两 边 存 在 并 渗 续 时 它 才 成 立 ， 而 这 旦 条 件 对 实 聊 上 可 能 
遂 到 的 几乎 所 有 函 款 都 是 注 足 的 ， 我 们 整个 这 一 章 中 范 统 假定 (参看 第 7 节 第 -一段 }) 所 讨论 
的 一 切 国教 都 是 足够 轧 续 与 可 徽 的 , 以 保证 对 它们 所 作 运 算 都 是 合法 的 、 
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这 就 有 
2M _2N (4) 


故 (4) 是 (1) 具 有 恰当 性 的 一 个 必要 条 件 . 现在 要 证 明 它 也 是 充分 条 
健 , 这 就 是 证 明 用 (4) 可 作出 满足 方程 (2) 的 一 个 活 数 下 先 把 (2) 鬼 第 
一 个 方程 对 积分: 


f= {2d 909). (5) 


这 里 的 “积分 常数 ”是 的 一 个 任意 函数 ， 因 它 在 对 :微分 时 必须 为 
零 ， 这 就 把 我 们 的 问题 化 为 : 找 出 这 样 一 个 函数 9( 拉 ， 使 (5) 所 给 出 的 
了 能 满足 (2) 的 第 二 个 方程 ， 把 (5) 对 yg 微 分 并 使 其 结果 等 于 叉 , 得 
到 


3 
EIlMdzty (y)= 
别 | dz +g (y)=N, 


政 9' (0) =N -2 {Mae, 
这 就 有 
sw)= (war)ay, (6) 


如 果 这 里 的 被 积分 式 是 只 含 y 的 一 个 函数 的 话 ， 这 在 被 积 函 数 对 x 的 
导数 等 于 0 的 情况 下 是 成 立 的 : 因 所 说 导数 等 于 


如 -也 S|)= 2 2 zz 


Fr 3 
32 Een -9M aM 
ar Wa or gy’ 


利用 所 设 (4)， 便 完成 了 这 个 证 明 . 
总 的 来 说 ，3 我 们 证 明了 下 述 定 理 ; 方程 (1) 是 恰当 的 , 当 且 仅 当 


-(6) 所 给 出 . 过 昌 有 商人 得 乡 出，(17 的 通明 是 方程 芒 一 
而 不 仅仅 是 函数 久 读者 应 记 取 的 是 体现 在 C5) 和 (6) 中 的 方法 , 而 不 是 
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公式 本 身 . 
例 1. 检验 edge 二 (ze 十 29)98 是 否 为 丛 当 方程 ， 如 果 是 恰当 的 ， 求 它 
的 解 . “ “ 


这 里 有 
NM=er 和 N=xe’+2y 
故 
2M os aN er 
WW EZ 


所 以 条 件 (4) 满 足 ， 这 是 个 恰当 方程 这 告诉 我 们 :存在 一 个 望 数 
了 (o 用 适合 


_ Ho, =zer+t2y. 
把 第 一 式 对 xz 积分 , 得 到 
f=|erdv+gty) =rer tg(y), 
故 
ert gw). 
因 这 个 仿 导 数 也 必须 等 于 xzer+2y， 故 有 9 (9) 一 29， 干 是 9 的) = 六 ， 
从 而 f 一 wer+ 护 ， 现 在 唯一 尚 待 指出 的 是 ,所 给 微分 方程 的 解 是 
867 十 加 一 和。 
习 题 
确定 下 列 方程 中 哪些 是 恰当 的 , 并 解 出 各 恰当 方程. 
1. s+ yt yd 0. 


{sing tan y+ 1) ds+cosvsec yay— 0. 
yes (r+) y=0. 

29:— dst5)dr— (4—28+ 42y) dy. 
(y+yeoswy) drt (z+ ztosry) dy = 0. 


apn 


oo8z00sydr + 2sincsingoosydy=0. 


39、 积分 因子 39 


?, {sinwsing~—ze’) dy (eH cosxCosy) dy, 
1 了 

8 

9 (T+)art (1—s)dy =0. 

10，{2zg + yeosz) dr (ry*+ sinz) dy=0. 


一 
ee 


9， 积分 因子 、 

读者 也 许 已 经 注意 到 恰当 微分 方程 是 相当 罕见 的 ， 因 为 方程 的 形 
式 要 准确 配合 平衡 才能 具有 恰当 性 ， 而 形式 稍 变 就 能 破坏 这 种 平衡 . 
既然 如 此 ， 他 就 会 怀疑 是 否 还 值得 讨论 从 当 方程 ， 这 一 节 里 我 们 打算 
来 答复 这 些 疑 癌 . 

容易 看 出 ， 方 程 


yavt (wy—r)dy=0 ' (1) 
不 是 恰当 的 , 因为 2M/3y 一 1, 3N/az= 2zg 一 1， 但 若 用 因子 1/w? 乘 整 
个 方程 , 它 就 变 成 恰当 的 : 

Bar+( -二 ja=0 


那 末 有 多 少 共 他 非 恰 当 的 方程 能 用 这 种 方法 化 成 协 当 的 呢 ? 换 言 之 , 车 
M(v Ydr+ Ns, y)dy=0 (2) 

不 是 恰当 的 , 那 末 在 什么 条 件 下 能 找到 这 样 一 个 函数 4(z, 妃 , 以 使 

LMdz NdD =0 

成 为 恰当 的 呢 ? 能 起 到 这 种 作用 的 任何 函数 上 时 (2) 的 一 个 积分 因 

子 ， 例 如 11 是 (1) 的 一 个 积分 因子 ， 更 在 来 证 明 : 车 (8) 有 通 解 , 它 

就 总 有 一 个 积分 因子 ， 

设 (2) 有 通 解 


flw, 8) =6, 
.微分 后 消去 c: 


ar ay—0. (3) 
由 (2) 及 (3) 得 
dy__M_ afiax 
dr Noffay’ 
页 
引 /ar_3f/38 
WH ， (4) 
车 把 (4) 中 酒 个 相等 的 比 记 作 & (x,, 则 
af of 
= Enid 
用 4 乘 (2), 福 
HMAas tuNay=0 
或 


fav Way 
Ea ET =0, 


这 是 个 恰当 方程 ， 这 一 自 话 说明 : 洁 (2) 有 通 解 , 它 就 至 少 有 -个 积分 
因子 h， 融 实 上 , 它 有 无 穷 多 的 积分 因子 ; 因 若 (用 是 了 的 任 一 函数 ， 
则 

nr) Wart Nay = PDAf dl [FO af], 


故 az (及 也 是 (2) 的 一 个 积分 因子 ， 

上 述 讨论 还 设 有 谈 到 乱 样 找 积分 因子 这 个 实际 问题 ， 一 般 来 说， 
这 是 相当 困难 的 .不 过 对 于 少数 情形 有 成 规 可 循 ， 要 知道 这 赛 成 规 是 
怎么 来 的 ,我们 来 考察 5 在 什么 条 件 下 才 是 (2) 的 一 个 积分 因子 ; 


a(uM) -3pN) 
2 3z 


把 上 式 都 写 出 来 , 得 到 


aM 


aN 3 
nay 


Bp 9N | WAL, 
+May a tN 


9. 积分 因子 1 
这 好 像 是 把 解 常 微 分 方程 (2) 的 问题 “化 "成 解 偏 微分 方程 (5) 这 个 难 得 
多 的 问题 ， 另 一 方 南 , 我 们 所 无 需求 (5) 的 通 解 ， 因 为 任何 特 解 都 能 使 
我 们 达到 目的 。 从 这 个 观点 讲 ,〈5) 就 比 它 的 外 表 更 有 用 ， 例 如 , 设 (2》 
有 一 个 积分 因 了 村 是 只 含 ”的 图 数 . 那 时 34/9z 二 dx /dz, 3873g 一 0 故 
(5) 就 可 写成 


1 dy _ AM/ay —aN /gr 
Fa (6) 
因 左 边 是 只 含 # 的 函数 , 故 右边 也 是 ， 车 令 
QM /9y aN [9% 
一 0， 
《6) 就 变 成 
1 
五 
或 
Sh) gb) 
故 
logk 一 | 人 oam 
从 而 
=el ee, 0 


这 个 推理 过 程 显然 可 以 倒 过 来 : 若 (6) 的 右边 是 只 含 z 的 函数 , 比方 说 
是 9(z)， 则 由 (7) 可 得 一 个 只 含 % 且 满足 方程 (5) 的 函数 p， 因 而 是 
《2) 的 一 个 积分 因子 ， 

例 1， 就 方程 (1) 而 论 , 我 们 有 


aM /ay—9N/9r 1— (2 —1) 2D)__2 
N NYO— wx) 


这 是 只 含 # 的 函数 ， 二 是 
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= ef- = er pe 


是 CH1) 的 一 个 积分 因子 , 正如 以 前 所 说 的 一 样 . 
用 类 似 推理 可 得 下 面 这 套 相应 的 做法 , 它 适用 于 (2) 具 有 只 含 y 的 
积分 因子 的 情形 : 若 


32/3y 一 28/az 
(3) 


是 只 含 y 的 函数 , 比方 说 等 于 4 的， 则 
ee (9) 
也 是 只 含 # 的 一 个 国 数 ， 并 满足 方程 (5)， 因 而 它 是 (2) 的 一 个 积分 
因子 . 
另外 还 有 一 个 有 用 的 办 法 , 可 把 简单 的 非 价 当 方程 化 为 众 当 方程 . 
为 说 明 此 法 , 仍 以 方程 (1) 为 例 , 把 它 改 写成 : 


wydy— (rdy—ydr) 一 0 (10) 
括 统 里 的 式 于 应 使 读者 记 起 微分 公式 . 
y\_ ray—ydr 
dE) = 《1D 


这 就 会 使 他 想到 要 用 人 衬 来 除 (10)， 于 是 方程 便 蛮 成 y2g 一 1 人 一 0 
而 它 的 通 解 显 然 是 


1 让 
BY 


这 个 结果 是 :我们 发 现 (1) 中 有 xzdy 一 ydz 这 组 式 子 , 并 根据 (11) 来 利用 
这 个 发 现 而 求 得 了 (1) 的 一 个 积分 因子 ， 现 把 在 类 似 情况 下 党 用 的 一 
些微 分 公式 写 在 下 面 : “ 


Ea _yds—zdy, 

人 (9 
d(xy) =xdy + ydzv; 《13) 

d(x -+9) =2 (tart ydy); {14) 


(en 中 -多 7 (15) 


四 积分 因子 | 43 
人 ydr—edy 
(og 从 my 99 
从 这 些 公式 可 以 看 出 ， 像 45 一 xdy 二 0 这 样 一 个 很 简单 的 微分 方程 就 
有 去 ， 总 1/ (2 十 的 和 11zg 可 以 作为 它 的 积分 因子 ， 因 而 可 以 照 此 
用 多 种 不 同 的 方法 来 求解 . ， 
例 2#， 求 曲面 镜 的 形状 ， 使 它 能 把 原点 处 的 光源 反射 成 一 道 平行 于 > 
这 镜面 将 是 曲线 4PB (图 13) 绕 z 辆 的 旋转 则 面 ,从 反射 律 得 
4 三 6。 根 据 这 里 的 几何 关系 ,$=B, 06=& 十 $=286. 因 tan0=g/z 且 


图 13 
2 
| tan0=tan2p = 4h BD 
故 有 有 
2dy/dr 


I—(dy/ar)” 
把 这 二 次 方程 对 虹 /dx 解 出 , 得 到 
* 碟 _ 一 z 士 \ 呈 十 旭 
zx- 人 
或 
wart+ydy= Me + de. 
应 用 (14)，, 得 
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2 
中 光 - 
故 
士 wz 十 好 一 z 十 p。 
化 简 后 , 得 到 


加 二 20z 十 5 
这 是 以 原点 为 焦点 以 3 加 为 轴 的 所 有 抛物 线 的 方程 。 初 等 微 积 分 里 常 
指出 所 有 抛物 线 都 具有 这 种 聚焦 性 质 ， 这 个 例子 的 结论 是 它 的 着 命 
题 : 具有 这 种 性 质 的 曲线 只 是 抛物 线 。 


习 是 
1 车 GMA12g 一 3213c)1CN3 一 于 o) 是 乘机 2 一 z3 的 一 个 函数 9(2)， 试 证 


pel 


是 方程 (2) 的 一 个 积分 因子 . 
2. 用 来 积分 周子 的 方法 解 下 列 各 方程 : 

a (322 ~ dy 一 2zgGz 一 0 

b. (xy— Ddrtt{r: ey)dy=0; 

© vayt+ydrt ayady=0, . 
3 在 什么 情况 下 方程 (2) 的 积分 因子 是 和 ?=z 十 # 的 一 个 函数 ? 
4， 解 下 列 各 方程: 

a, zdy ~—ydz— (1+y ) dy 

b. ydx—rdy= zydy: 

©, wy (w+ ry Ty) dy 

ad. (y+o)dy= (y—2) dr; 

€, Zay— (8 十 区 十 9827 as, 


10， 线 性 方程 
最 重要 的 微分 方程 是 线性 方程 ， 共 中 景 高 阶 导数 是 较 低 阶 导数 的 
线性 函数 ， 例 如 , 一 般 一 阶 线性 方程 是 


[1 
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p(s)y+ gs), 


一 
pe) sy ts), 


等 等 ， 这 里 右边 的 系数 如 p(x), 9(z) 7(z) 等 等 都 是 只 含 x 的 函数 。 
现在 要 讲 的 是 一 般 一 阶 线性 方程 , 它 的 标准 形式 是 


Py= Qs). (1) 
解 这 方程 的 最 简单 方法 依 闲 于 下 列 事实 
A de ype fr’ ofre ER my) 02) 


故 若 用 ef” 滋 (1)， 它 就 变 成 


1 A J pas z )-oofre， (3) 
积分 后 得 到 
el y= | Qel ae 
故 (1) 的 通 解 是 
y=e (Joe gsre), (4) 
例 1， 解 tiy= 3z， 


这 显然 是 线性 方程 ,其 中 P 一 上 喜 ” 磷 有 


Par= (ar=10gs, el = 


用 < 乘 方程 并 利用 (3), 得 到 
a 2 
六 =， 
故 
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wy 二 Wc， 或 3 一 好 十 cz 

这 个 例子 的 解法 说 明 ， 我 们 不 应 在 解 线性 方程 时 死记 复杂 的 公式 
(4) 而 机 械 夺 用 , 相反 , 如 果 能 把 导出 (4) 的 那 大 做 法 (用 of”” 去 乘 ， 然 
后 积分 ) 记 住 关 加 以 总 用 要 比 这 好 得 多 。 上 述 讨论 的 一 个 掀 点 是 : 积分 
因子 ef? 好 像 是 玩 魔术 似 地 空手 抓 出 来 的 ， 下 而 我 们 在 习题 1 中 让 
读者 用 第 9 节 所 讲 方法 自己 去 发 现 . 

习题 

1 把 (1) 写 成 Wdz 十 dg 一 0， 并 用 第 9 节 的 思想 证 明 这 个 方程 具有 一 个 只 禽 了 


的 积分 因子 Kk， 求 出 4 并 把 JMdx 十 xNdg 一 0 作为 丛 当 方程 解 出 以 短 到 
(2). 


2， 解 下 列 线性 方程 ; 
yp 1 ye 
a 38 一 站 d. y+y=2re 7 
， 1 ， 2 
b. 多 tI TF €, Y +Y cotZ 一 24 CSC 从 
¢. (1+adayt+2rydz—cot zdz; 了 《28 一 29)dz 一 ogg 
3. 方程 


p(s)y= 0 
网 信 和 六 和 它 在 3 0 或 1 时 是 线性 的 ， 斌 证 对 任何 别 的 人 可 近 过 灾 且 


置换 x 一 所 -" 把 它 化 为 线性 方程 , 并 用 这 个 方法 解 下 列 各 方程: 
a zy +y— 2 
b. wy + =t008g 
4 作用 的 记号 曙 / 和 x 说明 是 自 认 旺 而 g 荐 因 变 有 在 诚 解 分 方程 时 ， 壤 先 
把 s 换 成 y 并 把 9 换 成 x， 然后 解 变 换 后 的 新 方程 ,常常 能 有 所 者 坊 . 试 用 此 
法 解 下 列 方程 ; 
和 Ler—2rg)y ys 
b. yg—ey' =y yer, 
5， 求 曲线 族 y 一 x 十 ce 的 正 交加 线 . 
6， 从 (4) 可 知 一 阶 线 性 方程 的 通 解 是 下 列 形式 的 曲线 族 : 
y=cf(7)+9(7). 
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现在 倒 过 来 试 证 任何 这 类 向 线 族 的 匆 分 方程 是 线性 的 . 


11， 降 阶 法 
一 般 二 阶 微分 方程 的 形式 是 
Plz, y, ,9")=0. 
这 一 节 里 要 讲 商 种 特殊 类 型 的 二 阶 方程 ， 它 们 是 能 化 为 一 阶 方程 来 


解 的 . 一 
缺 因 变量 的 方程 ” 老 二 阶 方程 不 显 含 y, 则 这 种 方程 可 写 为 
fz, 2 一 0， (1) 
这 时 可 引入 新 的 因 变 量 p, 令 
,一 ndp 
也 一 多 "=" (2) 


这 就 把 (1) 变 成 一 阶 方程 . 
f(s 多 -0. (3) 
车 能 求 出 (3) 的 一 个 解 ， 就 可 把 这 个 解 里 的 了 换 成 dy/dx， 然 后 设法 解 
所 得 结果 ， 这 种 佑 法 把 解 二 阶 方程 (1) 的 问题 化 为 先后 解 两 个 一 阶 方 
程 的 问题 . 
例 1. 解 wy 一 二 3x7。 
“这 方程 里 没有 变量 9, 故 用 (2) 可 把 它 化 为 


故 
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y= 二 oto 


2 
即 为 所 求 的 解 ， 
缺 自 变 最 的 方程 ”车 二 阶 方程 不 显 含 w, 则 这 种 方程 可 写 为 
gy, 2 8) 一 0， (4) 


这 里 仍 以 同样 方式 引入 新 的 因 变 量 p， 但 这 次 是 用 对 的 导数 米 表 示 
9 的; 


Pi ndp_dpdy_Ap 
Y=P, ¥ ar dy a ?ay {5) 
于 是 (4) 可 写 为 
CD 0 
s(n 0)=0; 《6) 


从 这 以 后 就 可 以 照 以 前 所 讲 那样 先后 解 出 两 个 一 阶 方程 . 
例 2. 解 3 十 22 一 0. 


用 (5) 可 把 这 方程 写成 
、 ?tev=0 或 pdp+Hhydy=0。 
积分 后 得 到 
p+ by = bg, 
故 
p+ 
或 
b 
TE td 
再 积 一 次 , 得 到 
ain-! 卫 一 士 zz 十 了 
a 
故 有 


g=asin( 十 bw+b) 或 9 一 4sin(kz 十 可 。 
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也 可 以 把 sin (zz 十 吾 ) 展 开 后 改变 常数 的 形式 , 把 通 解 写 成 
y= esinkyet ccos hr. (7) 
例 2 中 所 解 的 方程 在 应 用 中 经 常 遇 到 ( 见 第 5 节 )， 它 是 线性 的 ， 
它 的 解 (7) 将 用 到 下 章 讲 的 二 阶 线 人 性 方程 的 一 般 理论 中 去 . 


习 是 
1 解 下 列 方程 : 、 
.292 十 (9 一 0 Cc. #2y=0 
b. zy’ =y" + (9) 2 


2。 求 下 列 方程 的 特 解 : 
a (e229 ) yy 二 0; 当 z 二 0 时 ,#9 二 1, 9 二 0; 


by 当 g 一 0 时 ，9 一 一生 ,六 一 二 


3。 用 本 节 扬 讲 两 种 方法 解 y=1 十 (y')* 并 说 胃 册 得 结果 一 致 
4 设 有 一 金属 线 硒 成 援 纺 的 形状 ， 其 参数 方程 是 z=a(b 一 sin 拉 , y= 
4(1 一 cos9)， 并 把 它 倒 过 米 放 刻 像 图 10 中 的 那样 ， 若 把 一 串珠 从 线 上 县 手 
下 滑 时 只 受 重力 作用 而 无 凌 擦 力 , 试 证 其 速度 9 满足 方程 
dav:=9{83—s*), 
其 中 86 与 3 分 别 是 申 珠 从 最 低位 置 到 其 初始 位 置 及 共 以 后 任 一 时 刻 位 置 的 
上 距离， 微分 后 得 方程 
Ea 
到 
并 由 此 试 作为 1 的 一 个 函数 来 出 8, 并 定 出 运动 的 周期 ， 注 意 , 这些 结果 可 证 
实习 是 56-3 中 所 讨论 关于 请 搜 线 搂 动 的 等 时 性 ， 


= 
十 358 一 0 
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现在 讨论 几 个 应 用 问题 ， 它 们 所 引出 的 身分 方程 能 够 用 本 章 所 讲 
方法 求解. 
例 1。 求 两 点 间 的 柔软 县 链 在 其 自身 重量 作用 下 所 取 的 形状 ， 

设 y 轩 通过 链 的 最 低 点 (图 I4)， 仿 8 家 自 该 点 到 可 变 点 (z, 级 之 
河 的 统 长 ， 并 令 w(s) 为 链 的 线 密度 ， 根 据 从 最 低 点 到 (2 四 间 的 一 段 


0 


of 


、 图 14 

链 在 三 种 力作 用 下 处 于 平衡 状态 这 一 事实 可 导出 曲线 方程 这 三 种 力 
是 ; 最 低 点 处 的 水 平方 向 张力 To; 在 (zx, 处 的 可 变 张 力 , 由 于 链 身 柔 
软 , 所 以 这 张力 是 落 切 线 方向 作用 的 ; 还 有 一 个 朝 下 的 力 等 于 两 点 间 那 
段 链 身 的 重量 。 使 了 的 水 平分 量 等 于 To 并 使 人 的 器 直 分 量 等 于 链 重 ， 
得 到 


zoos9=J。 及 Tsing=] we)de. 
从 第 一 式 得 
Tsinb=Totang = 


改 > 
To = wads. / 
对 zx 微分 以 消去 这 里 的 积分 号 ; 
To 一 划 ” (s) de= 天 | w (eds 本 
=w VITO 


这 样 
- Tyg” =we V1+ (FY - (1) 
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便 是 所 求 曲线 的 微分 方程 ， 而 解 出 这 微分 方程 便 可 得 所 求 曲线 本身. 
为 进一步 计算 , 必须 确实 知道 函数 w(s)， 现 在 就 ww(s) 是 个 常数 wo 的 
情况 来 解 (1) 这 样 
=o/ItO), =w/Te. (2) 
如 同 在 第 11 节 中 那样 , 代入 六 二 p，9" 二 dp/ax, (2) 就 变 为 


a 
J (3) 


把 (8) 积分 并 利用 当 z=6 时 了 =0 这 一 事实 ,得 到 
log (p+ MITP) =ar. 
解 出 了 得 


者 把 # 轴 取 在 合适 位 置 ,使 当 x=0 时 y=1/a, 则 得 到 
3 起 (ee 二 一 于 coshazm 


这 就 是 均匀 软 链 悬挂 时 在 其 自身 重量 作用 下 所 取 形 状 的 曲线 方程 ， 这 
昌 线 叫 县 链 线 ， 它 的 英文 名 称 catenary, 来 源 于 拉丁 文 catena， 意 即 
链 ， 悬 链 线 也 出 现在 其 他 一 些 有 趣 的 问题 上 ， 例 和 如,， 在 第 9 章 中 将 要 
证 明 : 若 用 一 曲线 弧 违 接 ” 轴 上 方 二 给 定点 , 并 将 该 弧 绕 x 轴 转 成 旋转 
昌 面 ,出 当 此 绝 是 总 链 线 的 一 部 分 时 , 所 得 旋转 曲面 的 面积 最 小 . 
例 2. 一 点 卫 被 一 根 长 度 为 a 的 线 在 史 平面 上 牵 奥 ， 若 了 从 原点 开 
始 沿 正 9 办 移动, 而 卫 从 (4, 0) 处 开始 动 , 求 妃 的 路 线 ， 这 一 曲线 则 盟 
线 (tractrix, 源 自 拉丁 文 tractum， 意 即 牵 虚 )。 . 
”从 图 15 易 见 这 路 线 的 微分 方程 是 

dg _ ME 

dx ~ 
分 离 变量 后 积分 , 并 利用 当 x 二 a 时 y=0 这 一 事实 , 得 到 
Ve 可 ) -VE 二 


y=alog( 
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eV 一 到 


十 fa 0) 


本 15 


这 就 是 虚线 的 方程 ， 这 曲线 相当 重要 ， 因 它 绕 y 轴 旋 转 而 成 的 曲面 可 


作为 解释 罗 巴 切 夫 斯 基 非 欧 儿 何 的 模型 ， 


例 3， 免 从 原点 出 发 以 速度 a 沿 # 轴 往 上 跑 ， 同 时 有 狗 从 (c, 0) 点 出 . 


发 以 速度 二 追 免 。 求 狗 追 逐 的 路 线 . 


在 从 两 者 出 发 时 算 起 的 时 间 6 免 到 迷 R= 


(x, 9) (图 16)， 因 直线 DR 与 路 线 相 切 , 故 有 


ay gy—ot J, 一 
起 一 或 zy 一 yg 


为 消去 所 先 把 (4) 对 = 微分 , 得 到 


代入 ds/at=b， 得 到 
™ at dtdse _ 


1 
EDV ), 


(0,6 昌 点 , 狗 到 吕 = 


at (4》 


(6) 


这 里 有 负 号 是 因为 s 随 x 的 减 小 而 增 大 ， 结 合 (5) 与 (6)， 得 到 路 线 的 


微分 方程: 
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4 


R=(0,0t) 
\ 


图 16 


my" = kIT+ CF )Y, k=a/b, (7) 
作 置换 久 一 2 及 y" 一 dp/aw 后 ,《7) 化 为 
ap ds 


VI 
积分 并 利用 初始 条 件 : =c 时 p=0, 得 到 

log (p+HMITE)=10g(%/0):,. 
由 此 容易 解 出 2, 得 到 

区- 记 (的 
要 继续 求 y 是 4 的 怎样 一 个 函数 ,必须 进一步 确定 请 读者 在 题 8 中 
探讨 多 种 可 能 的 情形 . . 
例 4 设 y 轴 及 直线 z=c 是 河岸 ， 河 水 以 匀速 4 朝 负 轴 方向 流动 ， 
小 船 从 (ce，0) 处 人 河 以 相对 于 河水 的 速度 5 直接 朝 原点 行驶 ， 求 船 行 
路 线 。 

小 船 速度 的 分 量 (图 17) 是 
dz 


td ; 
= —beos0, 汽 =-atbsing, 


图 17 


故 
dy_ atbsing_—atb(—y/ /mT 
dr ~—beosd Br/ Vy) 
avVe ty toby 
by “ 


这 是 个 卉 次 方程 ,用 第 7 节 的 方法 求 得 它 的 解 是 

er(y tM Hy) 一 1 
其 中 =a/58， 船 的 去 向 显然 碌 取 决 于 6 与 5 的 关系 . 请 读者 在 习题 9 
中 去 发 现在 什么 条 件 下 船 能 安 抵 彼 岸 


习 题 
1， 试 证 例题 1 中 链 上 任 一 点 C%, 护 处 的 张力 全 是 wey 
2. 省 例 1 中 的 链 上 载 有 水 平 密度 为 LC(z) 的 重 茶 , 这 时 应 该 用 什么 微分 方程 来 代 
替 ()3 
3， 若 用 密度 可 以 忽略 [这 样 w(s) 二 0] 的 缴 素 染 恬 ， 而 桥 身 的 水 平 密度 是 (7)》 
、 = 一 Ju 问 缆 索 的 形状 如 何 ? 
4， 才 均匀 密度 弹性 缆 上 任 一 小 段 的 长 度 正 比 子 其 中 的 张力 ， 试 证 它 在 自身 重量 
作用 下 元 挂 时 哇 抛物 线形 . 
5， 在 密度 可 以 忽略 的 机 索 上 惹 挂 一 些 细 杆 制 成 一 窗子。 车 各 杆 菲 得 很 近 二 水 平 
等 距 , 且 帘 子 的 底部 昔 齐 呈 水 平 线 , 问 横 索 呈 什么 形状 ? 


~ 
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6， 车 z 轴 以 上 的 一 根 曲 线 有 下 述 性 质 ; 其 上 两 点 间 的 引 长 正比 于 弧 王 的 面积 、 
问 这 是 什么 曲线 ? 

?、 试 证 例 3 中 的 现 线 与 申 心 企 y 轴 上 而 半径 为 4 的 一 族 圆 亚 交 - 

8。a。 若 设 例 3 中 的 a<8( 从 而 <1)， 试 或 y 与 x 的 函数 关系 。 免 被 狗 捕 提 前 

能 跑 多 远 ? 

b、 设 4=b, 试 示 V(x)， 狗 能 接近 免 到 什么 程度 ? 

3 在 例 4 中 从 行驶 路 线 方程 解 出 % 并 确定 4 与 5 须 满足 什么 条 件 才能 使 小 般 
到 过 彼岸 ， 船 在 何 处 登 岸 ? 
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这 一 节 里 讲 图 18 所 示 简单 电路 中 的 电流 所 遵循 的 线性 微分 方程 . 
电路 里 含 四 个 元 件 , 它们 的 作用 很 容易 了 解 , 无 需 专 门 电学 知 误 , 


9 pg 
| 


图 8 
4 电动势 为 也 的 电源 一 电池 或 发 电机 ， 它 能 推动 电荷 产生 电流 工 
随 着 电源 作 质 的 不 同 ,万 可 能 是 常量 或 老 是 时 间 的 通 数 . 
5B， 电阻 为 请 的 电阻 器 ， 它 引 超 量 值 为 万。 一 BI 前 电势 降 而 阻 朱 电 流 . 
B= 这 个 方程 叫 哆 姆 定律 0. 


欧姆 (Gsorg Simon Ohm, 1787 一 1854) 是 德国 物理 学 家 , 他 对 科学 的 唯一 重要 贡 
献 是 发 现 了 这 一 定律 ， 当 他 在 1827 年 发 天 这 定律 时 ， 人 人 以 为 它 太 理想 而 不 敢 置 信 ， 欧 组 
男 此 被 人 认为 不 可 靠 而 备 受 玻 视 , 追 使 他 群 去 科 伦 大 学 的 教授 ， 过 了 若干 年 微 几 贫 困 的 生活 
之 后 才 被 人 承认 地 的 发 现 是 正确 的 ， 狄 利 光 雷 (Peter Dirichlet) 是 他 在 科 伦 大 学 的 一 个 学 
生 , 此 人 其 后 成 为 德国 十 九 世 纪 最 杰出 的 数学 家 之 一 。 
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C， 电 感 为 工 的 电感 器 , 它 产生 数值 为 


盏 :一 工 2 


SS 
NE 


的 电势 降 , 阻挡 电流 的 任何 变动 . 
D， 电 容 为 的 电容 器 , 它 能 储存 电荷 @， 它 所 储 的 电荷 阻挡 电荷 的 进 
一 步 流入 , 由 此 所 产生 的 电势 降 是 


_l 
Bo=GQ- 


又 因 电 流 是 电荷 的 流动 率 , 从 而 即 是 电 豆 在 电容 器 上 的 蓄 储 率 , 故 有 
1=49 
a 


根据 克 希 荷 天 定 律 ， 沿 闭 电 路 的 电动 势 的 代数 和 等 于 零 ， 上 述 


元 件 就 按 这 定律 在 电路 中 共同 起 作用 .这 定律 告诉 我 们 : 
E—Ea—Er—Ec=0 


即 
dr_1 
BBRI—1G -$0 =0, 
这 式 子 还 可 以 改写 成 
三 +Rr+ 吉 0 下 (7 


根据 需要 ， 可 取 了 或 @ 作为 因 变量 .在 第 一 种 情形 下 ， 可 把 (1) 对 上 微 
分 并 把 dQ/di 记 为 了 便 可 消去 怠 : 
a 二 
了 入 十 十 
在 第 二 种 情形 下 , 只 要 把 了 的 即 可 : 


HQ RAG EQ =E. (3) 


a 


攻 + 二 = 史 . (2) 


中 克 项 篆 夫 (Gustav Robert 区 irchhoff 1824~87)， 另 一 德国 科学 家 , 他 在 电路 
方面 的 工作 是 年 个 学 过 初等 物理 的 人 都 热 悉 的 .他 又 提出 光 详 分 析 原 理 ， 为 利用 光谱 分 析 
以 确定 惩 量 购 化 学 成 份 铺 平 了 道路 、 
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夫 后 我 们 将 更 详细 地 讨论 这 些 二 阶 线性 方程 ， 这 一 节 里 主要 是 讲 一 阶 
线性 方程 


7 有 TBT= 避 (4) 


这 是 (1) 在 电路 中 没有 电容 器 时 的 形式 . 
例 1. 洲 当 +=0 时 电路 中 有 初始 电流 I 并 接 上 稳 但 电动 势 ， 试 解 


这 种 情形 下 的 (4)， 
对 f 宇 0， 这 个 方程 是 
dl pi 
LM +RI=E, 
分 离 变量 ， 得 到 
a 1 
FR Lt 


积分 , 并 利用 当 =0 时 了 =76 这 个 初始 条 件 , 得 到 
log (Eo —RI) = ~Eit log (Bo— RIo), 


故 有 


Bo fy BN a 
I + )e . 


注意 , 电 洲 了 由 稳 沦 部 分 Bof 忆 及 暂 访 部 分 (一 罚 )e ”组 成 ,后 者 
随 £ 的 增 大 而 趋 于 零 。 因 此 , 对 大 的 主 值 欧姆 定律 几乎 完全 成 立 ， 又 ， 
车 Te=0 则 
Eo -B/E 
T= 且 (一 ez 


而 车 可 一 0 则 了 一 foe 7。 


习 题 
1， 设 电路 中 当 4 二 0 时 有 初始 电流 I 而 外 加 电动 势 如 下 述 , 求解 方程 (4): 
a. B= Boe™™. b. k=Esinot. 


2， 设 有 方程 (4) 所 锚 述 的 一 个 电路 , 试 证 
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989? 十 (2yy 


a， 一 旦 电流 达 极 大 或 极 小 值 对 ,欧姆 定律 就 成 立 . 


b.， 当 叫 谢 达 极 大 值 时 电动 势 增 大 , 当 电 访 达 极 小 值 时 电动 势 三 小 . 


第 2 章 杂 题 
下 列 25 个 微分 方程 可 作为 本 章 所 讲 各 类 微分 方程 的 代表 , 试 求 它们 的 解 . 
Y¥’ = (8 
(Ie) 


~ (22+39+1 Ddrt (2y~—3r+5)dy=0. 


ey VET 
yrdr= (£3 — x dy. 
(rp I) dr (Ty 2) dy. 


zay- ydz=xeos zxdz. 


gd = zy yd. 


(es— B29) y+ yer Lx. 
425(y =0. 


(1) dr=rdy. 
XY Og 


(Ez dy+3)dr+ (3x+2y+2) dy=0. 
eos (r+) aL= wsin (FF Ar Fain (z+#) dy 


ry T= 1 
(ye oosr)drt (es+ ryerr) dy =0. 
.Ylog (2 =1+log (2—#). 


了 十 228 一 6 


{3r9—24) dr (w— zy) dy. 
{14D) +22y 4. 
ersingdzercosyay—~ ysinrydz + zsinzydy. 
1 
Crertg—r ay = (27 er— x)dr, 
.er(l+r) dr (ger— yer)dy. 


0, 


26， 设 放射 性 元 素 4 赔 变 为 第 二 入 放射 性 元 素 B, 而 吾 又 驱 变 为 第 三 种 元 肃 C. 若 
如 的 初始 量 是 zo, 而 在 其 后 # 时 4 和 互 的 量 各 为 和 又 营 太 和 和 是 这 两 
种 反应 的 速率 常数 , 试 求 # 与 二 的 函数 关系 . 
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27， 含 50 加 念 吉 水 的 水 捕 中 溶 有 25 再 赴 ， 从 上 一 0 时 起 有 清水 以 每 种 2 加仑 的 
速率 流 人 , 而 混合 水 以 同样 速率 通过 第 二 个 原 有 50 加 仑 纯 水 的 水 檀 流 出 、 问 
第 二 挤 中 的 含 盐 量 在 什么 时 刻 术 极 大 值 ? 

28， 一 防线 性 方 租 


久 一 2(7》 十 9 了 

的 自然 推广 是 黎 卡 提 方 程 
ype i Hr 

一 般 来 说 , 这 个 方程 不 能 用 初 竺 方法 求解 。 但 车 已 知 一 竺 解 扣 (z》， 则 通 解 的 
形式 是 

IE) = TY aE), 
共 中 a(f) 是 怕 努 利 方 程 

2 — {+279) 一 了 3 
的 通 解 , 试 证 之 , 并 求 方程 

Yt 


( 它 显 然 以 扣 (z) 一 x 为 一 畦 解 ) 的 通 解 . 
具有 可 变 版 恒 的 动力 学 问题 对 第 1 节 所 给 形式 的 牛 贝 第 二 定律 
Fma, 
我 们 已 在 前 丽 讲 过 许多 应 用 .这 里 是 作用 在 质量 为 和 m 的 物体 上 的 访 ，a 是 它 的 
加 速度 .但 定律 的 这 种 形式 只 适用 于 质量 不 变 的 情况 ， 实 际 上 牛顿 定律 比 这 还 要 
一 般 些 , 它 所 陈述 的 是 ， 当 力 作 用 于 质量 为 w 的 物体 上 时 ， 所 产生 的 动量 (mw, v 
是 速度 ) 变 化 率 络 于 这 个 万: 
ad 
Pm0), 


中 歼 卡 提 (Count Jacopo Franceseo Riceati,1676 一 1754)， 演 大 利 学 者 ， 写 过 数 
学 ,物理 和 拘 学 著作 ， 对 于 癌 意大利 介绍 牛顿 的 思想 起 主要 作用 .他 一 度 被 六 去 蕉 得 集 任 科 
学 院 院 长 ， 查 感 意大利 您 亲 钙 适 的 贵族 生活 胜 于 在 俄国 担任 行政 职务 醒 未 去 ， 必 员 在 当时 
科学 界 负 有 盛名 ， 伍 今日 只 靠 这 个 以 他 命名 的 微分 方程 留 各 ， 而 且 苇 至 这 贞 是 出 于 历史 上 
的 偶 热 原因 , 误 他 只 讨论 这 个 方程 的 一 些 特例 ， 并 未 提出 任何 解法 ， 击 这 些 特例 都 由 伯 努 利 
家 族 的 一 些 成 员 成 功 解决 ，( 参 着 GN. Watson 车 <A Tieatise on the Theory of 
Bessel Functions> 第 2 版 pp，1 一 83，Cambridge, London)， 对 竺 萄 但 卡 提 方 程 y 十 by 


二 pz 已 知 当 且 仅 当 六 一 一 2 或 具有 7 还 竺 ;这 种 形式 (为 某 一 整数 ) 时 可 所有 限 项 解 出 


( 竟 下 面 的 习题 35-8)。 
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当 加 不 变 时 ， 上 不 变 为 了 二 ma， 在 和 这 种 形式 的 牛顿 第 二 定律 应 用 于 质量 可 变 的 
过 动物 体 时 , 必须 把 由 五 所 产生 的 动 脐 与 米 自 外 界 的 ,结合 在 该 物 体 上 的 质量 所 产 
生 的 动量 加 以 区 别 , 例如 , 淖 有 速度 为 ?十 ww 的 另 一 个 质量 ( 国 而 它 相对 于 mn 的 速度 


是 如 ) De 的 速率 加 到 可 上 ， 则 下 对 于 增 各 动 划 所 起 的 作用 必须 用 (2 十 wadmiat 


来 加 以 补充 , 项 有 
qm a 
人 十 加) 十 下 一 (ny 
外 可 简化 为 


这 里 要 独 出 ， 按 骆 体质 量 的 增 疫 , 2 分 别 为 正 或 为 负 ， 而 如 的 正 负 则 由 mm 所 增 或 减 


的 那 部 分 质量 的 运动 而 定 ， 以 下 的 习题 提供 一 些 说 戎 这 种 思想 的 例子 . 

29， 构 体质 量 为 mi 的 火 第 装 有 初 好 燃料 ms， 若 以 周 定 速 率 a 燃 烧 潍 料 (于 是 
dmjdt 二 一 a, 其 中 夫 是 火箭 的 可 变 总 质量 )， 并 将 典 烧 后 的 废气 以 相对 于 火箭 
的 轩 定 速度 衫 排出 ， 使 火箭 外 地 面 王 直 上 升 . 如 果 中 重力 ?ay 外 (这 里 假定 9 
是 常数 ) 忽 略 其 余 一 切 外 力 ， 试 求 燃料 烧 尽 时 火箭 的 速度 和 所 和 达 高 度 ( 燃 
诬 和 开怀 高 麻 )。 : 

30. 从 静止 出 发 的 球形 雨滴 受 重力 作用 下 降 ， 车 它 在 下 降 过 程 中 吸 岩 水 燕 汽 ( 假 
定 是 静止 的 ), 吸附 速率 正比 于 十 滴 的 表 军 积 , 阳 老 它 的 初始 半径 是 0, 试 证 它 
以 等 加 速度 9/4 下 降 ， 

31， 球形 雨滴 从 静止 下 降 通 过 均 勾 鼻 层 ， 营 它 下 降 时 吸附 小 水 滴 ( 恨 定 是 静止 
的 ), 且 车 它 的 初始 半径 是 0, 试 证 它 下 降 时 具有 等 加 速度 9/7。 

32. 根据 爱 因 斯 坦 的 特殊 相对 论 , 以 速度 运动 的 粒子 , 共 质 量 下 的 公式 是 


{+) 


Mo 
mT 
这 里 6 是 光速 ,me 是 通 止 质量 ， 
a， 车 质点 在 真空 中 从 静止 出 发 , 在 不 变 的 引力 场 作用 下 作 长 时 间 的 运动 ， 取 
2 一 一 多 试 求 " 与 时 间 上 的 函数 关系 , 并 证 明 1->00 时 020. 
b， 设 型 = 中 一 me 是 梯子 质量 的 增 质 ， 若 取 其 能量 的 相应 增 量 至 为 其 所 受 力 
耳 对 它 所 做 的 功 , 从 而 有 


他 费 米 (Enrico Fermi) 提出 : 车 拿 达 种 现象 来 君 待 模 电 星际 尘 被 恒 明 磁场 加速 的 
过 程 ,就 可 对 最 初 的 字 宙 线 的 米 源 问 题 担 供 部 分 解释 . 
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sd bp 
2 ae 一 | 页 (mo)ez relmw), 
试 证 
E=Me: Ce) 
ec， 试 从 (rs 导出 (4)、 


附录 A， 数 值 方 法 
本 章 进 过 了 用 公式 解 某 几 类 一 阶 方 程 的 一 些 技巧 。 遗憾 的 是 ， 对 
子 实际 工作 中 产生 的 微分 方程 ， 这 些 技巧 并 不 总 能 用 得 上 ， 在 这 种 情 
形 下 怎么 办 ? 读者 也 许 知道 辛 普 生 法 则 , 可 用 来 算 定 积分 的 数值 ,达到 
所 需 的 任何 准确 度 ， 这 个 方法 无 需求 助 于 相应 不 定 积分 的 公式 ， 同 
样 , 在 给 定 初始 条 件 下 , 对 于 几乎 所 有 的 一 阶 微分 方程 , 也 有 几 种 方法 ， 
能 把 它 的 数值 解 计算 到 任意 准确 度 ， 而 且 不 管 方 程 的 解 能 否 用 熟悉 的 
初等 函数 公式 表 出 , 这 些 方法 都 能 用 ， 对 这 种 方 法 的 研究 , 是 数值 分 析 
这 个 数学 分 支 的 内 容 之 一 ， 而 这 个 分 支 的 目的 则 是 以 十 进 数 字 的 形式 
近似 算出 数学 问题 的 解答 . 
为 说 明 微 分 方程 的 数值 解 是 怎么 一 回 事 , 我 们 来 考察 简单 的 初 值 
问题 
= y(0) =1. (1) 
这 问题 的 解 显然 是 y=e", 对 大 多 数理 论 问题 说 , 这 就 够 了 ， 但 在 实际 
应 用 上 ,也许 得 知道 当 z=0.5 时 这 个 解 的 数值 , 而 e* 这 个 记号 很 可 能 不 
如 十 进 数字 1.649 那样 有 用 。， 这 样 就 不 用 公式 y=e* 给 出 (1) 的 理论 
解 , 而 用 e= 的 数值 表 给 出 (1) 的 数值 解 . 
在 这 附录 里 , 我 们 就 下 列 形式 的 初 值 问题 : 讲 几 种 求 近似 数值 解 的 
方法 : 
y =f(x, 9), 8 (0) 一 go (2) 
我 们 将 假定 这 问题 具有 唯一 的 解 4(?), 这 些 方法 所 包括 的 一 些 计 
算 步 又 ， 只 根据 (2) 所 提供 的 材料 , 而 与 是 否 知道 x?) 的 公式 无 关 ， 所 
以 对 于 那些 不 能 确切 解 出 的 初 值 问 题 , 或 者 虽 能 求 出 解 的 确切 公式 , 但 
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其 中 包含 重重 隐 苑 数 ， 使 它 几 乎 没有 实 导 价值 ， 在 那 种 情形 下 ， 这 些 
数值 方法 (以 及 与 之 类 似 的 其 他 方法 ) 就 是 我 们 的 最 后 一 着 棋 了 . 
现在 把 这 些 方法 的 本 质 讲 得 更 有 具体 些 ， 我 们 并 不 对 某 个 区 间 内 的 
一 切 z 值 来 求 确切 解 ¥(z) 的 近似 值 ， 而 只 是 对 从 zo 起 的 一 系列 离散 
点 来 求 , 比如 说 是 
Wo 2 一 2o 十 加 2 一 2 十 真 ee 
这 里 天 是 个 正 数 ， 这 就 是 说 ， 我 们 要 得 出 确切 值 y(z4) 的 一 个 近似 值 
各 ， 确 切 值 y(%z) 的 一 个 近似 慎 护 等 等 ， 所 要 讲 的 每 种 数值 方法 都 是 
用 yn 米 算 yati 的 法 则 ， 因 已 知 初 值 yx0o) 一 加 (这 是 确切 的 )， 那 就 可 
用 这 个 法 则 , 当 # =0 时 得 出 六 当 a=T 时 得 出 gz, 等 等 我 们 总 的 且 
的 是 把 每 种 方法 的 细节 讲 得 足够 多 ， 使 读者 磁 到 需要 时 能 自己 去 运 
用 下 
现在 拿 一 个 很 简单 的 问题 
纪 一 2 十 纺 gy(0) =1 (3) 
( 别 它 试验 问题 ) 作 为 例子 , 来 说 明 我 们 所 讲 的 方法 。 微 分 方程 (3) 显 然 
是 线性 的 , 并 不 难 求 出 它 的 确切 解 
8 一 26 一 必 一 上 {4) 
取 (3) 作 为 试验 问题 是 出 于 两 种 原因 。 第 一 , 它 很 简单 ,以 便 对 它 应 用 
数值 方法 , 而 不 致使 主要 步 骂 被 一 人 堆 繁 重 计 算 搞 糊涂 、 第 二 , 对 于 不 
园 的 % 值 , 易于 用 e 的 数值 表 算 出 (4) 的 确切 解 的 值 , 这 就 可 以 判断 我 
们 那个 数值 方法 得 出 的 近似 解 准确 度 如 何 . 
欧 拉 法 ” 若 把 (2) 中 的 微分 方程 从 wo 到 二 xz6 十 积分 ,并 利用 初始 条 
件 y(zo) = yo, 则 得 


ym) — yr0) 一 fs (7, ¥) dx, 


全 为 进一步 讨论 这 些 方法 ,包括 对 误差 与 准确 刻 达 些 困 椎 富 题 的 导 重 处 理 , 可 参阅 了 
B.Scarborough 著 ¢ 数 值 分 析 >(N umerical Mathematical Analysis), 或 WJennings 
著 * 数 但 方法 初 阶 ?(First Course im Numerical Methods)， 
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因 (5 ) 的 积分 号 下 有 未 知 国 数 y==¥z)， 所 以 除非 对 这 积分 作出 某 种 近 
似 , 那 就 不 能 前 进一步 , 而 每 一 种 近似 就 确定 (2) 的 一 种 数值 解法 . 

欧 拉 甘 很 简单 但 频 租 率 ， 它 之 所 以 值得 一 讲 是 因 它 能 对 理解 其 他 
更 精确 然而 也 更 复杂 的 方法 铺 平 道路 ，、 这 个 方法 的 中 心思 想 是 : 假定 
(5) 中 的 被 积 函 数 fo, 四 在 区 间 所 x 所 7, 上 变动 很 小 , 因而 若 用 它 在 
左 端 点 的 值 (xo，y0) 来 代替 它 只 会 产生 微小 误差 ， 借 以 求 出 yw) 的 
近似 值 yi 


yl) =p+{ flo, dz， (5) 


Bi =y0 + flzo, yo) dr = yo f(zo, go) (2 一 7o) 


一 加 十 由 (co go) (6) 
现在 照样 用 公式 = 所 十 好 (v3 如) 来 从 如 得 出 gs; 一 般 有 
gati— yat hf (en, yn). (7) 


这 些 公式 的 几何 意义 如 图 19 所 示 ， 浴 中 光 请 曲线 是 (2) 的 那个 未 知 的 


确切 解 ， 现 今 用 折线 作为 它 的 近似 ， 为 理解 这 个 图 的 意义 ， 应 记 取 
了 (ze, go) 是 曲线 在 初始 点 (zo yo) 处 切线 的 斜率 , 
现在 四 欧 拉 法 来 解 这 个 试验 词 题 (3) 以 说 明 这 一 方法 ,我 们 用 长 
起 =0,2 的 分 段 来 求解 在 点 x 二 0.2, 0.4, 0.6，0.8 及 1.0 处 前 近似 值 ， 为 
方便 起 见 ， 可 把 计算 步 又 列 成 表 1， 在 者 的 第 1 行 中 ， 初 始 条 件 (z=0 
上 襟 1 


解 率 一 xn 十 引 后 二 0.2( 锋 率 ) 二 #ar 


0.0 1.00 1.09 1.09 十 0.2(1.00) 一 1. 20 
0.2 1.20 1.40 1.20+0.2C1.40)=1. 48 
0.4 1 1.88 1.48+0. 2C1.88)—1, 86 
0.6 1.86 2.46 1.86+0.2C2,46)—2,35 


0.8 2.85 3.15 2.35 十 0.2(3.15) =2.98 


G4 


图 19 

有 时 zy= 卫 定 出 一 个 斜率 久 一 和 十 2 一 1.00. 因 h=0.2 而 妆 二 0 十 和 zo, 0)， 
故 得 出 次 一 个 值 思 为 1.00+0.2(1.00) 一 1.20， 然后 把 这 近似 值 写 到 
下 一 行 的 ys 栏 中 ， 重 复 以 上 的 计算 步骤 以 得 出 32， 其 结果 为 1.48. 
这 里 小 数 点 后 只 取 两 位 数字 ， 结 果 得 到 #1) 的 近似 值 为 2.98， 从 (4) 
求 得 的 确 值 是 3.43656， 故 误差 约 为 百 分 之 4， 车 取 训 =0.1 并 作 同 样 
的 计算 , 则 得 y(1) 的 近似 值 是 3.18, 误差 减 小 到 约 8%， 故 车 取 较 小 的 
五 值 便 可 改进 这 方法 的 精确 度 , 但 顷 化 费 较 多 的 计算 工作 . 

改进 的 欧 拉 法 ”这 种 程度 的 误差 (14 与 38 多) 显然 是 不 能 令 人 满意 的 . 
它们 误 然 可 因 取 小 得 多 的 记 秆 而 得 到 相当 减 小 ， 但 莫如 另 找 更 淮 确 的 
方法 为 妙 ， 例 如 , (5) 中 被 积 函 数 营 以 它 在 区 间 左 右 端 点 处 之 什 的 平均 


值 , 即 去 [fxo go) + 了 (zw y(n)] 来 作为 近似 ,就 能 指望 得 到 改进 ， 这 
相当 于 用 梯形 法 则 来 近似 (5 中 的 定 积分 ,于 是 代替 (6 而 得 到 
+ 二 [fro gm) 十 FCzbg(cD)]， C8) 


《8) 的 不 便 之 处 是 y(z,) 未 知 ， 但 车 将 yx;) 代 以 简单 欧 拉 苇 所 求 得 的 
近似 值 3 = 名 十 好 (zo go), 则 (8) 使 显 宜 于 利用 的 形式 


饼 = 二 全 [f(zo #0) + f(t $1) 1 
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更 一 般 地 有 
CR ECE (9) 


共 中 
San hf Ce a), (10) 
就 我 们 的 试验 题 (3) 而 取 =0.2 为 分 段 长 的 情形 而 论 , 这 些 公式 变 成 
Santi Yu 0.2 (zn + Yn) 
及 
Bari—ynt O01T (Crat ya) + (arit sar1)]. 
开始 计算 时 , 取 %=0, 并 利川 初始 第 zo 二 0.0 及 名 =1.000( 这 次 取 小 数 
i 数字 ), 写 出 
z1=1.000+0.2(0.0 十 1.000) 二 1.200 


=1.000+0.1[(0.0+1.000) 二 (0.2 士 1.200)] 一 1.240. 
表 2 给 出 了 继续 按 这 一 步骤 求 出 的 解 在 点 加 =0.2 0.4 0.6, 0.8， 以 及 
10 处 的 近似 值 ， 结 果 得 9 的 近似 值 是 3.406， 因 此 用 这 方法 产生 的 
误差 约 为 1 多 , 那 是 相当 大 的 改进 了 . - 


陈 2 

2 | Ea Zn 1 
0.4 1.000 1.200 1.240 
0.2 1.240 1.528 1.577 
0.4 1.577 1.979 2.092 
0.6 2.032 2.558 2.631 
0.8 2.631 3.317 3.406 
1.0 3.406 


龙 格 - 库 塔 法 ”这 方法 很 有 效 ， 能 给 出 准确 结果 ， 但 无 需 把 取得 太 


@@ 龙 格 (Carl Runge,1856 一 1927), 从 1904 到 1925 尾 哥 迁 根 (G6ttingen) 大 学 应 用 
数学 教授 . 他 的 著名 工作 是 存 塞 没 效 应 (Zeeman effect) 方 面 的 研究 并 对 天 但 都 (Diophan- 
tus) 方 积 发 现 了 一 个 定理 ， 导致 其 后 那个 有 名 的 “Thue-Siegei- 信 oth 定理， 全 也 教 过 
ilbctt 济 在 。， 库 塔 (M，W，Kntta，1867 一 1944) 是 另 一 德国 应 用 数学 家 ， 以 其 在 空气 动 
力学 中 的 库 卉 - 匣 可 夫 斯 基 机 可 上 逢 理 沦 方面 的 页 献 留 名 于 世 . 
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小 而 使 计算 量 过 多 .我 们 不 打算 推导 这 个 方法 而 只 描述 它 的 用 法 D. 
为 从 如 及 加 求 grr, 先 依次 算 凡 下 列 四 数 : 
mi = hf (rs, gs), 


五 
ma= 对 (十 全 二) 


ma=M(c + 各 入 十 2 ， 
mm 一 村 (mm 十 到 恩 十 oz 
然后 按 下 式 第 1 
mm 二 2 二) GD) 


这 方法 的 功效 可 从 下 列 事实 看 出 ， 若 (5) 中 的 被 积 函 数 了 (zx, 四 只 依赖 
于 zw， 则 此 法 在 w=0 的 情形 相当 于 用 辛 普 生 法 则 求 那个 积分 前 近似 
值 9. 
现在 用 (11) 来 求 试验 题 (3) 中 的 多 1) 的 近似 值 ， 下 4 一 1， 因 而 这 
只 需 居 一 步 , 我 们 有 
”m1(0+D)=1, 
ms 二 1(0 二 0.5 十 I 十 0.5) 一 2， 
ms=1(0+0,5+1+1) =2.5, 
m=1(0+1+1+2.5) =4.5, 
故 


gy, 一 1 十 二 (1 上 4 二 5 十 4.5) =3.417. 
这 近似 值 芮 至 比 改 进 欧 拉 法 事 加 =0.2 时 所 得 的 近似 值 还 要 好 表 3 
中 给 出 耳 用 龙 格 - 库 塔 法 取 名 =0.2 来 算 试验 题 所 得 的 结果 . 可 以 看 出 
这 里 素 1) 的 近似 值 3.436 同 确切 值 在 小 数 点 后 有 三 位 数字 是 一 致 的 . 
© 枚 想 知道 怎样 推导 出 来 的 ， 可 参看 WW，Jennings 著 < 数 导 方 法 初 阶 ; (“First 


Course in Numerical Methods", pp. 143—147, Macmillan New York, 1964), 
名 参看 Scarborough 所 著 书 , pp. 357 一 358 
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通常 讲 到 这 个 地 方 总 要 说 几 旬 关于 结合 高 速 数字 计算 机 来 应 用 这 
些 为 法 的 话 、 但 本 书 作者 宁愿 听从 一 位 艺术 历史 学 家 的 话 : “给 人 以 多 
于 自己 所 有 者 , 傻瓜 一 个 ”. 

表 3 
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14. 前 言 

我 们 在 前 而 几 章 里 学 过 了 为 数 有 限 的 几 类 微分 方程 ， 它 们 是 可 以 
用 热 悉 的 初等 函数 解 出 的 。 我 们 所 讲 的 方法 需要 具有 相当 的 积分 技 
3， 它们 的 许多 有 趣 应 用 也 饶 有 实用 价值 ， 然 而 我 们 不 得 不 遗 雪 地 承 
认 , 这 部 分 材料 有 点 儿 像 一 大 堆 杂 技 , 很 少 能 使 读者 对 微分 方程 及 其 解 
的 一 般 性 质 有 所 了 解 ， 本 章 要 讲 的 ， 是 其 有 丰富 及 深远 理论 的 一 类 重 
要 方程 。 我 们 将 会 看 到 , 我 们 可 以 根据 少数 儿 个 简单 的 原理 , 使 这 理论 
具有 统一 而 令 人 满意 的 结构 

一 般 二 阶 线性 微分 方程 的 形式 是 

TY+PC%) NW + Or)y=R(), 


或 者 ,更 简单 些 ， 
y+Pl)y +O(e)Y = Re). (1) 
如 记号 所 表明 的 , P(x)，Q (wz) 及 五 (z) 应 理解 为 具 含 z 的 函数 (也许 是 
常数 )， 不 失 一 般 性 , 六 的 系数 显然 可 取 为 1， 办 为 通过 除法 总 能 做 到 
这 一 点 .这 此 方程 在 物理 上 特别 是 对 于 在 力学 上 与 电路 理论 上 有 关 扳 
动 的 问题 ， 具 有 重大 关 义 ， 此 外 《在 未 后 几 章 中 可 以 看 到 ) 纯 炉 数 学 中 
许多 深刻 与 美妙 的 思想 , 都 是 从 研究 这 些 方程 产生 出 来 的 . 
一 阶 线性 方程 容易 用 公式 求解 , 这 一 事实 不 应 使 我 们 产生 误会 , 以 
为 二 阶 线性 方程 也 可 以 那样 做 ， 一 般 来 说 , (1) 不 能 用 已 知 初等 函数 的 
显 式 表 出 它 的 解 , 甚至 也 不 能 用 积分 导 来 表 出 它 的 解 。 为 求 它 的 解 , 通 
党 需要 借助 于 这 类 或 那 类 极限 步 又 ， 普 通用 的 是 无 穷 级 数 ， 在 应 用 上 
特别 重要 的 许多 特殊 方程 ， 例 如 第 1 节 中 所 提 到 的 勒 让 特 (Legendre) 
方程 和 贝 塞 耳 (Bessel) 方程 , 曾 被 人 作 过 着 幢 洛 繁 的 研究 ; 单独 这 样 一 
个 方程 揭 理 论 也 往往 是 繁复 到 这 种 程度 ， 坟 致 它 本 身 即 可 构成 分 析 的 


14. 前 官 $9 


一 整个 分 支 。 这 些 事 我 们 将 在 第 五 ,第 六 章 中 加 以 讨论 . 

本 章 中 , 对 (1) 的 实际 解法 的 讨论 ， 大 部 将 限于 系数 已 (2 与 如 (2) 
为 常数 的 特殊 和 情形， 还 应 强 泣 指出 的 是 ， 这 里 所 讲 的 大 部 分 思想 与 方 
法 , 都 能 立刻 推广 到 高 阶 线性 方程 上 去 , 无 需 改 变 其 中 的 基本 原理 ， 而 
只 不 过 在 周围 细节 上 增加 复杂 的 程度 ， 限 于 讨论 二 阶 方 程 ， 我 们 就 能 
把 向 题 讲 得 尽 可 能 简单 而 不 教 焉 曲 主要 思想 ， 且 仍 能 具有 足够 的 一 般 
性 ， 使 几乎 所 有 数学 与 物理 学 上 最 有 重大 意义 的 线性 方程 都 能 包括 
在 内 : 

班子 一 般 情 况 下 不 能 得 出 (1) 的 一 个 显 式 解 来 加 以 考察 , 所 以 我 位 
的 第 一 步 工作 是 要 让 自己 放心 这 个 方程 确实 具有 一 个 解 ， 下 述 的 存在 
与 叭 -性 定理 是 在 第 十 一 章 中 证 明 的 。 

定 是 人 设 P(z)，Y(z) 与 有 (人 是 间 区 闸 。 4,5] 上 的 连续 函数 中 . 营 xo 


具有 一 个 人 yl), ,使 (ao) yo y Co) 二 的， 

这 样 ,在 所 述 条 件 下 ,我们 可 任意 指定 (7z) 及 六 (x) 在 [se，5] 内 任 
一 点 z4 处 的 值 ,而 [9, 妇 上 则 恰好 有 (1) 的 一 个 解 ， 它 能 在 所 给 点 处 取 
所 指定 前 值 ; 或 者 , 用 更 富 于 几何 意义 的 话 来 说 ,(1) 在 [w， 妇 上 具有 唯 
一 的 解 ， 它 能 通过 一 个 指定 的 点 (zo, 6) 且 在 该 处 具有 指定 的 斜率 的 . 
在 本 意 黄 后 所 作 的 一 般 讨论 中 ， 我 们 总 假定 (不 一 定 需要 如 此 说 明 ) 定 
理 A 中 的 条 件 是 满足 的 。 

我 们 把 方程 (1) 中 的 B(e) 项 同 其 他 各 项 分 开 写 在 等 号 右边 ， 因 为 
它 不 含 因 变 量 y 或 其 任 一 导数 .阁下 (z) 便 等于零，(1) 就 化 为 齐 次 
方程 - 

一 y+P(mY 十 @(D0g 一 0 (2》 
( 卉 次 一 词 在 这 里 的 传统 用 法 , 不 应 与 第 ? 节 里 这 个 词 的 同样 出 于 传统 


名 设 s<6 都 是 实数 , 则 fa, 四 表示 满足 不 等 式 scSx<5 的 所 有 实数 x>， 它 叫 闭 区 间 是 
因 它 包含 端点 ， 将 端点 除外 的 区 间 叫 开 区 间 , 记 为 (9,3), 由 不 等 式 9<z< 确定 ， 
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然而 意义 完全 不 同 的 骨 法 混为一谈 . ) 营 及 (2) 不 恒 等 于 零 ， 则 说 (1) 是 
非 齐 次 的 ， 在 研究 非 齐 次 方程 (1) 时 , 必须 同时 考察 齐 次 方程 (2)( 它 是 
由 () 把 其 中 的 R(z) 换 成 0 而 得 出 的 )， 理 由 是 容易 知道 的 ， 设 我 们 
通过 某 种 方式 得 知 %p(z, 01, es) 是 (2) 的 通 解 《我们 料 定 它 会 含有 两 个 
任意 常数 ， 因 方程 是 一 阶 的 )， 而 护 (z) 是 (1) 的 一 个 固定 的 特 解 ， 若 
yz) 是 (1) 的 任何 一 个 解 , 则 通过 简单 的 计算 可 证 yj(a] 一 9a(a) 是 (2) 
的 一 个 解 : 


人 一 加) 十 己 (08 一 加) + OE) (8 一 gp) 
={y"+Plr)y +O) ys + P(e)y, +Q(r)Ys] 
=R(0) R(X) =0, 《3) 
因 yo(z, cb co) 是 (2) 的 通 解 , 故 y(z) 一 gs(z) 二 yg(zw, cu cs), 或 
YL) =¥olr, ely C2) TF yalT), 
其 中 6 及 cs 是 适当 选取 的 常数 .这 一 论述 证 明了 下 面 的 定理 ; 
定理 B 车 纺 是 方程 (2) 的 通 解 而 go 是 方程 (1) 的 任 一 特 解 , 则 y+ 
是 CD) 的 通 角 
在 第 19 节 中 我 们 将 看 到 , 车 已 知 y,， 那 就 有 求 出 2 的 一 套 成 规 . 
这 就 说 明 线 性 方程 理论 的 中 心 问题 是 求解 齐 次 方程 的 问题 ， 因 此 我 们 
的 大 部 分 注意 力 将 集中 于 研究 的 结构 , 并 考察 确定 其 显 式 的 各 种 方 
法 ,但 没有 任何 一 种 方法 是 能 在 任何 情形 下 都 行 之 有 效 的 , 
关 干 齐 次 方程 (2》 我 们 应 该 认 到 的 第 一 件 事 是 ， 馈 等于零 的 范 数 
#(w) ( 即 对 所 有 zy(z) 二 0) 总 是 (2) 的 一 个 解 ， 这 解 叫 平凡 解 , 一 
有 什么 意义 ， 关 于 (2) 的 解 的 结构 , 下 述 定 迎 给 出 了 基本 事实 、 
定理 C 车 y(z) 和 ys(x) 是 (2) 的 任何 两 个 解 , 则 
C1 (2) 十 C2 (2) (4) 
也 是 -个 解 ,其 中 1 及 oz 为 任何 常数. 
证 明 这 个 定理 可 从 下 列 事实 立即 得 出 : 
(ci91 + esy2)" + P(e) (cry t e282) + OF) (ey, 十 cago) 
= (ci + oad) + Pe) (0g + ea ) + QUY) (ea 二 ea) 


Me 


14. 前 言 1 


= PO) FO) + oy + Ps)y2 + QF)Y2] 


=61'0+62:0=0, (5) 
ci 和 es 的 系数 ( 方 括号 里 的 式 子 ) 之 所 以 等 于 零 ， 是 因为 根据 假设 y 
和 如 都 是 (2) 的 解 ， 


按照 初等 矢量 代数 方面 的 说 法 , 解 (4) 通 常 称 做 解 y.C7) 与 解 %(z) 
前 一 个 经 作 组 合 ， 如 果 用 这 一 术 话 , 便 可 把 定理 C 中 的 结果 改 述 为 : 齐 


证 谍 们 用 其 和 方法 出 了 方程 (2) 的 两 个 解 ， 那 末 据 这 定理 就 
可 有 禽 两 个 任意 常数 的 男 一 个 解 ,因而 它 可 能 是 (2) 的 通 解 但 是 有 一 
种 情况 不 行 : 车 如 或 如 等 于 另 一 个 的 常数 们 ,比方 说 , 阁 妇 二 K8:， 则 

C1 Cay2 =eihyat c2Y2 = (Ck + 02)ya = CY2, 
因此 只 有 一 个 必要 的 常数 ， 据 此 ， 我 们 有 理由 指望 :在 和 都 不 
是 另 一 个 的 常数 倍 时 , 则 
OCF) + es 2) 

将 是 (2) 的 通 解 。 这 一 点 将 在 下 节 证 明 . 

在 这 里 值得 指出 ， 线 性 方程 的 大 部 理论 是 根据 定理 B 及 C 中 所 述 
的 基本 性 质 而 来 的 。 只 要 看 一 下 (3) 和 (5) 中 的 运算 ， 就 立即 会 知道 这 
些 性 质 又 依赖 于 微分 法 运算 的 线性 性 质 , 也 就 是 , 依赖 于 如 下 的 事实 ; 

[af(z) 十 6g(z)] =af’ (z) + By’ (2), 

中 a 及 BB 是 任何 常数 ,f(z) 及 9(z) 是 所 有 可 微 函 数 ， 


习 . 题 
1， 试 用 观察 庄 求 出 六 ==e? 的 道 解 ，。 
2， 求 出 下 列 各 方程 的 一 个 特 解 : 
a + yl 
3 一 2 一 6 
©. 7—2y= sing. 四 
3， 通 过 消去 常数 c1 及 e+ 求 下 列 各 曲线 族 的 微分 方程 : 


EE 
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bg 一 clet + er rs 
C. y=eginkz+ etoskr. 

4， 验 诈 ， 在 不 含 零 的 任何 区 间 [a, 厅 上 , y 一 oe”! 二 oxo* 是 

zy 3xy —59=0 

的 一 个 解 ， 若 zo 才 0 而 4 与 妈 是 任意 二 数 , 试 证 能 以 叭 一 方式 选 定 c 及 cs 
使 yz0) 一 加 及 (50) 一 3 

5。 试 证 y=x?sinz 和 y==0 部 是 

zy dy + (2 +6) y= 0 

的 解 , 并且 它们 都 满 是 条 件 (0) 一 0 及 六 (0) 一 0。 这 是 否 与 定理 入 矛盾 ? 如 
果 不 荐 质 ,为 什么 不 蒜 盾 ? 

6， 攻 方程 (2} 在 区 问 [4.8] 上航 一 个 解 与 4+ 轴 声 于 读 区 间 内 任 一 点 处 ， 则 此 和 解 必 
恒 等 于 稚 、 何故? 

7， 基 如 (2) 及 #7z) 是 方程 (2) 在 一 区 阅 [o, 5] 上 的 两 个 解 , 并 在 该 区 闻 肉 有 一 公 
共和 零 值 点 ,， 试 证 共 中 一 个 解 为 另 一 个 的 常数 倍 ，[ 一 点 we 叫 散 隔 数 了 (2) 的 竺 
全 点 , 如 果 有 f(zo) 一 0,1 


15， 章 次 方程 的 通 解 


若 二 函数 f(z) 和 9(z) 定 义 在 区 间 [a, 如 上 ， 且 其 中 之 一 是 另 一 个 
的 常数 伴 , 则 说 它们 在 区 间 [a,5] 上 是 线性 相关 和 的， 否则 的 话 一 一 即 任 


是 : 若 F(z) 恒 等 于 零 , 则 对 于 每 个 函数 9 (z)，f(z) 和 9 (二 总 是 线性 相 
关 的 , 因为 Fo) 一 0.9(z)。 
本 节目 的 是 要 证 明 下 述 定理 . 
定理 A. 设 六 (2) 及 yi(z) 是 齐 次 方程 
y+P(2)y +Q(0)y=0 (1) 
在 区 间 [q, 妇 上 线性 无 关 的 解 , 则 . - 
cig (2) + coya() - (2) 
是 方程 (1) 在 [a, 6] 上 的 通 解 ， 意 即 (1) 在 此 区 间 上 的 每 一 个 解 可 由 (2) 
中 选取 适当 的 任意 常数 c 与 cs 而 得 出 . 
证 明 分 儿 步 来 做 ， 先 证 几 个 引 理 和 讲 明 一 些 辅助 概念 ， 
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设 #(o) 是 (1) 在 [a， 引 上 的 任 一 个 解 ， 我 们 必须 证 明 : 可 找 出 这 
样 的 常数 o 及 co 使 对 fw 下 内 的 所 有 下 式 成 立 ; 
8(z) = 19 (72) 十 Cage(z) 
据 定理 14-A,(1) 在 整个 [a, 杂 上 的 一 个 解 ， 可 由 该 解 及 其 导数 在 单独 
一 点 处 的 值 完全 确定 ， 因 此 ， 由 于 69 () 十 coy() 及 4( 避 都 是 (了 ) 在 
[a，58] 上 的 解 ， 那 就 只 要 证 明 : 对 于 [a， 妇 中 的 某 点 m, 能 找到 o 及 
cw 使 


cu (xo) 十 caga (x0) =y (zo) 
及 
Ci C0) + cays (zo) =¥ (%0), 

为 使 这 个 方程 组 能 解 出 61 及 cs 就 只 要 行列 式 

所 (zo) ya (zo) 

Yi (wo) ys (oo) 
的 值 异 于 零 。 这 就 促使 我 们 来 考察 由 

W (gg2) =¥182 — ya 

所 定义 的 :的 函数 , 它 员 和 加 的 朗 氏 式 (Wrongskian)@， 而 特别 要 
注意 它 会 不 会 在 m 处 等 于 零 ， 下 述 第 一 个 引 理 证 明了 点 xz 的 位 置 无 
关 重 要 , 从 而 简化 了 这 一 问题 。 
引 理 1 全 如 (2 是 方程 (1) 在 [a, 四 上 的 任何 两 个 解 ， pa 


二 3 (v0) ys (x0) —y (To) ¥ (xo) 


证 明 ”我 们 先 指出 
环 !== 儿 给 十 全 将 一 扣 六 一 避 玖 
一 护 邹 一 纺 匀 。 
其 次 , 由 于 加 及 如 都 是 (1) 的 解 , 故 有 


朗 斯 基 (Hoéns Wronski，1778 一 1853) 是 个 性 格 古怪 的 穷 车 波 兰 人 ， 其 大 部 生涯 在 法 
国 玉 过， 上述 衣 斯 天 行列 式 ( 简 称 崩 氏 式 } 是 他 在 数学 上 的 唯一 贡献 .他 是 十 九 世纪 中 唯一 
留 名 后 世 的 被 兰 数学 家 ， 达 便 有 点 使 人 感到 背 怪 ， 因 为 二 十 世纪 波兰 活 现 出 了 许多 杰 出 的 
禾 学 家 . 
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WIPA+QN=0 
及 . 
B+Py + QY:=0. 
以 乘 第 一 式 ,以 9 乘 第 二 式 , 并 从 后 者 减 去 前 者 ,得 到 
(gy) + PO I YY1) =0 


或 
a 
tw =0. 

这 个 一 阶 方程 的 通 解 是 

“Weedr*, 


而 由 于 指数 除数 因子 决 不 会 等 于 零 ,证明 就 完成 了 . 

这 个 结果 就 使 我 们 把 证 明定 理 的 整个 工作 归结 为 : 求证 (1) 的 任何 
两 个 线性 无 关 解 的 谓 氏 式 不 会 但 等 于 零 ， 我 们 在 下 一 个 引 娃 中 证 明 这 
事 , 它 所 证 的 实际 比 我 们 所 需要 的 还 要 多 . 
引 理 2? 车 扩 (z) 及 gs(7) 是 方程 (1) 在 [a, 8] 上 的 两 个 解 ， 则 它们 在 该 
区 间 上 线性 相关 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 朗 氏 式 不 (ga) 一 纺 的 一 
y29i 在 该 区 间 上 便 等 于 零 。 
证 明 先 假定 纺 及 加 是 线性 相关 的 , 由 此 来 证 明 能 得 出 
如 一 级 二 0。 、 
第 一 ,车 二 者 之 一 在 [wm 如 上 重 等 于 零 ， 则 结论 是 无 疑 的 ， 因 此 可 不 失 
一 般 性 地 假定 它们 都 不 恒 等 于 零 , 则 和 由 此 以 及 由 它们 的 线性 相关 性 , 可 
知 每 一 个 解 必 是 另 一 个 的 常数 倍 ， 干 是 得 ga= 8， 而 。 为 某 一 当 数 ， 
因而 有 缉 =* 邓 ， 从 这 两 式 消去 "， 得 到 纺 欠 一 扩 弛 =0， 这 就 证 明了 引 
理 的 一 半 ， 

现 假定 朗 氏 式 恒 等 于 等 而 来 证 明 线 性 相关 ， 若 妨 在 Lo, 8] 上 全 
等 于 零 ， 则 (如 本 节 开 头 所 指出 的 ) 两 函数 线性 相关 ， 故 可 假定 8 在 
La, 站 上 不 得 等 于 零 ， 由 此 根据 连续 性 可 知 六 在 La， 纪 的 某 个 子 区 间 
上 fo 四 上 根本 不 会 等 于 零 ， 由 于 朗 开 式 在 [%, 妇 上 恒 等 于 零 ， 故 可 陈 以 
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好 而 知 在 [c 四 上 有 


1 0. 
经 


这 可 写成 (ys/81)' 二 0 的 形式 ， 积 分 后 得 护 / 术 二 即 妨 (2) 二 区 (对 
[e, 丰 中 的 一 切 z 成 这 ,这 里 是 菜 个 常数 ， 最 后 ,中 于 y (2) 及 多 (2) 
在 [ec 四 上 具有 等 值 , 它们 也 有 相等 的 导数 于 是 据 定理 14-A 可 推出 
对 [a 妇 上 的 所 有 z 都 有 
Yat) 一 8 C8), 

这 就 结束 了 我 们 的 证 明 . 

有 了 这 个 引 理 ,定理 和 的 证 明 便 完成 了 . 

要 证 (1) 的 璀 个 解 在 一 区 间 上 是 线性 无 关 的 , 最 简单 的 办 法 一 般 是 
证 明 它们 的 比 在 该 区间 上 不 竺 于 常数 ， 而 在 大 多 数 情形 下 这 是 容易 由 
观察 确定 的 。 但 有 时 用 引 理 2 中 所 述 的 正式 检验 法 也 是 方便 的 ; 算出 
调 氏 式 并 证 明 它 不 等 于 零 . 下 面 举例 说 明达 两 各 方法。 
例 1 试 证 y=orsinz 十 cscosz 是 y' 十 y=0 在 任何 区 间 上 的 通 解 ， 并 
求 适合 y(0) =2 及 久 (0) =3 的 特 解 ， 

如 sinz 及 加 二 cosw 都 是 解 ,这 一 事实 可 由 直接 代入 验证 .它们 
在 任何 区 间 [a, 8] 上 的 线性 无 关 则 自 纺 / 如 =tanx 并 非常 数 币 知 ， 世 可 


从 它们 的 朗 儿 式 决 不 会 等 王 零 而 知 : 
We yo | C088 sintw— cosir= —1, 
cosw — sin% 


因 P(wm) 一 0 及 Q(z) =1 在 [4,81 上 连续 , 故 据 定理 A 知 
¥=01sin%t Cocos 
是 所 给 方程 在 [a,5] 上 的 通 解 ， 又 因 区 间 [a, 6] 可 无 限 扩大 而 不 至 碰 到 
使 P(z) 或 @(z) 出 现 不 连续 性 的 点 , 所 以 这 一 通 解 对 所 有 zx 都 成 立 .为 
求 所 需 特 解 , 我 们 解 方程 组 
elsin0 十 Cacos0 一 2 


eicos0 一 Czsin0 一 3. 
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由 此 得 cs=2c1=3, 帮 y=3sinx--2cosz 是 满足 所 给 条 件 的 特 解 . 
线性 相关 及 线性 无 关 这 些 概念 在 许多 地 方 部 重要 而 不 仅 眼 于 在 这 
里 ， 读 者 也 许 早 就 知道 , 线性 代数 要 数 党 分支, 从 本 质 上 说 也 无 
非 是 对 这 些 概念 的 抽象 处 理 下 加 上 许 多 应 用 丙 已 


习 是 

在 题 1 一 4 站, 试用 朗 氏 式 确定 线 全 无关. 

1. 试 证 ez 及 es 是 好 一 # 一 0 在任 何 区 疝 上 线性 无 关 的 解 . 

2， 试 证 y 一 cz 十 cax? 是 

zy — ey! +2y—0 

在 不 含 0 的 酝 何 区 问 上 的 通 解 , 并 求 适合 #8(1) 一 3 及 六 (1) 一 5 的 特 解 。 

3， 试 证 3 一 ctez 十 caezz 是 

3 yy 

在 任何 区 河上 的 通 解 , 并 求 适合 3(9) = 一 1 及 六 (0) =1 的 转 解 ， 

簿 试 证 3 一 cuegze .core 是 

名 一 4 十 4 一 0 

存 任何 区 间 上 的 通 解 . 

5， 考察 区 疝 [一 1， 11 上 的 现 个 孙 歼 2) ~ 及 g(x) wz 
2a， 试 迹 它们 的 朗 氏 式 罗 (全 ,四 恒 竺 子 零 . 
b， 试 证 与 9 并 非 线 性 相关 . 
c.， 问 (a 玉 (b) 是 否 与 引 弄 2 也 后 y 考 不 , 为 什么 不 矛盾 : 

6 sinz，eosy 以 及 sinz，sinz 一 eosx 显然 是 扩 十 y=0 的 不 同 的 两 对 线性 无 关 
解 、 因 此 , 若 妨 用 和 是 齐 次 方 竹 

¥ +P tA) =0 

的 线性 无 关 解 ， 可 知 及 及 六 不 是 出 方程 唯一 确 定 了 的 。 


a. 试 证 
一 
TOOT 的 
及 07) 一半 并 一 更 皇 


Wn, a)" 
坝 方 程 是 由 任何 两 个 所 给 线性 无 关 的 解 准 ~- 确 定 的 . 
b， 应 用 (8) 试 从 小 述 两 对 线性 无 关 解 得 蜡 它 们 所 满足 的 微分 方程 六 十 # 二 0 
5 斌 利 甩 (3) 从 一 对 线性 无 关 解 e 宇 及 xe* 重新 作出 题 4 中 的 微分 方程 ， 
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16。 利 用 一 个 已 知 解 求 出 别 的 解 . 
我 们 知道 , 车 已 知 齐 次 方程 
y+P(le)y + Q(r)y =0 (1) 
的 两 个 线性 无 关 解 所 (2 及 y.《?)， 它 的 通 解 就 容易 写 出 。 但 怎样 才能 
得 出 久 和 护 昵 ?很 遗 感 ， 记 做 到 这 一 点 并 没有 什么 通 于 的 方法 ， 不 
过 , 落 纺 已 知 ， 则 确实 有 一 种 标准 方法 可 用 来 网 定 加 ， 这 一 点 是 相当 
重要 的 ， 因 为 在 许多 情形 下 可 凭 观察 或 其 他 某 种 方法 得 出 (1) 的 一 
个 解 . 
为 推出 这 套 方法 ， 先 假定 8 (x) 是 (1) 的 一 个 已 知 的 非 零 解 ， 因 而 
cy; (z) (e 为 任何 常数 ) 也 是 一 个 解 ， 这 个 方法 的 基本 思想 是 把 常数 6 
换 成 一 个 未 知 函数 v(7x), 然后 设法 确定 5, 以 使 8 二 299: 是 (1) 的 一 个 解 . 
开头 我 们 根本 不 履 事先 担保 这 样 做 是 否 能 行 ， 但 结果 确实 可 行 ， 要 想 
知道 我 们 怎么 能 够 想起 这 样 来 试 , 就 得 回想 以 前 所 说 的 事 : 两 个 解 
及 ys 车 为 线性 无 关 , 则 要 求 它们 的 比 y2/ 恕 必 为 & 的 不 等 于 常数 的 函数 ， 
比方 说 是 好 于 是 车 能 找到 w， 则 由 于 已 知 妨 ， 那 就 能 得 出 部， 问题 就 
”解决 了 . 
于 是 就 设 y= 是 (1) 的 一 个 解 , 因此 
级 十 P0 十 @as 一 0， (2) 
我 们 来 想法 找 出 未 知 函 数 2(w》， 将 982 二 ?91 及 
锋 一 2 十 of 与 六 二 2 十 20'91 十 VY 
代入 (2) 并 整理 各 项 , 得 到 
pH+PA+rOI) to to 2g + PN) =0, 
由 于 如是 (1) 的 一 个 解 , 上 式 简 化 为 
2 十 of (2y1+Py) =0 


或 
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积分 一 次 后 得 到 
logv'=—21logy,— [pads, 
故 
welrer 
Ea 
于 是 
= ed, (3) 


这 以 后 就 只 要 证 明 妨 及 加 一 5g (其 中 > 由 (3) 给 出 ) 确实 是 线性 无 关 
的 ; 这 事 我 们 留待 读者 自己 在 习题 1 中 去 证 明 . 
例 1 y=z 是 z2g 十 28 一 g 一 0 的 一 个 解 ( 它 非常 简单 ,足以 用 观察 法 
得 出 )， 求 其 通 解 . 

先 把 所 给 方程 写成 (1) 的 形式 ; 


nl 1 
a 0 


因 P(w) 一 凸 ,第 二 个 解 是 加 =09:, 其 中 
Cl Ek Cet Ct i Ene 


由 此 得 出 yj; 王 (一 1/2)?”, 歼 通 解 为 


8 一 cz 十 Cox 


习 题 


1。 车 纺 是 方程 (1) 的 一 个 非 零 解 ， 技 书 中 所 讲 方 活 求 得 的 第 一 个 解 为 9. 二 vy， 
其 中 心 是 由 公式 (3) 给 出 的 , 试 通过 计算 朗 氏 式 求 证 护 及 gs 是 线性 无 关 的 . 
2， 试 用 本 池 所 讲 方法 从 所 给 出 的 解 加 求 下 列 各 方程 的 道 解 ; 
入 十 g 一 0, Yi ints 
b. yy=0, Y=er, 
3， 方 程 4 十 39' 二 0 显然 有 一 个 解 纪 二 1, 求 遂 解 . 
4 验证 如 一 是 wz19? 十 zy 一 招 一 0 的 一 个 解 并 求 通 解 
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5， 方 程 届 一 #8? 一 22¥¥ 十 28==0 是 得 让 特 方 各 _ 
(ley 2 + PP Y=0 
相应 于 二 1 的 特例 ， 它 有 个 明显 的 解 9 一 友 冰 通 解 
6. 方程 yay 十 (一 广 有 一 0 吓 贝 塞 耳 方 和 
wy + ey + (2 Py=0 
相应 了 二 十 的 竺 讽 ， 试 验 让 加 一 sin z 直 只 舍 x 正信 的 任何 区 间 上 的 一 
个 解 , 并 炒 通 解 , 
7， 利 用 下 列 各 方程 都 以 如 =z 为 一 明显 解 这 一 事实 , 求 其 通 解 : 


a + 0 
b. wy” +2ry 2y— 0. 
8， 求 六 一 zj(z)y 一 玫 z)y~0 的 通 解 
9， 验 证 志 * 一 (22 十 Dy 十 (5 十 Dy 一 0 的 一 个 解 是 拨 一 e* 并 来 通 解 ， 
10， 求 六 一 J(z)y 十 [fz) 一 1]y=0 的 通 解 


17， 常 系数 齐 次 方程 
现在 我 们 有 条 件 来 对 齐 次 方程 y' 十 P(xz) y 十 Q (w)y=0 在 P (x) 
及 Q(z) 为 常数 了 及 gg 时 的 特例 
y+2y + ay=0 (1) 
作 完 整 的 讨论 ， 我 们 的 出 发 点 是 根据 这 一 事实 ; 指数 函数 e"* 具有 各 
阶 导 数 都 等 于 函数 本 身 常数 倍 这 一 特性 ， 这 就 使 我 们 想起 ， 若 适当 远 
取 常 数 m, 则 


Y=e™” (2) 

可 能 是 (1) 的 ~ 个 解 ， 因 =me™,y" 二 m?e", 代入 (1) 得 到 
{m’ + pm+ ge"*=0; (3) 

因 em* 决 不 会 等 于 零 ， 区 (3) 成 立 ， 当 且 仅 当 色 满足 辅助 方程 
m+ pm+ y=0. (4) 


这 个 方程 的 两 个 根 mw 及 m2《 也 就 是 能 使 (2) 作 为 (1) 的 一 个 解 财 的 
值 》 由 二 次 方程 的 公式 给 出 : 
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一 2 二 一 他 (5) 


My nso 


对 于 这 种 情况 的 进一步 处 理 , 需要 就 (5) 所 固有 的 三 种 可 能 情形 分 别 加 
以 讨论 ， 

不 同 实 根 显然, m, 及 ms 是 不 同 的 实 很 ， 当 且 仪 当做 一 49>0。 这 时 
我 们 得 到 两 个 解 


Emr 及 emt 


由 于 比 
ee gon me 
er 
不 是 常数 , 这 两 个 解 是 线性 盛 关 的 , 故 (1) 的 通 解 是 
外 Ce {6) 


不 同 的 复 根 @ mm: 及 ms 为 不 同 的 党 根 ， 当 且 仅 当政 一 49<<0， 这 时 
mi; 及 ms 可 写成 a 士 iv, 由 欧 按 公开 


e'scos0 + ising (7) 
可 把 (1) 的 两 个 解 写成 
Gm et ti eeltr er (cosby isinbe) (8) 
及 
Emer ihe oe drm er(eosbo— isinbr). (9) 


因 我 们 所 要 的 只 是 实 信函 数 的 解 , 故 可 将 (8) 与 (9) 和 家 加 并 除 以 2, 又 将 
其 相 减 并 除 以 2i, 得 到 


, ercosbw 政 esrsin br. {10) 
这 两 个 解 是 线性 无 关 的 , 故此 时 (1) 的 递 解 是 
y=e"*(cucosby vasin bre), {11) 


我 们 也 可 以 从 另 一 观点 来 看 待 这 一 事实 。 一 个 复 信 函数 
Wt) =u(2) +iv(z) 


中 我们 慢 定 恋 者 已 熟悉 复数 的 补 等 代数 ， 欧 拉 公 式 (7) 是 (或 者 应 该 是 ) 任何 一 本 像 
样 的 徽 积分 数 科 书 中 应 该 有 的 标准 内 容 ， 


3 


你 
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满足 方程 (1)( 其 中 及 4 为 实数 )， 当 且 仅 当 w(z) 及 v(x) 分 别 满足 
(1)， 因 此 , (1) 的 一 个 复 值 解 总 含有 两 个 实 解 ， 这 就 立即 能 从 (8) 得 出 
两 个 解 (10)， 
相等 的 实 根 “显然 , mi 及 ms 为 相等 的 实 根 ， 当 此 仅 当天 一 4=0， 这 
时 我 们 只 得 出 一 个 解 一 on， 其 中 ms = 一 志 . 但 我 们 容易 用 上 节 的 方 


法 求 出 第 二 个 线性 无 关 的 解 : 车 取 加 二 e ”52 则 
人 


Ei 


于 是 如 = 地! 二 2e"*， 这 时 (1) 的 通 解 是 
Y= O16 Orem (12) 
总 之 ， 常 系数 齐 次 方程 (1) 的 通 解 ， 按 其 辅助 方程 (4) 的 根 w, 及 
所 :的 性 质 , 可 以 有 三 种 不 同 的 形式 , 分 别 用 公式 (6), (1 了 D 及 (12) 给 出 . 
很 明显 , 这 个 通 解 在 定性 方面 的 本 质 , 完全 由 系数 ?及 g 的 正 负 及 相对 
大 小 确定 , 并 能 因 改 变 其 数值 而 根 市 改观 ， 对 于 哆 理学 家 来 说 , 如 果 他 
要 对 (1) 这 类 方程 所 描述 的 机 械 系 统 或 电路 作 详尽 分 析 , 这 一 事实 是 很 
重要 的 ， 便 如 ， 洛 他 <<49， 则 解 的 图 形 是 波状 线 ， 其 振幅 则 按 了 为 负 
或 为 正 而 依 指数 函数 的 规律 增加 或 减 小 ， 这 类 知识 是 从 上 述 讨论 得 出 
的 明显 结果 ， 并 在 关于 微分 方程 的 初等 物理 的 应 用 这 类 书 中 有 详尽 的 
本 节 的 思想 主要 来 自 欧 拉 .。 附录 仿 中 将 对 这 位 伟大 科学 天 才 的 许 
多 成 就, 择 要 作 一 些 简短 的 介绍 . 


习 是 
1。 求 下 列 各 方程 的 递 解 
a. # + y=0; 6， 用 一 4 十 好 一 0 
bb， 护士 下 十 gg f. 7—9y +20y= 0 
C. g*+8y=0s Bg. 28”+29" +39=0,. 


ad. 24°—4y'+8y=0; 
2.。 试 证 , 方 稳 (1) 的 通 解 当 z->co 时 趋 于 0, 当红 仅 当 ? 及 8 都 是 正 数 ， 
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3， 不 用 本 节 中 的 公式 , 试 证 方 各 (1) 的 任何 一 个 解 的 导数 也 是 … 个 解 . 
4. 方程 


Xiy’ + Pry’ +g =0 
变 成 个 党 系数 方程, 并 试用 此 洁 求 下 列 各 方程 的 道 解 ; 
a. wey’ ay 十 108 一 个 
b. 2zy°+1i0ry’+8y =0 
C. fg” 2x —129-—0. 
5， 在 题 4 中 , 对 于 有 些 变 系 数 齐 次 方程 , 可 把 自 变 县 从 x 变 到 z 一 logz 而 把 它 化 
成 常 系数 方程 ， 现 考察 一 般 齐 次 方程 
+P 十 但 (23 一 小 人 
并 把 自 变 量 从 2 变 戌 x 一 《x), 其 中 zz) 是 2 的 术 确 定 函 数 ， 试 证 方 召 (*) 可 
用 咒 靶 化 成 一 个 常 系 数 方 积 ， 当 且 仅 当 (8' 十 2PQ)/@*? 是 常数 ， 此 时 用 置换 


:=| QCz)dx 能 获得 所 需 结果 . 


18。 待定 系数 法 
在 以 上 两 节 中 , 我 们 考察 了 求 齐 次 微分 方程 
y"+P(z)y + Q(x)y=0 {1) 
的 通 解 的 玫 种 方法 ， 我 们 知道 ， 这 些 方法 只 对 少数 一 些 特 殊 情形 是 有 
效 的 : 例如 系数 P(z) 及 Q(z) 为 常数 的 情形 ， 以 及 它们 虽 不 是 常数 但 
仍 足够 简单 使 我 们 能 用 观察 法 发 现 一 个 非 零 解 的 情形 ， 幸 运 的 是 ， 这 
些 类 方程 的 范围 还 足够 宽广 ， 能 包含 相当 一 些 有 趣 的 应 用 问题 . 不 过 
应 读 清 楚 认 识 到 , 在 数学 和 物理 学 上 很 重要 的 许多 齐 次 方程 , 用 这 些 方 
法 是 对 付 不 了 的 , 而 只 能 用 第 五 章 中 所 讲 的 罕 级 数 方法 求解 . 
在 本 节 及 下 节 中 ,我 们 要 对 非 齐 次 方程 
"+P(r)y +Q() y=R(e) {2) 
在 其 相应 卉 次 方程 (1) 的 通 解 ;Cz) 为 已 知 的 那些 情形 ， 加 以 讨论 ， 据 


许多 数学 家 在 给 方 惟 、 公式, 定理 等 等 定名 时 , 常 以 继 欧 拉 之 后 第 一 个 研究 者 的 姓氏 命名 ， 
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定理 ,14-B, 若 gzkz) 是 (2) 的 任 一 特 解 , 巾 
22) = 人 2) 十 ga(2) 
是 (2) 的 通 解 。 但 如 怎样 找 昵 ? 这 是 我 们 现在 要 考虑 的 一 个 实际 
问题 , 
待定 系数 法 是 在 (2 ) 的 形式 为 
ypy toy Rr) (3) 
(其 中 2p, 4 是 常数 , 忆 (x) 是 指数 函数 ,IE 弦 或 余 落 函数 , 多 项 式 ， 或 这 些 
函数 的 某 种 组 合 ) 时 求 其 y; 的 一 种 方法 ， 例 如 , 我 们 来 研究 方程 
yt py + ye, . (4) 
由 于 像 “那样 一 个 指数 函数 微分 后 仍 是 指数 函数 ， 只 是 其 系数 可 能 
有 所 改变 , 因此 自然 会 猜想 
Ys—=Ae®™ (5) 
可 能 是 (4) 的 一 个 特 解 ， 这 里 4 是 待定 系数 , 我 们 要 这 样 来 确定 它 ， 使 
(5) 能 确实 满足 (4)， 将 (5) 代 和 (4), 得 
4(@ + pat gq) er”=e"”, 


故 


= 
4A- (6) 


一 点 困难 是 易于 理解 的 , 因为 例外 的 情形 出 现在 是 辅助 方 各 

。 m+pm+q=0 (7 
的 一 个 根 时 ,而 在 这 种 情况 下 (5) 将 使 (4) 的 左边 化 为 0 从 而 就 不 可 能 
满足 (4), 因为 它 的 右边 异 于 0， 

在 这 种 例外 情形 下 怎样 继续 用 这 个 方法 做 下 去 呢 ¢ 我 们 在 上 节 中 
看 到 , 当 辅 助 方程 有 重 根 时 , 齐 次 方程 的 第 二 个 线性 无 关 解 是 乘 上 之 
后 得 出 的 。 在 这 一 事实 的 启发 之 下 , 我 们 试 取 

pf 一 ee (8) 
作为 一 个 代用 解 ， 将 (8) 代 入 (4) 后 得 到 
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A{ta’ | pet+g) re +A(24+p) eS=e. 
头 一 个 括 弧 里 的 式 子 是 0, 因 据 假设 是 (7) 的 一 个 根 , 故 
1 
(9) 


2a:Fp” 
除非 “= 一 272 也 就 是 除非 4 是 (7) 的 一 个 重 根 ，(9) 便 给 出 了 (C8) 的 一 
个 切实 可 靠 的 系数 ， 而 在 新 的 例外 情形 下 ， 我 们 希望 继续 照 以 前 那 种 
成 项 的 经 验 去 做 ,并 试 设 
“ 加 一 .47zecz， 《10) 


把 (10) 代 入 (4), 得 
Alm+pato) re +2A(2a0+p) re +2Aer = er, 
这 时 假定 a 是 (C7) 的 一 个 重 根 , 两 全 括 弧 里 的 式 子 部 等 于 0, 故 有 


1 
人 4 一 互 。 《11》 


总 起 来 说 : 车 4 不 是 辅助 方程 (7) 的 一 个 根 , 则 (4) 有 形式 为 4e“ 的 一 
个 特 解 ; 营 a 是 (7) 的 一 个 单 根 , 则 (4) 没 有 4e“ 这 种 形式 的 解 , 然而 它 
有 Axe” 这 种 形式 的 解 ; 车 4 是 个 重 根 , 则 (C4) 无 Aze” 这 种 形式 的 解 ， 
然而 有 4x*e”” 形式 的 解 .在 每 种 情形 下 我 们 都 准 出 了 4 的 一 个 公式 ， 
其 目的 只 是 为 说 明 事 实 背 后 的 原因 ， 在 实际 算 的 时 候 ， 直 接 代入 所 处 
理 的 方程 反而 更 容易 求 4. 

可 以 应 用 待定 系数 法 的 另 一 重要 情形 是 (4) 的 右边 换 成 sinBx 时 
的 情形 : 


. y+py' + gy= sinbz. . (12) 
因 sinB% 的 各 阶 导数 是 sinbw 和 cos Bx 的 常数 倍 ， 故 可 取 试 用 解 的 形 
式 为 | - 

加 一 4sinpz 十 互 cos5m (13) 
现在 只 要 把 (13) 代 入 (12)， 并 使 等 号 岗 边 sinbs 项 和 cosbx 项 的 系数 
分 别 丰 等 , 便 可 算出 待定 系数 4 及 B。 如 果 方 程 (12) 的 右边 换 战 eos8% 
或 者 sinbzx 与 cosbx 的 任何 线性 组 合 ( 即 形 如 gsinbzx 二 Bcosbs 的 任 
何 函 数 )， 这 些 步骤 仍然 可 行 ， 同 以 前 一 样 , 这 个 方法 在 (13) 满 吓 相 应 
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于 (12) 的 齐 次 上 方 程 时 就 行 不 通 ， 当 出 击 这 种 情形 的 时 候 ， 那 就 不 用 
{13) 而 用 


ys—=r(Asindr+ Beosby) {14) 
作为 一 个 解 来 试 , 并 继续 照 这 方法 做 ， 

最 后 , 我 们 米 看 方程 (4 右边 是 多 项 式 的 情形 : 

+P 十 多 一 Go 十 如 信 十 …… 十 Crln (15) 

由 于 多 项 式 的 导数 仍然 是 多 项 式 ， 这 就 促使 我 们 想 去 找 一 个 下 列 形式 
的 特 解 

3 一 4 十 4 二 十 .4 (16) 
当 把 (16) 代 入 (15) 之 后 , 那 就 只 要 使 两 边 2 问 次 军 的 系数 相等 , 便 可 求 
出 待定 系数 4 4，… 4 的 值 ， 共 磁 巧 常数 9 等 于 0， 那 末 照 这 一 步 
惟 做 的 结果 将 使 (15) 左 边 x 的 最 高 次 项 是 x*!， 因而 这 时 该 取 试 验 解 
的 形式 为 

一色 (40 二 世人 十 生 十 4 

=Aw tA 二 二 An (17) 
车 Pp 及 4 都 是 0, 则 (15) 可 以 直接 用 有 (分 法 求解 . 

上 述 讨 论 培 明 方程 (3) 的 一 个 畦 解 的 形式 常 可 从 右边 有 Oz) 的 形式 
推出 。 每 当 R(z) 的 各 阶 导数 只 具有 为 数 有 限 的 儿 种 基本 不 同形 式 时 ， 
就 都 能 这 样 做 ， 上 面 已 经 看 到 这 在 指数 函数 、 正 纺 及 余弦 以 及 多 项 式 
的 情形 下 是 怎样 敌 的 。 在 下 面 的 习题 3 里 我 们 指出 在 R(z) 是 这 类 函 
数 之 和 时 是 怎样 做 的 。 如 果 BCz) 是 这 类 函数 的 多 种 乘积 , 对 于 这 种 情 
形 也 可 以 摘出 一 些 稍微 复杂 的 方法 玉 加 以 处 理 ， 但 对 大 多 数 实际 工作 
来 说 这 是 不 必要 的 从 本 质 上 讲 ， 整 个 工作 只 不 过 是 作 一 种 巧妙 的 猜 
测 , 其 中 包含 足够 多 的 待定 系数 供 人 调配 , 以 适合 情况 需要 


习 题 


1. 求 下 列 各 方程 的 通 解 : 
a yt 1Dy-- er, 


86 


第 三 章 ”二 界线 性 方程 


=in zy 


中 


9? 二 ==2G08Y; 


.9° 十 108 +25y=14e-ss; 

y” 2y'+ 5y=25%: -12 

9” 6y=20e0-27; 

#* —39 +2y=14sin2r— 18eos dy 


h. yg —2y ~ 12¢—19. 
2， 车 万 及 为 正 的 常数 , 求 下 列 方程 的 迁 解 : 


3， 车 2i(z) 及 gz) 分 别 


3 十 有 23 = sinbe, 


中 
是 


y+P(z)y +QC(s)y=R(7) 


及 


y+P(z)y + Q(z)Yy= Rs) 


的 解 , 试 证 多 xz) 一 纺 {。 
二 


了 ) 十 ga(2) 是 
P(r) + HT)y=R(T) -Rr) 


的 一 个 解 ， 试 应 用 这 原理 , 求 下 列 方程 的 通 解 : 
六 十 针 一 4eos28 二 6c0sz 寺 8 一 4 


19。 变动 参数 法 
第 18 节 中 所 讲求 


非 齐 次 方程 


y+P(Y +O(r) Y= Rr) (1) 
一 个 竺 解 揭 方法 有 两 方面 的 严重 局 限 性 : 它 只 能 用 于 系数 P(z) 及 
Q(z?) 为 常数 的 情形 ， 而 且 妈 使 在 那 种 情形 下 也 只 有 当 右 边 的 R(x) 形 
式 特别 简单 时 才 行 。 但 在 这 些 限度 内 , 这 方法 通常 是 最 易于 施行 的 . 
现 要 讲 一 种 总 能 行 得 通 的 更 有 效 的 方法 (不 管 己 @ 及 五 的 性 质 如 
何 ), 只 要 其 相应 齐 次 方程 


"+P(r)y Q(z) y=0 (2) 


的 通 解 已 知 即 可 ， 因 此 我 们 假定 已 用 某 种 方法 得 出 了 (2) 的 道 解 


Y(0) = on (7) + cy 0). 《3) 


这 种 方法 同 第 16 节 里 讨论 过 的 一 样 ; 这 就 是 把 常数 61 及 oa 独 成 未 知 


函数 m(z) 及 ?za(z)， 并 


设法 确定 9, 及 罗 , 以 使 
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Y= vi voye (4) 
是 (1 ) 的 一 个 解 @， 因 需求 出 两 个 末 知 函数 ， 这 就 必须 有 包含 这 两 个 阔 
数 的 两 个 方程 ， 由 于 要 求 (4) 应 是 (1) 的 一 个 解 , 这 就 得 出 一 个 方程 . 至 
于 第 二 个 方程 怎么 样 那 是 马上 可 以 清楚 的 ，、 我 们 先 算 (4) 的 导数 , 列 出 
式 子 如 下 ; 
= (V1 vag3) + (Vs + vay2). (5) 
如 再 微分 一 次 ， 那 就 会 出 现 未 知 函 数 w% 及 oa 的 二 阶 导数 ， 为 避免 增 
加 问题 的 复杂 性 , 我 们 让 第 二 个 插 弧 里 的 式 子 等 于 0 


Diy1 + vgs = 0. (6) 
这 就 得 到 
¥ =01 + vay . {7) 
于 是 
线 二 级 十 虽 十 V2 负 十 vy (8) 


把 (4), (7), (8) 代 和 人 (1), 整理 各 项 , 得 到 
v:(H+ Pyit Oy,) + vgs+ Pys+ Oy) 
+ vi ways =R(Z), (9) 

因 思 及 加 是 (2) 的 解 ,两 个 括 层 里 的 式 子 都 等 于 0, 于 是 (9) 缩 简 为 

y+ Vays = R(T). (10) 
把 (6) 与 (10) 结 合 一 起 , 便 得 含 两 个 未 知 国 数 好 及 级 的 两 个 方程 : 

91+ V29:=0 

oY 029 = RZ), 
它们 可 以 立即 求解 , 得 出 


,JiR(z) Rr) 
TW) Wy QD 


应 该 指出 , 这 两 个 公式 是 完全 合法 的 ， 因 加 及 ga 为 线性 无 关 从 而 分 母 
中 的 裔 氏 式 不 等 于 0。 这 就 只 要 再 把 (11) 式 积分 便 可 求 得 v4 及 wa: 


全 ”这 是 杰 动 常数 法 这 名 称 的 来 源 : 我 们 变动 常数 c 及 oz 
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= [=#R(> ， 四 
有 (12) 
现在 可 以 把 所 有 结果 合 起 来 , 得 到 所 求 {1) 的 特 解 为 
[一 2 BC 
9 0 


读者 会 看 出 这 方法 有 其 缺点 ， 特 别 是 (12) 中 的 积分 可 能 难 算 或 者 
不 能 算出 ， 此 外 , 甚至 在 开始 做 之 前 还 必须 知道 (2) 的 通 解 ; 不 过 这 个 
到 对 意见 实际 上 是 无 足 轻 重 的 , 因为 除非 已 经 有 了 (2) 的 通 解 ， 我 们 是 
不 太 可 能 会 想到 要 去 求 (1) 的 特 解 的 . 

例 1 试 求 辣 7y 二 cosz 的 一 个 特 解 . 

相应 齐 次 方程 十 y= 二 0 以 3(z) 一 0 sinz 十 czcosz 为 其 通 解 ， 故 

有 护 一 sing 多 一 cos2 为 一 cos7, 名 一 一 sinz，3i 及 ys 的 朗 氏 式 是 
Wg go) yg y= — sinw— cos =—1, 
故 由 (12 得 到 > - 


— eostcsog cos ; 
PRE eA = sy 一 1 
1 I | 党 W 一 1ogKsinX) 


及 

也 = p= 

一 i = 一 %. 

于 是 所 震 畦 解 是 

Y=sinvlog (sinz) ~—%ceosg, 

习 . 题 
1， 鞠 用 观察 法 然后 再 用 变动 参数 法 , 求 
2 44 2 


的 一 个 特 解 . 
2， 鞠 用 待定 系数 法 然后 用 变动 参数 法 , 阔 


gy fy =e 
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b. y+2y tye rlogw, ” 
Cy 2y 3 = 6dre ry 
d. 9*+29' 5y=e-rsee2r. 
4、， 求 下 列 各 方程 的 通 解 : 
a (rT) 2 729= (FD) 
b. (witp)y’+(2 oz (2+ y= rs 二 1 


20， 机 械 系统 的 振动 
一 般 来 说 ， 每 当 一 个 处 于 稳定 平衡 状态 的 物理 系统 受 干扰 时 就 产 


生 振动 ， 因 那 时 它 受 到 一 个 趋 于 恢复 平 衡 的 力 。 本 节 中 可 以 看 到 这 类 
情况 能 导出 


笃 = =R(#) 


这 形式 的 向 分 方程， 面 对 这 些 方程 的 研究 又 怎样 能 使 我 们 对 物理 环境 
有 更 好 的 了 解 , 

无 阻 足 的 篇 谐振 动 再 举 一 个 例 了 我 们 来 考察 质量 为 m 的 一 个 车 而 
通过 一 个 弹簧 过 在 附近 的 墙 上 {图 20)、 当 车 所 在 平衡 位 置 4=0 处 , 弹 
先 对 它 不 施 力 ， 阁 车 蛤 被 拉 开 既 离 x, 则 弹簧 施加 一 个 恢复 力 ,== 
一 £5， 这 里 是 个 正 的 常数 ， 它 的 数值 表明 弹 揭 强度 的 大 小 ， 据 站 帆 
第 二 运动 定律 , 车 是 质量 几 乘 以 其 加 速度 等 于 其 所 受 总 力 ,于 是 得 到 


图 20 
MF, (1) 
或 
Tr kr0. (2) 
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为 方便 想见, 可 把 这 运动 方程 写作 
dx 


加 四 
Zs Faw=0, (C3) 

次 中 = 林政 ,这 就 立即 能 写 由 它 的 通 解 
X=c1sinat cecosat. (4) 


车 把 车 启 拉 到 ”= ze 处 ， 并 在 i 二 0 时 不 给 予 任何 初始 速度 而 将 其 放 
开 , 这 时 初始 条 件 是 


当 t=0 时 z= 入 及 9 一 堵 一 0， 《5) 
则 易 知 ci 一 0 及 cs 一 zo, 故 (4) 变 为 
X=zocosat. (6) 


(6) 的 曲线 如 网 21 所 示 ， 这 个 简 谐振 动 的 振幅 是 so; 又 因 它 的 周期 了 
是 经 历 整 个 一 周 这 动 所 需 的 时 间 , 故 ozr= 2r, 于 是 


27_ /2 
P= 2 / 知 《7) 


图 21 
它 前 频率 了 是 单位 时 间 的 周 数 , 故 fT=1, 因此 
> _1 oa 1 Ek 
Ln 
由 (8) 显 然 可 见 : 若 弹 簧 强度 增加 或 车 质量 减 小 ， 则 振动 频率 增 大 ， 这 
同 我 们 的 常识 所 预料 的 一 致 
阻尼 振动 ”处 理 这 个 物 逐 问题 的 第 二 步 , 是 把 阻尼 力 Fs 的 影响 再 考虑 
进去 , 这 是 车 所 通过 的 媒质 (空气 、 水 、 油 等 等 ) 的 粘 浅 作 用 所 引起 的 . 
我 们 明确 假定 这 个 力 是 反抗 运动 的 ,其 数值 正比 于 速度 , 也 就 是 设 


(8) 


20， 机 被 系统 的 所 未 1 


EE 
Re 
这 里 e 是 个 正 的 当 数 , 表示 媒质 阻力 的 大 小 ， 这 时 方程 (1) 变 为 


Pd 
Mis™ 


=F,+Fe (9) 


故 


cdrx,k 
+ 让 器 + 此 


为 方便 计 , 仍 把 它 改 写 一 下 ; 


ta 0， 《10 


这 里 5=c/2 耻 ,4 一 MER/ 政 . 转 助 方程 是 
m+26m+-a’ =0, (12) 


7 一 0. 《10) 


它 的 根 wp! 及 mmz 丰 

tA 4 
(11) 的 通 解 当然 要 由 数 mw; 及 m2 的 性 质 确 定 。 我 们 知道 这 里 有 三 种 情 
形 , 现 分 别 讨论 如 下 . 

情形 她 85: 一 w>>0 或 8>>a。 粗略 说 来 ， 这 相当 于 假定 灌 性 所 致 的 摩 
糠 力 大 于 弹簧 强度， 由 此 推 知 m 及 ma 是 不 同 的 负数 ,而 (11) 的 通 
解 是 


一 2 士 \/ bo. 《13) 


Mm, 90 一 


Z=016™ oem {14) 
者 用 初始 条 件 (5) 算 出 2 及 cz, (14) 就 变 成 
N=—— (mem mae™). (15) 
一 ms 


这 个 国 数 的 曙 线 如 图 22 所 示 显然 这 时 不 产生 振动 , 车 只 是 缓 缓 回 到 
平衡 位 置 ， 这 类 运动 叫 超 训 碱 的 ， 现 在 设想 浪 性 减 小 到 下 面 的 那 种 
情形 . 
情形 如一 wg? 一 0 吉 5=a， 这 时 有 m=ms 一 一 b 二 一 g，(11) 的 通 
解 症 


92 第 三 章 ”二 阶 线性 方程 


! 一 四 和 
图 22 
Woe ete nt, (16) 
加 上 初始 条 件 (5) 后 , 得 到 
区 一 5oe (1+at). {17) 


这 个 函数 的 图 形 问 (15) 的 图 形 差不多 ， 这 时 仍然 没有 振动 ， 送 一 类 运 
动 叫价 界 误 减 的 。 现 在 如 果 少 性 再 减 小 , 不 管 只 碱 了 多 么 小 的 一 点 点 ， 
运动 就 变 成 振动 的 , 叫做 次 衰减 的 ， 这 种 情形 才 是 真正 有 意义 的 ,下面 
就 来 讨论 宅 . 
情形 C 如 一 q*?<0 或 5<a。 这 时 ma 及 ms 是 共 轿 复数 一 8 土 im, 其 中 
一 一 一 

于 是 (11) 的 通 解 是 

w=e (ecosat + cesingt), {18) 


用 初始 条 件 (5) 算 出 c, 及 cs 后 ,上 式 变 为 一 


=e- (goosat + bsingt). (19) 
车 引入 9= tan (bjo), 便 可 把 (19) 写成 更 能 说 明 问 题 的 形式 
= 二 erwoos(ot 一 0)， * (20) 


这 个 函数 是 振 落 性 的 ,其 振幅 按 指 数 函 数 式 减弱 ， 如 图 28 所 示 ， 它 并 
不 是 严格 意义 下 的 周期 函数 ， 但 它 的 曲线 相隔 一 定 中 高 穿 过 平衡 位 置 
z=0, 涛 把 它 的 “周期 "人 看 作 是 送 动 一 整 “ 周 " 所 需 的 时 间 , 则 aT=2x， 
于 是 
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27 2 2 


To a VE C2) 
此 外 , 它 的 “频率 ”于 是 
f= 南 = 直 V9 可 = 亦 A 22) 


这 个 数 各 常 叫 系统 的 自然 频率 ， 当 证 力 为 零 从 而 “一 0 则 (21) 及 (22) 
显然 就 变 为 (7) 及 (8)， 而 且 , 比较 (8) 与 (22)， 则 见 派 动 频率 因 存 在 阻 
尼 而 碱 小 , 同 预想 的 一 致 . 

强迫 振动 上 看 所 讨论 的 振动 四 自由 板 动 ， 关 为 作用 于 系统 上 的 力 都 
是 系统 的 内 力 ， 吏 在 进一步 分 析 奈 上 受 外 力 万 .二 f(t) 作 有 骨 的 情形 ,这 
种 外 力 可 能 来 自 许多 方面 : 例如 , 求 自强 赞 所 附 墙 的 振动 , 或 者 来 自 外 
界 磁 场 对 率 ( 如 果 车 是 铁 制 的 ) 的 作用 、 这 时 代替 (9) 的 是 


MPF FF, + Fe (23) 


鼓 


Ma re pa=f(i). (24) 


最 重要 的 情形 是 外 力 为 1) 二 Focoswt 这 条 形式 半期 力 的 情形 ， 这 时 
(24) 变 成 


a 4 Sthy = Poooset. (25) 
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我 们 已 经 解 出 相应 的 齐 次 方程 (10)， 所 以 为 求 (25) 的 通 解 只 要 再 我 出 
它 的 一 个 特 解 就 行 了 . 这 用 待定 系数 法 来 做 最 快 .于 是 ， 取 Y=dsinco 
十 Beoswt 作为 试验 解 . 代 入 (25) ,得 到 关于 4 和 五 的 下 列 两 个 方程 ; 
@eA+(k— OM)B=F,, 
(FE—0M)A— weB=0. 


这 个 方程 组 的 解 是 
关 we (WM)R 
A Ter 及 B= oy Tor 
故 所 求 特 解 为 
了 Fo ，i[ocsinot 二 (5 一 ozM)eosao 拉 《26) 


一 全 
引信 .区 一 taa [ooe/ Ck 一 oy 对 )], 可 把 (26) 写 成 更 有 用 的 形式 


I 一 
SR es (of 一 区) 《27) 


车 设 所 处 理 的 是 上 述 所谓 次 豪 减 运动 , 则 (25) 的 通 解 是 


w=e (ccosat + cosingt) 


Eq 


EY 
tN one (ot 《29) 


这 里 的 第 一 项 显然 是 暂 态 项 , 意 即 ->co 时 它 趋 于 0， 事 实 上 , 只 要 存 
在 某 种 程度 的 衰减 作用 ， 则 不 管 适 动 是 否 为 次 喜 减 的 ， 就 有 这 种 情形 
《参看 习题 17-2)， 所 以 ， 经 过 一 段 时 间 之 后 ， 运 动 取 第 一 项 ~ 一- 稳 赤 
项 所 表达 的 形式 ， 据 此 ， 就 可 忽略 (28) 的 暂 杰 项 ， 并 认为 对 于 大 的 
(25) 的 通 解 基本 上 等 于 其 特 解 (27)。 这 一 强迫 振动 的 频率 等 于 外 力 频 
率 o12r, 它 的 据 幅 是 系数 
Po/ VU or Ee, (C29) 
这 个 振幅 式 子 中 包含 一 些 有 趣 的 秘 效 ， 因 它 不 仅 依赖 于 名 和 卫 ， 
而 且 还 依赖 于 久 5 及 于， 例如 , 我 们 指出 ， 车 。 很 小 而 接近 于 VY 好 下 
( 因 币 大 一 os3f 很 小 ), 也 就 是 说 若 运动 只 有 轻 度 误 减 而 外 加 频率 @13z 
楼 近 于 自然 频率 
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1 fe ce 


2rYV NM AM . 
则 振幅 很 大 ， 这 现象 叫 共振 ， 共 振 的 古典 例子 是 ， 齐 步 直 的 一 队 人 过 
桥 时 车 步伐 接近 桥 的 自然 频率 , 桥 身 所 受 的 强迫 振动 就 形成 共振 . 
最 后 简单 提 一 下 上 述 机 械 问 题 同 第 13 节 中 所 论 电学 问题 间 的 某 
些 连 系 ， 在 那 一 节 里 曾 说 明 , 车 在 含 一 个 电 嚼 器 ,电感 器 和 电容 器 的 简 
单 电 路 中 接 上 内 期 性 电动 势 书 =Eoeos ot, 则 电容 器 土 的 电荷 @ 遵循 微 
分 方程 


LEQ+ RE + eosot. 
这 个 方程 同 (25) 非 常 像 。 特别 是 由 此 可 以 看 出 下 列 一 些 对 应 关系 : 
质量 # < 一 > 电感 五 


过 底 oe 一 电阻 机 
弹 筑 强度 te 一 > 电容 倒数 二 “ 


位 移 re 一 电容 器 上 的 电荷 . 
机 械 系 统 和 电学 系统 的 这 个 类 比 就 使 两 种 系统 的 数学 处 理 法 完全 一 
至 ， 并 使 我 们 永远 能 把 对 第 一 种 系统 的 数学 结论 立即 转 用 于 第 二 种 系 
统 ， 因 此 我 们 知道 在 给 定 的 电路 中 也 有 一 个 临界 电阻 ， 当 电路 中 的 电 
阻 小 于 此 值 时 , 自由 电路 将 呈 有 振荡 性 并 具有 某 一 自然 频率 , 电荷 8 会 
作 受 迫 稳 态 振动 , 并 在 条 件 合适 时 出 现 共振 现象 ， 


习 

1 考察 次 衰减 情况 下 的 强 追 振动 (27), 求 共振 幅 (29) 取 得 极 大 值 时 外 力 的 频率 。 
这 种 外 加 频率 是 否 必然 存在 ? 这 种 外 加 频率 5 如果 存在 ?的 值 咀 共振 频率 ， 试 
证 它 总 小 于 自然 其 率 . 

2. 考察 (20) 式 所 搞 述 的 次 豪 戚 自由 振动 ， 试 证 在 1 一 90， 了 TP, 2T，… 时 z 取 极 大 
值 ， 而 T 是 (21) 式 所 给 的 “周期 "， 着 zi 及 zo 是 xz 的 任意 两 个 先后 相继 的 极 
大 值 ， 试 证 ziyza 一 ez、 这 个 最 的 对 数 5T 叫 振动 的 对 数 缩减 logarithmic 
deerement) ， 
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3. 


21. 


半径 为 了 的 球形 浮标 半 沉 水 内 ， 若 把 它 稍 往 上 拨 ， 就 在 等 于 所 排水 的 项 量 的 
恢复 力 排 它 向 上 ， 族 辣 将 它 入 下 按 后 耕 手 ， 它 就 会 上 下 起 伏 ， 老 不 计 水 的 摩 
控 力 , 试 求 振动 周期. 


， 设 在 地 球 上 任 便 两 点 间 挖 一直 通联 道 ， 并 在 共 内 铺设 轨道 ， 则 一 一 不 计 摩 控 


让 在 隧 章 一 头 的 列车 将 因 其 自身 重量 沥 动 穿越 地 球 , 到 这 另 一 端 ,然后 
再 回来 . 试 证 整个 往返 一次 所 需 的 时 间 对 所 有 这 关隘 道 说 都 -“ 拌 ， 并 估算 它 
的 值 ， 

牛顿 引力 定律 及 行星 运动 

引力 平方 反比 律 是 许多 自然 现象 (行星 在 轨道 上 绕 太 阳 的 运行 , 月 


亮 和 人 造 卫 是 绕 地 球 的 运动 , 原子 物 埋 中 供电 粒子 的 适 动 路 线 ) 的 基本 
规律 ， 因 此 每 个 受过 科学 教育 的 人 都 得 知道 它 的 一 些 结论 ， 本 节 中 我 
们 要 从 牛顿 石 有 引力 律 推出 开 普 动 (Kepler) 的 行星 运动 定律 , 为 此 , 我 
们 来 讨论 质量 为 各 的 一 个 小 质点 《行星 ) 在 质量 到 的 一 个 固定 大 质点 


{ 太 


阳 ) 引 力作 用 下 的 运动 . _ 
和 如果 在 一 个 问题 中 ， 作 用 于 动 点 上 的 力 总 在 该 点 到 一 个 定点 的 连 


线 方 向 上 , 最 简便 的 做 法 是 把 速度 、 加 速度 以 及 力 分 解 为 沿 读 直 线 的 以 


及 于 


维 直 于 该 直线 的 两 个 分 量 ， 这 样 ， 我 们 取 固 定 质点 所 在 处 为 航 举 标 


的 原点 (图 24), 把 从 原点 到 动 点 名 的 矢 径 表 为 
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r=?7W;, (1) 
这 里 ab 是 沿 ? 方向 的 前 位 矢量 多， 我 们 显然 有 
tr =icos0+ jsing, {2) 
而 垂直 于 we 指向 9 增加 方 举 的 那个 机 应 单位 矢 基 x 是 
如 一 一 ising 十 jos0， (3) 
将 (2) 及 (3) 分 别 微分 后 , 得 出 篇 单 的 关系 式 


ue Rn _ 
dO EL 


这 在 计算 速度 和 欠 量 名 及 加 速度 失 景 a 时 至 为 重 灾 ， 直 接 从 (1) 计 算 , 得 
到 


or dr BO dr a0 dr 
at as ai ag at a dt dt 
(4) 
及 
Eb 
若 把 作用 于 mw 上 的 力 下 写作 
F=Fout Fur, 《6) 


则 自 (5) 及 (6) 以 及 牛顿 第 二 运动 定律 wa 二 F, 得 到 


ab drdb\ ar /dN 
可 (号 让 二 2 的) 可 及 串 竖 过 上 = (7) 


这 些微 分 方程 制约 质点 名 的 运动 , 并 且 不 管 力 的 性 质 如 何 , 它们 总 是 成 
立 的 ， 我 们 的 下 一 步 工 作 是 对 的 方向 及 数值 作 一 些 假定 之 后 ， 从 这 
些 方 程 提取 关于 运动 的 知识 ， 

有 心力 ”如 果 力 下 没有 菲 直 于 的 分 量 , 也 就 是 如 果 ,二 0, FF 就 叫 有 
心力 在 这 一 假设 下 ,(7) 的 第 一 个 方程 就 变 为 


名 ”这 里 我 们 采用 一 般 概 例 以 基体 字 下 矢量 、 
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以 > 乘 各 项 , 得 到 


2 和 argg_ 
” + di 

或 

2rd 

号 $)=0, 
页 得 

390_ 
他 T= 《8) 


其 由 天 为 基 一 常数 ， 我 们 假定 瑚 是 正 的 ， 这 显然 表明 知 是 依 反 时 针 方 
向 运动 的 若 4=4(t) 是 了 从 某 固定 参考 位 首 起 扫 过 的 面积 , 从 而 d4 
二 ?7749/2; 则 由 (8) 得 到 


1 QH _1 
4 可 (部 Ja 到 at (9) 
把 (9) 从 所 积分 到 如 ,得 到 
ACH) AGH) Bhs tb). (10) 


这 就 给 出 了 开 普 勒 第 二 定律 ， 从 太阳 到 一 行星 的 舌 径 在 等 时 间 内 要 
出 等 面积 0 

有 心 引 力 。 现 在 再 渤 一 步 作 特殊 的 规定 , 假定 是 有 心 引力 , 它 的 数 信 
(根据 牛顿 万 有 引 律 ) 正比 于 两 个 质量 的 柔 积 ， 而 与 它们 间 的 虐 离 平方 
成 反比 :; 


了 -一 一 G 一 一 ， {11) 


字母 @ 表 示 引 力 常数 ， 它 是 自然 科学 中 的 普遍 常数 之 一 ， 若 把 (11) 写 
成 稍 较 简 单 的 形式 


外 当 丹 才 天 文学 家 柳 谷 ' 布 拉 海 (Tycho Brahe) 于 1601 年 去 世 时 , 他 的 助手 开 普 勘 
《Johannes Kepler,1571-1630) 继承 了 他 在 不 同时 刻 对 各 行星 位 置 的 大 量 观测 数据 ， 开 普 
二 对 这 些 材 料 不 断 研究 了 20 年 ， 终 于 从 中 所 出 了 基于 行星 运动 的 三 个 简单 定律 ， 这 是 风 千 
年 纯 术 观 察 天 文学 的 剑 峰 造 极 工作 
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其 中 多 =GM, 则 (7) 的 第 二 个 方程 变 为 
如 -办 - 友 om 


以 后 的 事实 表明 , 者 引入 新 变量 z= 寺 并 用 乡 代 替 诗 作为 自 变 量 , 则 上 


述 方程 就 变 成 一 种 我 们 所 熟悉 的 形式 ， 为 作 这 种 变换 , 必须 先 算出 


名 -( 畏 -十 疼 - 一 二 吕 开 -二 时 入 dz 
a di\a) zd ddt vdr dd 


及 


dr pd/da\y xls dah pd 
5 刀 ( 史 -hg = Mr 7 


”将 以 上 第 二 式 代入 (12) 并 将 (12) 中 的 及 虹 分 别 换 成 二 及 hz?， 得 到 


2 
一 名 2 2 =—kz’ 


En 
或 
a 天 
+ 部 {13) 
这 个 方程 的 通 解 可 立即 写 出 : 
4=Asin9+Beosg 二 六: {14) 


为 求 简化 , 我 们 这 样 来 改变 极 付 标 轴 的 方向 , 使 当 8=0 时 "为 极 小 ( 即 
其 时 m 最 接近 原点 )。 这 表明 在 该 方向 上 4 取 极 大 值 , 故 当 4=0 时 有 


qs » Cz 
如 -0 级 入 < 


这 些 条 件 说 明 4=0 而 B>0。 现 车 再 把 z 换 


1 四 Bik » 
K/BBeosd 1+(CBh/k) cosd’ 


车 令 e= Bhr/k, 这 个 轨道 方程 就 变 成 


回 


到 二 , 则 (14) 可 写成 


他 
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人 (15) 
其 中 e 是 个 正 的 当 数 。 

到 这 里 我 们 就 回忆 超 (图 25)， 由 PF/PD 一 e 所 定 的 轨迹, 是 以 下 
为 焦点 , G 为 准 线 , e 为 偏心 率 的 圆锥 曲线 ， 若 用 了 及 6 来 表 这 个 条 件 ， 
则 易 见 


图 25 


-be 


7 一 iecosg 
是 这 圆锥 曲线 的 航 坐 标 方程 , 它 按 e<1，e=1， 或 e>> 工 而 分 别 为 一 本 
茹 ,抛物 线 或 双 曲 线 。 据 比 可 知 轨 道 (15) 表 示 一 贺 锥 曲线 , 其 偏心 率 为 
e 二 BB?/ 忆 又 因 行 星 保持 在 太阳 系 内 从 而 是 沿 闭 曲线 轨道 运行 的 , 我 们 
就 得 到 开 普 勒 第 一 定律 :会 个 行 性 的 轨道 是 一 业 鸯 ， 以 太阳 为 其 一 个 
偏心 率 的 物理 意义 ”从 方程 (4) 得 知 m 的 动能 为 


1 1 2 fd0\ ,fdry’ 

BA -=m (6 a | (16) 
这 一 系统 的 势能 是 将 汉 移 到 无 穷 远 处 《那里 势能 为 零 ) 所 需 的 功 取 负 
值 , 也 就 是 等 于 


tn. (17) 
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车 至 是 这 个 系统 的 总 能 量 (而 据 能 量 守恒 原理 它 是 常数 )， 则 出 (16) 及 


(17) 得 到 
zn | (RY + 人 人) |]- 各 =z (18) 


在 9=0 时 , (15) 及 (18) 给 出 
hf/k mr em 
Te 及 -37 人 


从 这 两 式 容易 消去 妇 再 从 所 竺 结集 解 量 。 有 


e- V 1+E( ar) 

这 就 使 我 们 能 把 轨道 方程 (15) 写 戌 
Re 

1+M TEC mE )cosg” 
由 (19) 显 见 轨 道 之 为 杭 圆 .抛物线 或 双 曲 线 , 依 吾 <0, 吾 一 0 或 吾 >0 而 
定 。 所 以 集运 行 轨 道 的 性 质量 然 为 其 总 能 量 吾 所 完全 确定 。 因 此 ， 太 
阳 系 里 的 行星 具有 人 负 的 总 能 量 并 按 椭 圆 轨 道 运 行 ， 而 以 高 速度 通过 太 
阳 系 的 物体 具有 正 的 能 量 并 沿 双 山 线 送行 ， 有 意义 的 一 点 是 ， 如 果 能 
把 像 地 球 这 样 的 行星 从 后 方 推动 一 下 , 把 它 的 运行 速度 增 到 足够 大 , 使 
其 总 能 量 大 于 0, 它 就 会 进入 双 上 曲线 轨道 而 永远 离开 太阳 系 . 
行星 的 运行 周期 ”现在 限于 讨论 吧 具 有 本 加 轨道 (图 26) 的 情形 . 这 轨 

¥ 


个 


(19) 
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道 的 极 坐 标 方程 是 (15), 它 的 直角 华 标 方程 是 


gp 
Stl 


从 初等 解析 几何 知道 一 e/g， 而 一 融 ， 天 6= (a 一 b?)/a*， 
从 而 
b=0 (1—e’). {20) 
从 区 到 焦点 五 的 平均 距离 4 是 了 的 最 大 值 与 最 小 值 之 和 的 一 半 ， 故 
(15) 及 (20) 给 出 
oo (te = 


于 是 有 


hg 
2 
Ce (21) 


若 外 是 名 的 周期 ( 即 吉 沿 轨道 运行 一 整 周 所 需 的 时 间 )， 则 由 于 椭 敬 的 
面积 是 wab, 故 从 (10) 得 知 xa8 二 7/2， 利 用 (21), 这 就 有 


2 2 
T -er. {22) 


在 这 一 理想 化 的 分 析 过 程 中 ， 和 常数 =GJL 只 取决 于 中 心 体 的 质量 
而 与 m 无 闫 , 故 (22) 对 太阳 系 中 的 所 有 行星 都 成 立 , 而 这 就 是 开 普 惑 第 
三 定律 :行星 运行 局 期 的 平方 正比 于 其 平均 距离 的 立方 
本 节 所 述 思 想当然 主要 来 源 于 牛顿 (参看 附录 B)、 不 过 这 里 所 作 
的 论述 同 他 原来 的 很 不 相同 , 因 他 没有 明确 运用 微 积分 中 的 方法 . 
习题 
1.， 坛 证 , 从 方程 (8) 及 (15) 这 种 形式 的 头 两 个 开 普 蔓 定 律 可 以 推出 : m 受 一 个 指 
向 原点 的 引力 作用 , 其 数值 与 r 的 平方 成 反比 ， 这 是 后 旱 前 基本 发 现 , 因为 由 


此 引起 他 提出 他 的 引力 律 并 考察 其 种 种 推论 . 
2 试 证 一 行星 在 其 轨道 上 任 一 点 处 的 速度 ”由 下 式 给 出 ; 


v2 -1 一) 
了 


3、 假 如 地 球 爆 烈 碾 碎片 ， 且 这 些 碑 片 以 相同 速度 (相对 于 太阳 而 言 ) 朝 各 个 方向 
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世 出 而 进入 具 各 自 的 轨道 ， 试 证 ， 近 了 那些 被 吸引 到 太阳 或 移出 太阳 系 的 碎 
片 之 外 ,所 有 共 他 碎片 以 后 将 在 同一 地 点 重新 误 合 . 


附录 A. 欧 拉 

欧 拉 (Leonhard Euler,，1707 一 1783) 是 瑞士 最 著名 数学 家 ， 也 是 
近世 三 大 数学 家 之 一 《 另 两 个 是 高 斯 (Gauss) 和 黎 曼 (Riemann))。 他 
也 许 还 是 古今 各 领域 里 最 多 产 的 作家 ， 他 的 全 集 的 出 版 工作 开始 于 
1911 年 , 舍 计 如 要 完成 整个 计划 ， 将 需要 有 所 出 100 大 卷 以 上 ， 他 的 文 
字 既 轻松 又 易 懂 , 卉 称 这 方面 的 典范 ， 他 从 来 不 压缩 字句 , 总 是 社 津 有 
味 地 把 他 那 直 窜 的 思想 和 广泛 的 兴趣 写 得 有 声 有 色 ， 法 国 物理 学 家 阿 
拉 哥 《Arago) 在 谈 到 欧 拉 的 举世 无 双 的 数学 才能 时 说 过 :“ 他 做 计算 训 
不 费力 , 就 像 人 们 平常 呼 驶 空气 或 像 徐 应 插 风 展翅 釉 翔 一 样 "， 他 在 生 
命 的 最 末 17 年 间 完 全 拓 明 , 但 赁 着 他 那 了 不 起 的 记忆 力 和 丰富 的 想像 
力 , 加 上 有 人 帮助 他 口授 笔录 来 狭 写 他 的 书 和 科学 论文 , 他 实际 上 反而 
更 多 地 写 出 了 他 那 已 经 是 卷 幢 浩 繁 的 著作 

殉 拉 是 巴塞 耳 (Basel) 地 方 人 , 是 约翰 伯 努 利 在 巴塞 耳 大 学 的 一 
个 学 生 ， 但 很 快 他 就 超出 了 他 的 老师 、 他 一 生 的 工作 期 间 是 作为 柏林 
科学 院 院士 和 彼 德 堡 科学 院 院 士 在 两 地 波 过 的 ， 他 是 个 有 广泛 文化 素 
养 的 人 ， 深 详 古 典 语文 和 文学 (他 能 背诵 罗马 诗人 维 吉尔 (Virgil) 的 史 
诗 Aeneij))， 懂 得 许多 现代 语文 、 生 理学 ,医学 ,植物 学 ,地 理 以 及 他 那 
个 时 代 的 全 部 物理 科学 ， 不 过 他 对 形而上学 ( 意 即 哲学 一 一 译 者 ) 和 汰 
论 缺 乏 才 能 ， 他 和 伏 尔 春 在 脐 特 力 大 帝 的 宫廷 里 作 心 平 气 和 的 论争 时 
总 是 输 的 ， 他 的 私人 生活 是 再 也 安静 平淡 不 过 的 了 , 这 对 于 一 个 有 13 
个 孩子 的 人 来 说 是 很 难能可贵 的 。 

欧 拉 本 人 虽 不 是 教师 , 但 他 对 数学 教学 的 影响 之 深 超 过 任何 人 .这 
主要 是 通过 他 的 三 大 著作 产生 的 : 《无 穷 分 析 引 论 》 (Introductio in 
Analysin Infinitorum, 1748); 《微分 法 >(Institutiones Calculi Dif- 
ferentialis， 1755); 和 < 积分 法 > (Institutiones Calculi Integralis, 
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1768 一 1794)， 有 多 老话 说 , 自从 1748 年 以 后 , 所 有 初等 微 积分 和 高 和 
微 积分 教科 书 , 基本 上 都 抄 玖 欧 扩 的 书 ， 或 者 抄 缆 那些 抄 获 欧 拉 的 书 ， 
这 话 契 颇 有 道理 的 ， 这 些 著作 把 前 人 的 发 现 加 以 总 结 和 定 慌 ， 并且 
充满 了 欧 拉 自己 的 见解 ， 他 准 广 和 和 政 进 了 平面 与 立体 解析 几何 ， 引 人 
了 对 三 角 学 的 分 析 处 理 法 , 并 首创 对 于 盟 数 logz 与 er 的 现代 讲法 . 他 
关于 负数 和 复数 的 对 数 提出 了 前 后 一 黄 的 理论 , 并 发 现 logz 是 无 穷 多 
信 的 ， 通 过 他 的 著作 . e，x 及 i 这 些 记号 才 在 所 有 数学 家 中 间 广 泛 流 
行 ， 是 他 把 光 三 者 联系 在 一 个 令 人 叫绝 的 关系 式 。" 十 1=0 里 ， 这 是 
他 那个 尘 名 公式 ev 一 ros0 十 fsing( 它 把 指数 困 数 与 三 角 国 数 连 系 起 
来 ) 的 特例 .他 所 创 的 标准 数学 记号 中 有 sinz, cosz, 以 及 用 f(z) 来 表 
一 个 没有 明确 规定 的 隔 数 ， 以 及 用 3 米 夫 示 求 和 2， 在 运用 无 窍 级 数 、 
元 穷 乘积 .过 分 数 方面 ,他 是 最 早 并 最 擅长 的 一 个 大 师 , 养生 在 他 的 
著作 中 充满 了 这 些 方面 的 局 人 发 现 ， 他 喜欢 搞 特 定 的 具体 问题 ， 而 不 
像 现代 数学 家 那样 坟 中 于 搞 一 般 理 论 ， 他 有 具有 无 与 伦比 的 洞 宪 力 ， 能 
夏 红 那些 似乎 之 不 相关 的 公式 之 间 的 联系 ， 从 而 开辟 了 半 向 分 析 中 新 
领域 的 许多 途径, 留 给 他 的 后 人 去 开县 @- 

他 对 微分 方程 提出 了 许多 重要 的 思想 ， 各 种 降 阶 法 , 积分 因子 (也 
常 叫 隐 拉 乘 数 ) 的 想法 ， 本 章 中 所 讲 二 阶 线性 方程 理论 的 大 部 分 内 容 ， 
霹 级 数 解法 一 这 一 切 帮 应 归功 于 欧 拉 吕 ， 此 外 ， 他 对 变 分 法 作出 了 
第 一 个 系统 的 论述 (从 他 那个 极 小 蝎 线 的 基本 微分 方程 出 发 )， 发 现 了 


@ 大 看 C.B. Boyer “近世 最 著名 教科 书 ?(The Foremost Textbook of Modern 
Times)， 载 Am， Math, Monthly, vol.58 pp. 223~—228,1951, 

”参看 F，Cajori 着 (数学 记号 史 > (“A History of Mathematical Notations”, 
Open Court, La Salle,1l]., 1929), 

@ ”对 于 那些 起 亲自 拱 烛 欧 拉 局 起 的 读者 ， 可 参阅 G，Polya 的 杰作 《 数 半 与 合 情 扒 
理 y (Mathematics and Plausible Reasoning) 的 卷 I 第 六 帝 ，Princeton University 
Press, Princeton, N.J. ,1954. 

图 参阅 E.L. Ince 在 其 k 常 微分 方程 》 (Ordinary Diff.Eqs. ,pp 533 一 536) 一 书 中 
关于 历史 概述 部 分 的 材料 ， 
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确定 嘎 马 (gamma) 丽 数 和 倍 系 (beta) 函数 的 欧 拉 积分 并 引 人 欧 拉 常 
数 


yin(1 二 各 二 豆 + 十 二 一 logmj=05772 2 


这 是 数学 里 面 继 x 和 e 之 后 最 重要 的 特殊 数 了 了 ; 他 兽 用 过 福 里 豪 级 数 ， 
在 对 绸 紧 硬 膜 振荡 的 研究 工作 中 遇 汉 过 贝 塞 基 函数， 用 拉 普 拉 斯 变换 
解 过 微分 方程 一 -这 一 切 革 作 都 在 福 里 豪 ,中 塞 耳 、 和 拉 普 拉 斯 出 生 之 
前 ， 现 代数 学 的 主流 之 一 一 一 拓扑 学 ， 来 源 于 他 对 哥 尼斯 便 桥 问题 的 
解决 @@, 和 他 所 发 现 的 简单 多 面体 的 角 顶 数 、 边 数 和 面 数 之 间 的 关系 式 
V~Et+F=2. 

在 数论 方面 , 他 最 早 发 表 对 费 马 定理 及 费 马 二 平方 和 定理 (参看 第 
§ 节 ) 的 证 明 .其 后 他 引入 欧 拉 风 函 数 ,将 这 些 经 典 问 题 中 的 第 一 个 结果 
加 以 推广 ; 他 对 第 二 个 定理 的 证 明 化 了 他 七 年 不 断 的 努力 此 外 , 他 证 
明了 每 个 正 整 数 是 四 个 平方 数 之 和 , 考察 了 二 次 互 反 律 (law of quad- 
ratic reciprocity), 最 早 提 出 了 划分 理论 , 这 就 是 确定 一 个 已 给 正 整数 
能 以 几 种 方式 分 解 为 正 整数 之 和 的 问题 所 引起 的 理论 . 

他 的 一 些 最 有 趣 的 工作 是 关于 质数 方面 的 ， 所 谓 质 数 就 是 只 以 1 


外 参阅 philip J Davist 欧 拉 积 分 ，gamma 函数 的 历史 侧记 >(Leonhard Enter's 


jntegral: A Historical Profile of the Gamma Function)-- 文 , 载 于 Am. Math. 
Month]y, vol. 66. pp. 849—869, 1959. 

国 ” 哥 尼斯 俊 括 问题 (Kinigsberg bridge problem); 在 流 经 东 普鲁士 可 尼斯 斜 的 “ 
Pregelarme 河上 有 两 个 岛 , 其 上 共有 蕊 个 桥 ( 图 入 中 的 2)， 使 两 岛 彼 此 并 与 两 岸 相通 ， 当 


图 B 
地 人 总 想 能 采 到 一 条 合适 的 路 线 通过 每 个 桥 而 又 不 在 全 一 桥 上 年 走 两 次 ， 欧 拉 听 浇 之 后 把 
” 这 问题 简化 为 图 B 宫 的 诸 线 能 否 用 一 笔 勾画 而 不 重 搞 其 中 任何 一 段 。 全 证 明 在 上 述 情形 下 
这 问题 不 能 解 , 并 提 册 在 什么 条 件 下 可 能 的 准则 ， 一 一 译 者 注 
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及 了 为 其 正 因 子 的 那些 整 妆 9>I， 他 利用 调和 级 数 1 言 十 言 十 … 的 


发 散 性 ， 如 此 简单 而 巧妙 地 证 明了 质数 个 数 无 穷 这 个 所 请 欧 几 里 德 定 
理 ， 使 我 们 不 端 冒 味 把 它 写 在 这 里 ， 很 如 质数 只 有 丈 个 : 下 ， 和 ， 
gr 则 每 全 整数 4 之 1 可 接 队 一 方式 开 为 8= 企 束 …… 殖 .车 2 是 这 些 
指数 中 的 最 大 者 , 则 有 


1 省 二 十 一 寺 和 


十 工 
及 
1 


(ar 1 ?各 
沁 是 只 要 把 丰 迪 的 各个 因 天 册 来 就 宕 吕 帮 多. 但 从 TY 十 下 十 
二 1/ (1 一 x)( 它 对 |z| < 之 1 成立) 这 个 简单 公式 , 可 看 出 上 面 这 个 乘积 中 
的 各 因子 小 于 下 面 各 数 
1 1 .1 
1—1p 1p 1—1/pr 
因此 对 任何 * 有 
tt 
这 就 同调 和 级 数 的 发 数 性 相 矛 盾 ， 因 而 证 明了 质数 的 个 数 不 可 能 只 是 
有 限 个 ， 他 又 证 明 各 项 为 质数 倒数 的 级 数 


二 十 井 二 于 十 亏 十 大 二 者 + 吉 


了 
是 发 散 的 , 并 发 现下 面 这 个 奇 砂 的 恒等式 : 车 s>i 则 


cl 1 
2 -1in 


这 里 右边 的 式 子 表 示 数 (1 一 人 7) 的 对 积 ， 其 中 是 所 有 质数 .以 后 
在 第 五 音 附 录 瑟 关于 黎 曼 的 注 记 里 还 要 再 提 到 这 个 恒等式 , 

在 欧 拉 的 时 代 还 不 分 什么 纯粹 数学 和 应 用 数学 , 对 他 来 说 , 整个 物 
理 世 界 正 是 其 分 析 方 法 的 用 武之 地 ， 古 典 为 学 的 基础 是 牛顿 商 立 的 ， 


”放水 


Pr 
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而 欧 拉 则 是 其 主要 建筑 师 ， 他 在 其 1736 年 的 论著 中 最 旱 明 确 提 出 质 
点 或 粒子 的 概念 ,最 嘻 研究 质点 沿 任 一 项 线 运动 时 的 加 速度 , 并 在 有 关 
速度 与 加 速度 问题 上 应 用 关 景 概念 ， 他 在 数学 物理 上 的 成 就 是 如 此 之 
多 , 他 的 影响 是 如 此 广泛 , 以 致 物理 学 家 并 不 把 他 的 大 部 分 发 现 妇 功 于 
他 , 而 只 认为 是 理所当然 的 事 ， 然 而 , 我 们 确实 知道 欧 拉 发 现 的 有 : 刚 
体 施 转运 动 方程 , 流体 动力 学 中 关于 理想 不 可 压缩 流体 流动 的 方程 , 弹 
性 梁 的 弯 直 定律 , 柱 弯曲 理论 中 的 临界 负荷 .在 好 些 情况 下 , 他 的 科学 
思维 促使 他 所 提出 的 一 些 想法 并 不 能 为 当代 学 者 所 理解 ， 例 如， 他 预 
料 到 有 辐射 压强 的 现象 ， 这 在 现代 关于 恒星 稳定 性 的 理论 中 是 非常 重 
要 的 ,而 麦克 斯 书 直 到 一 百 多 年 之 后 才 在 他 的 电磁 学 著作 中 重新 发 现 . 
欧 拉 是 数学 界 的 莎士比亚 , 全 才 , 丰富 多 采 , 取 之 不 尽 用 之 不 竟 . 
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大 多 数 人 都 多 少 知道 牛顿 (lssac Newton，1642- 一 1727) 的 名 字 和 
声誉 , 因为 从 他 死 后 迄今 两 个 半 世 纪 里 , 他 这 个 万 有 引力 律 的 发 现 者 仍 
然 举世 闻名 不 避 当 年， 但 是 , 他 以 磅 磷 之 势 作出 如 此 重大 贡献 之 际 , 实 
际 上 几乎 创立 了 现代 物理 科学 , 从 而 对 文明 生活 方向 影响 之 深远 ,超过 
一 些 国家 的 兴 训 存亡 ， 知 悉 这 一 点 的 人 就 不 那么 多 了 .凡是 有 资格 作 
出 判断 的 人 , 都 一 致 认为 他 是 人 类 所 曾 出 现 的 极 少数 几 个 超 天 才 之 一 ， 

中 顿 出 生 于 英国 伍 尔 素 普 (Woolsthorpe) 村 的 农家 ， 他 的 早年 生 
活 世 人 所 知 极 少 , 他 在 剖 桥 大 学 求学 时 在 外 表 上 似乎 也 并 不 加 露头 角 . 
1665 年 发 生 瘟疫 , 大 学 被 迫 关 闭 ， 牛 顿 回 到 乡下 家 中 ， 一 直 住 到 1667 
年 。 在 这 乡村 幽 居 的 两 年 之 中 , 22 岁 到 24 岁 的 牛顿 天 才 横 洲 ， 风华 正 
茂 ， 源 源 不 竭 地 作出 了 人 类 恩 想 史上 无 与 伦比 的 发 现 ， 指 数 为 负数 和 
分 数 的 二 项 式 级 数 ; 微分 学 和 积分 学 ; 作为 了 解 太 阳 系 结构 的 钥匙 的 万 
有 引力 定律 ; 用 三 校 镜 把 日 光 分 解 为 可 见 光 庶 , 借 此 以 解释 虹 彩 的 由 来 
并 有 助 于 理解 光 的 一 般 性 质 , 也 在 晚年 妃 忆 这 段 峰 嵘 的 青春 岁月 时 说 : 
“当年 我 正 值 发 明 创造 能 力 最 强 的 年 华 ， 比 以 后 任何 时 期 更 专心 数 志 
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数学 和 哲学 ( 即 科学 ).” 

牛 帧 一 直 是 个 内 向 沉 潜 的 人 , 他 那 不 朽 的 发 现 大 都 络 在 自己 心头 . 
他 对 发 表 文章 没有 多 大 兴趣 ， 他 的 大 部 分 巨 善 邦 是 在 朋友 们 的 劝告 和 
坚决 请 求 之 下 勉强 搞 出 来 的 .但 是 他 的 芭 病 巴 罗 (Isaac Barrow) 是 这 
样 明确 玩 误 地 认 清 了 他 那 独 一 无 二 的 才能 , 觉 使 他 在 1669 年 辞去 他 的 
教授 职位 而 让 给 他 的 学 生 ( 这 在 学 术 界 中 是 空前 绝 后 之 举 !)， 此 后 27 
年 间 午 畏 就 安身 立 命 于 剑桥 大 学 ， 他 在 数学 上 的 发 现 从 来 没有 写成 连 
贯 的 形式 俱 正 发 表 过 , 而 几乎 只 是 则 于 偶然 的 机 缘 为 少数 人 所 知道 , 例 
如 通过 一 些 谈话 以 及 在 一 些 答复 问题 的 书信 中 。 他 似乎 认为 他 所 发 明 
的 数学 方法 主要 是 作为 研究 科学 问题 的 有 用 工具 , 而 本 身价 值 比较 小 . 
与 此 同时 , 德意志 的 菜 布 尼 杷 也 独自 发 明了 微 积分 ;而 通过 他 同和 铂 努 利 
家 族 成 员 间 的 频繁 书信 往来 , 其 后 通过 欧 拉 的 著作 , 这 门 新 分 析 的 领导 
权 落 入 欧洲 大 陆 人 之 手 一 直达 200 年 之 入 中 . 

半 顿 在 剑桥 执教 的 早期 生活 后 人 知之 不 多 ， 但 光学 和 制作 望远镜 
肯定 是 他 当时 的 主要 兴趣 之 一 ， 他 做 了 许多 磨 透镜 的 试验 〈 用 他 自己 
制作 的 工具 ), 并 在 1670 年 左右 造 出 第 一 架 反 射 望远镜 , 那 是 今日 用 于 
柏 洛 麦 (Palomar) 山 以 及 世界 各 地 大 望远镜 的 老 祖宗 ， 他 用 三 棱镜 分 
析 晶 光 的 实验 既 切 实 可 行 而 又 简单 ， 这 始终 标志 着 他 的 这 个 早期 工作 
是 实验 科学 的 不 朽 典 范 之 一 ， 但 这 仅仅 是 开始 ， 因 他 不 断 深入 探索 光 
的 奥秘 ! 而 他 在 这 方面 的 工作 不 断 显 示 他 具有 景 高 度 的 实验 天 才 . 他 曾 
发 表 了 一 些 发 现 , 但 当时 科学 界 人 士 对 此 昌 昧 无 知 而 挑 易 指 责 , 使 他 置 
新 龟 编 ， 加 强 了 此 后 只 为 满足 自己 爱好 而 进行 研究 的 决心 .20 年 之 后 


外 污 读 和 牛 玫 和 业 布 尼 想 (通过 奥 富 煲 ，Oldenburg) 在 1676 和 1677 年 的 通讯 是 径 有 
意思 的 ( 参 卉 及， 下 ，Turmnbull 编 * 牛 下 书信 集 >("The Correspondence of Isaac New- 
ton”), Cambridge, New York,1959,1961))。 在 第 165,172, 188 及 209 件 中 , 牛顿 讨论 了 
地 的 二 项 级 数 ， 但 在 提 到 他 关于 微 积分 和 微分 方程 的 思想 时 ， 却 用 密码 文字 书写 不 让 人 人 知 
道 , 而 莱 布 尼 丫 则 毫 无 拘束 地 发 表 了 他 的 那 一 鼠 微 积分 学 , -第 190 件 也 是 有 相当 价 介 的 , 因 
为 在 那里 牛顿 记 下 了 关于 微 积 分 基本 宅 理 的 叙述 和 证 明 , 而 这 也 许 是 最 早 的 , 
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他 在 敏 菜 布 尼 兹 的 信 中 用 如 下 的 话 发 泄 了 他 的 这 种 和 情绪: “至 于 分 色 现 
象 问题 "我 息 自 己 已 发 现 了 最 可 靠 的 解 琶 , 但 我 不 原 写 书 发 表 , 深 您 无 
知之 徒 因此 对 我 发 起 攻击 和 责难 . ”中 

在 十 七 世纪 70 年 代 晚 期 , 千 顿 又 周期 性 地 陷入 一 段 讨 大 科学 工作 
的 年 月 把 他 的 精力 用 到 别 的 方面 去 了 ， 到 那 时 为 止 他 还 没有 发 表 过 
关于 动力 学 和 引力 方面 的 材料 ， 这 方面 的 许多 发 现 他 还 都 放 在 书 课 抽 
虑 里 无 人 理 唉 ， 但 最 后 因 被 虎 区 (Robert Hooke) 的 自 雇 和 对 他 的 指 
责 所 激怒 , -并 为 哈雷 (Edmund Halley， 以 发 现 哈雷 艳星 闻名 于 世 ) 的 
外 交 辞 令 所 开导 , 他 又 把 心思 放 在 这 些 问题 上 , 开始 撰写 他 那 最 伟大 的 
著作 < 原理 > 加。 和 牛顿 的 扩 科 学 工作 有 点 象 活 火 山 , 长 期 的 平静 ， 但 不 时 
进发 嵌 几乎 是 超人 的 大 所 工作 . “原理 ? 古 在 他 精力 完全 集中 的 、 难 以 
置信 的 18 个 月 里 完成 的 ,而 当 它 在 1687 年 问世 时 , 立刻 被 人 承认 为 人 
类 寄 智 的 至 高 成 就 之 一 。 在 蔬 中 他 痪 玄 了 理论 力学 及 流体 力学 的 基本 
原理 ; 对 波动 现象 作出 了 第 一 次 数学 分 析 ; 从 引力 的 平方 反比 例 定律 推 
出 了 开 普 勒 定律 , 并 解释 了 彗星 的 轨道 ;计算 了 地 球 ,太阳 .有 卫星 的 一 
些 行星 的 质量 ; 说 明 地 球 两 极 稍 扁 的 缘故 并 以 此 来 解释 岁差 (preces- 
sion of the equinoxes); 并且 建立 了 潮 沙 理论 ， 这 些 只 不 过 是 那 部 巨 
著 中 的 吉 光 片 羽 . 《原理 ?历来 是 本 难 读 的 书 ， 文 体 冷 漠 使 人 有 超 尘 绝 
俗 之 感 , 这 也 许 对 那 宏 博 的 题材 是 合适 的 。 此 外 , 紧凑 的 数学 内 容 几 乎 
完全 自古 典 几 向 所 组 成 ,而 这 种 几何 在 当时 很 少 有 人 注意 , 至 今 懂得 的 
人 更 少 @， 在 他 的 动力 学 和 天 体力 学 中 ， 千 申 胜利 完成 了 哥 白 尼 , 江 普 
勒 和 伽利略 所 开创 的 学 说 ， 这 一 胜利 是 这 样 的 全 面 ， 以 至 使 此 后 200 
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国人 多 名 为 <《 良 然 朱 学 的 数 举 原 亚 ? (Philossphiae Naturalis Principia Mathema- 
tica). 

还 有 另 一 方面 的 困难 是 这 种 “几何 ”往往 是 从 微 积分 推 型 天语 而 来 的 一 种 几何 语 
富 ， 这 就 儿 平 不可 能 使 当代 的 读者 真正 理 表 参阅 工 E，Littlewood 房 获 4 一 个 数学 家 的 
杂记 3 (A Mathematician's Miscellany) 中 “牛顿 和 一 个 球 的 引力 " 那 一 段 , 裁 恢 书 pp. 4 一 
99,Methuen, London, 1963 版 、 


110 第 三 章 ”二 阶 线性 方程 
年 闻 , 这 一 领域 内 最 伟大 科学 家 的 工作 , 相形 之 下 晃 得 具 不 过 是 这 部 巨 


著 的 一 些 脚 注 ， 在 这 里 还 值得 指出 的 是 ， 使 我 们 的 天 文 知识 逾越 太阳 
系 而 深入 整个 字 宙 的 光谱 学 , 就 起 源 于 牛顿 对 太阳 光 的 光谱 分 析 ， 

牛顿 究 溢 的 天 才 在 撰写 < 原理 > 之 后 又 从 科学 转向 其 他 方面 。1696 
年 他 离 剑桥 去 伦敦 任 造 币 厂 主任 (其 后 任 厂 长 )， 并 在 他 那 长 寿 的 余年 
中 稍稍 投身 社交 界 ， 其 至 开始 享受 他 在 科学 界 狂 有 至 高 姓名 这 种 独 一 
无 二 的 地 位 .虽然 他 的 兴趣 和 环境 有 了 这 些 改变 ， 但 他 那 无 比 的 智力 
丝毫 未 见 减退 ， 例 如 , 一 天 下 午 他 在 造 币 广 忙 夭 了 整 日 后 加 家 , 获悉 约 
葵 ， 伯 努 利 的 速 降 线 问题 一 一 “向 全 世界 最 精明 数学 家 ”挑战 的 一 个 问 
题 , 他 在 睡觉 前 就 解 了 出 来 . 

对 科学 上 意义 更 大 的 是 他 在 1704 年 发 表 的 《光学 >， 他 在 这 书 里 
总 结 和 推广 了 他 早年 对 光 和 人 色 方 面 的 研究 工作 ， 他 在 附录 里 增添 了 他 
那 著 名 的 “探讨 ” 即 对 他 所 无 法 掌握 的 未 来 科学 领域 的 揣测 ). “探讨 ” 
中 有 一 部 分 内 容 是 关于 他 终生 深 感 兴趣 的 化 学 (或 者 按 当时 的 说 法 , 即 
煤 金 术 )。， 他 对 物质 可 能 具有 的 本 性 作出 了 许多 试探 性 的 然而 是 非常 
首 愤 的 结论 (总 是 依据 于 实验 的 ); 虽然 他 对 原子 (甚至 原子 核 ) 的 揣测 
一 直 要 等 到 十 九 世 纪 末 和 二 十 世纪 初 那 种 精细 的 实验 才能 检验 ， 事 实 
证 明 他 的 主要 思路 是 完全 正确 的 DP。 所 以 ， 牛顿 在 这 个 领域 里 的 科学 
直观 能 力也 是 如 此 深远 和 准确 , 不 仅 远 远 超过 他 的 同时 代 人 , 而 且 也 超 
过 他 的 好 几 代 后 继 学 者 ， 此 外 ， 我 们 再 分 别 从 他 的 “探讨 ” 1 和 "探讨 ” 
30 里 摘录 两 段 信人 的 话 : "物体 能 否 从 这 处 对 光 起 作用 ， 并 通过 这 作用 
使 光线 次 晶 ?” 以 及 “发 亮 物体 和 光 是 不 是 可 以 互相 转化 呢 ?? 这 话 最 清 
楚 不 过 地 表明 和 牛顿 在 这 里 猜测 引力 作用 能 使 光线 弯曲 以 及 质量 与 能 量 
的 等 价 性 一 一 这 些 是 狭义 相对 论 中 的 主要 结论 , 在 其 他 场合 下 , 他 似乎 
通过 神秘 的 直观 途径 ， 也 能 认识 到 远 比 他 所 愿意 或 能 够 说 明 其 理由 的 
事物 更 多 的 事物 ,如 他 在 给 一 个 朋友 信 中 有 这 样 一 名 难以 据 措 的 话 :“ 根 


四 参看 8S，I. Vavilov 文 < 年 顿 与 原子 学 说 >, 载 < 牛 帆 王 百 局 年 纪念 文人 巢 ?(“Newton 
Tercentenary Celebrations”, Cambridge University Press, New York,1947). 
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据 我 获得 这 一 认识 的 源泉 , 它 对 我 是 ~ 清二 楚 的 , 但 我 不 愿 着 手 去 证 明 
它 以 使 别人 相信 , ”不 管 他 说 的 这 个 源泉 究竟 是 什么 样 的 东西 ， 这 无 
疑 来 自 他 那 非凡 的 专心 致 志 ， 当 有 人 问 他 怎么 能 作出 这 些 发 现时 ， 他 
说 :“ 我 把 问题 时 时 皖 在 心头 ， 一 直 等 到 开头 的 一 点 苗头 逐渐 破晓 而 变 
成 阳光 普照 . "这 话 听 起 来 是 最 简单 不 过 的 ， 但 在 科学 或 数学 上 有 过 工 
作 经 验 的 任何 人 , 都 知道 要 把 一 个 问题 时 时 搜 在 心头 是 多 么 不 易 , 即使 
是 多 儿 秒 或 多 几 分 钊 也 不 容易 . 人 的 注意 力 会 分 散 ; 问题 会 不 断 从 脑袋 
里 溜 走 ， 并 旧 需要 不 断 地 用 坚强 的 意志 把 它 拉 回 来 .根据 当时 目击 者 
的 记载 ， 牛 顿 似乎 能 够 毫 不 费力 地 在 好 几 个 小 时 、 好 些 天 或 几 个 星期 
持续 专心 思考 他 的 问题 ， 甚 至 连 仿 尔 吃 点 东西 或 睡 一 下 觉 也 很 难 打 断 
他 那 紧 紧 抓 住 问 题 不 放 的 心思 .。 

后 顿 常 被 人 认为 或 撕 述 为 一 个 极端 的 理性 主义 者 ， 是 理性 时 代 的 
化 身 ， 但 也 许 用 中 世纪 的 观点 来 认识 他 更 为 确切 : 他 是 一 个 献身 的 、 
孤 农 的 富 于 直观 能 力 的 神秘 主义 者 ， 对 他 来 说 ,科学 和 数学 力 是 探究 
字 宙 秘 奥 的 手段 . 


名 fi 全? 第 193 件 ， 


第 四 章 ”振荡 理论 及 边 值 问题 
22， 解 的 定性 性 质 
我 们 自然 觉得 一 个 微分 方程 应 该 解 出 来 , 而 在 第 三 章 里 , 我 们 的 主 
要 目的 是 讲 各 种 方法 , 以 求 
y+Pr)y + Hz)y=0 (1) 
的 显 式 解 ， 然 而 遗憾 的 是 一 一 正如 我 们 曾 试 图 强调 指出 的 ， 用 熟悉 的 
初等 函数 来 拥 出 这 方程 的 可 能 性 很 少 ， 这 利 情况 促使 我 们 把 疝 题 所 到 
更 高 一 层 以 扩大 视野 , 并 尺 认 我 们 的 真正 昌 标 是 要 了 解 (1) 的 解 的 本 质 
和 特性 。 和 如 果 能 通过 这 些 解 的 初等 式 子 来 达到 这 个 且 的 , 那 当然 很 好 、 
如 果 不 能 , 就 得 设法 找 别 的 途径 , 以 求 达到 同一 目的 ， 本 章 中 我 们 要 把 
福 意 力 转向 这 样 一 个 问题 ， 即 在 没有 得 出 (1) 的 解 的 表达 式 时 ,看 看 从 
直接 分 析 方程 本 身 着 手 ， 能 够 对 这 些 解 的 基本 特征 有 何 了 解 ， 令 人 惊 
蜡 的 是 , 用 这 种 方法 居然 能 得 出 这 人 么 多 有 趣 和 有 几 的 知识 . 
为 说 明 微 分 方程 的 解 的 许多 性 质 , 可 以 家 接 从 研究 方程 本 身 得 出 , 
而 无 需 按 任何 传统 意义 将 它 求解 , 我 们 拿 熟 知 的 方程 
+g =0 (2) 
为 例 ， 来 进行 讨论 ， 我 们 完全 知道 ， 岂 (7) 二 sinw 及 3a(z) 一 cosz 是 
(2) 的 两 个 线性 无 关 解 ; 它们 由 初始 条 件 加 (0) =0, #i (0) =1 及 (0) 
二 1, 总 (0) =0 所 完 爹 确 定 ;并且 它 的 通 解 是 94?) 二 oy1(2) 十 co9s (2) 
在 通常 情况 下 ,知道 了 这 一 切 , 我 们 就 认为 {2) 已 经 完全 解 出 , 因为 函数 
sinw 及 cosz 是 老 朋友 了 , 我们 很 了 解 它们 .然而 我 们 对 sing 及 coew 
的 了 解 可 以 认为 是 历史 上 的 偶然 事件 ; 并 且 , 为 了 强调 我 们 刚 提出 的 观 
点 ， 现 在 假装 我 们 对 这 两 个 熟悉 的 函数 豪 无 所 知 ， 我 们 的 目的 是 要 看 
看 怎样 从 (2) 本 身 以 及 解 所 满足 的 初始 条 件 , 挤 出 它们 的 性 质 来 ， 我 们 
.要 用 的 工具 只 有 定性 方面 的 论证 ， 以 及 第 14 与 15 节 中 所 讲 的 基 本 
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原理 . 
因此 ， 设 y= s(z) 是 (2) 的 由 初始 条 件 5(0) =0 及 8'(0) 一 1 所 确 
定 的 解 ， 如 果 我 们 想 让 2 从 0 起 增加 画 s(z ) 的 时 线 ， 初 冶 条 件 告诉 我 
们 要 把 山 线 从 原点 画 起 ,然后 让 它 开始 以 斜率 1 上升 (图 27)， 从 方程 
本 身 ， 我 们 知道 s(x)= 一 s+)， 所 以 曲线 在 z 畏 之 上 洲 ，s"(z) 是 负 
数 ， 并且 随 着 曲线 的 上 并 而 减 小 ， 由 于 s"(z) 是 斜 来 s'(z) 的 变化 率 ， 
所 以 这 个 鲜 率 的 减 小 率 随 着 曲线 的 上 升 而 加 剧 ， 并 且 必 定 在 某 一 点 地 
=m 处 减 到 0， 之 后 当 % 继续 增 大 时 ,曲线 就 朝 了 轴 下 落 , s(z) 以 碱 小 
的 速率 而 减 小 ， 使 曲线 在 基点 处 穿 过 > 轨 ， 现 把 读 点 规定 为 x+， 由 于 
sz) 只 依赖 于 az)， 可 见 x 一 0 与 区 一 区 问 的 曲线 图 形 对 称 于 直线 x 


=wm， 讨 有 如 一 站 ,于 是 9 (wz) 一 一 1。 用 同样 的 论点 可 以 说 明 下 一 自 
曲线 是 前 一 自 绝 的 倒影 , 而 且 往 下 一 直 如 此 , 乃至 无 穷 
s(2) 


i 
af 


ee 
图 27 
为 便于 继续 探讨 ， 到 这 里 可 引 人 yc(z) 作为 (2) 的 由 初始 条 件 
ef0) =1 及 e'(0) =0 确定 的 解 ， 这 些 条 件 告诉 我 们 (图 27), 曲线 e(z》 
从 点 (0, 1) 出 发 往 右 伸展 , 起 初 的 斜率 是 0， 由 于 很 据 方程 (2) 有 co"(z) 
= 一 e(z)， 丽 很 据 同 样 理由 可 知 曲 线 往 下 楷 并 且 穿 过 辅 ， 我 们 自然 


会 狂想 s(z) 的 第 一 段 弓 形 弧 的 高 度 是 1，coCz) 的 第 一 个 零 值 点 是 至 等 
等 ;但 要 证 明 这 些 猜 想 确 是 事实 , 我 们 先 来 证 明 

sz)=0(z) 及 co) 一 一 sz)， 《3) 
为 证 第 一 式 , 我 们 党 指出 ， 从 (2) 可 得 ”十 六 二 0， 即 (y"+ 六 ==0, 族 
知 (2) 的 任 一 解 的 导数 仍 是 一 个 解 (参看 习题 17-3)、 于 是 w(z) 及 c(z》 
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都 是 (2) 的 解 , 而 根据 定理 14-A， 内 要 证 明 它们 在 =0 处 有 相同 的 值 
各 相同 的 导数 就 行 了 。 而 这 可 由 8 (0) 一 1 2(0) 一 1 及 s"(0) = 一 8(0) 
二 0 及 c'0)=0 立即 得 出 . 《3) 的 第 二 式 是 第 一 式 的 直接 推论 ， 因 为 
0 (z)=s"(7z)= 一 s(z)， 更 在 我 们 利用 (3) 来 还 明 
sz)2 +o(z) 一 1。 (4) 
由 于 (4) 式 左边 的 导数 是 
28(7Je(Z) 一 2c0z)5(Z)， 
而 它 又 等 于 零 ， 故 知 sz) 十 ce(z = 常数 ， 而 这 常数 必 等 于 1， 因 为 
8(0): 十 e《0)* 二 1， 于 是 由 (4) 立 即 可知 s(Cz) 的 第 一 段 弓 形 弧 的 高 度 是 
1 而 cz) 的 第 一 个 零 值 点 是 本 . 这 一 结果 也 使 我 们 能 证 明 s(x) 和 


c《x) 是 线性 无 关 的 , 因为 它们 的 朗 氏 式 
WLs(T), e(2)]=sCr)e (CL)—e(r)s (rz) 
一 一 5 一 cz 了 二 一 二 
按 几乎 是 同样 的 方式 , 可 继续 证 明 以 下 的 事实 ; 


8s(s+a) =s(z)e(a) + elr)s a); (5) 
elzwta)=c(r)0(0) — slr)s (a)s (6) 
8(24) 一 28(YJCCZ 7 《7) 
C(2g) =0(2) —s(7)S 《8) 
8s{z+27)=s(z); (9) 
edw 十 2r) 一 CCZ). 《10) 


这 些 证 明 都 不 准 ， 留 待 读者 去 做 (参看 习题 1)。 此 外 还 容易 从 以 上 结 
果 看 出 : s(z) 和 cz) 的 正 的 零 秆 点 分 别 是 x27, 3m … 和 /2，m/2 
十 me tf2+27, "0", 

从 以 上 讨论 可 得 出 两 点 重要 体会 。 第 一 ， 我 们 只 用 微分 方程 的 方 
法 ,从 (2) 提 出 了 关于 函数 sinw 和 cosw 的 几乎 一 切 重要 性 质 , 而 无 需 
事先 知道 什么 三 角 学 ， 第 二 ， 我 们 所 用 的 工具 主要 是 根据 凸 性 的 讨 
论 (涉及 二 阶 导数 的 正 负 和 数值 大 小 ) 以 及 第 14、15 节 中 所 讲 线 性 方程 . 
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的 基本 性 质 . 

当然 , sinz 和 cosw 的 土 述 性 质 ， 大 部 分 只 是 为 这 两 个 国 数 所 特有 
的 。 然 而 其 性 态 的 中 心 特点 一 一 他 们 起 伏 振 汤 ， 具 有 不 同 而 交 炎 出现 
的 零 值 点 这 一 一 一 可 以 推广 到 远 比 这 两 个 函数 多 的 其 他 函数 上 
大. 顺 着 这 个 方向 按 出 来 的 下 述 结果 叫 斯 图 尔 姆 分 离 定理 (Starm sep- 
aration theorem)®, 
定理 A 车 1(7) 及 yu(z) 是 

y+Pr)y +t QCr)y=0 

的 两 个 线性 无 关 角 则 此 二 昭 数 的 零点 各 不 相同 且 交 互 由 现 ， 也 就 是 


而 个 相 名 过 点 2 间 认 好 和 一 人 过 点 ,友之 杰 儿 

证 明 论证 的 你 扫 主 要 是 这 个 事实 ( 估 罕 和 15 节 引 理 ): 由 于 有 gz 
线性 无 关 , 它们 的 朗 氏 式 

Wg go) = (T(r) gr) (2) 

不 等 于 零 , 因此 一 一 由 于 它 是 连续 的 一 一 它 是 不 变 号 的 .首先 , 容易 看 
出 如 和 8 不 能 具有 公共 的 零点 ;否则 的 话 , 它们 的 朗 氏 式 将 在 该 处 等 
于 零 , 而 这 不 可 能 ， 现 在 假定 x 及 zo 是 六 (7) 的 两 个 相 令 零点, 我们 
来 证 芒 在 梧 点 之 间 等 于 0. 在 z 及 zo 处, 朗 氏 式 显然 变 为 g(2)y2(z)， 
因此 总 (2) 及 yh(x) 这 两 个 因子 在 那 两 点 处 都 郑 9。 其 次 ，yz (my) 及 
总 (%3) 必 然 是 异 号 的 , 因 车 y: 在 处 渐 增 , 它 必然 在 王 渐 减 ， 或 者 它 
在 wm 处 渐 减 而 在 因 处 渐 增 ， 出 于 朗 民 式 不 变 号 ， 均 (31) 及 (x2) 
必然 是 异 号 的 , 而 由 于 加 为 连续 ， 玖 9 必 在 zi 与 之 间 某 点 处 竺 于 
0， 我 们 指出 , % 在 名 与 到 之 问 竺 于 0 的 次 数 不 能 多 于 一 次 ， 因 车 多 
于 一 次 ， 那 来 用 同样 的 论点 可 证 yg 必 在 各 的 这 两 个 零点 之 间 某 处 等 
于 0, 这 就 跟 原来 假定 x 及 zs 是 纪 的 两 个 相 邻 零点 矛盾 了 


@ ”斯 图 尔 姆 (Jacqucs Charles Frangois Sturm,1803 一 55), 瑞士 数学 家 , 但 大 部 分 时 
间 生 锋 在 巴黎 ， 他 一 度 当 德 刷 罗 识 (de Broglie) 家 的 家 庭 教师 , 其 后 历任 他 职 , 终于 继 布 丈 
污 (Poissoq) 任 索 邦 (Sorbonne) 大 学 力学 教授 ， 他 的 主要 工作 是 匆 分 方程 中 的 所 谓 捧 图 尔 
括 - 刘 维尔 理论 , 从 他 以 后 , 这 理论 在 纯粹 数学 和 数学 物理 上 的 重要 性 逐年 在 不 断 增长 ， 
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前 述 对 方程 gr” 1 y=0 的 凸 福 论 证 清楚 表明 ， 在 讨论 解 的 振荡 性 
时 , 考察 缺少 一 阶 导 数 项 的 方程 是 方便 的 ， 现 在 我 们 来 证 明 , 任何 下 列 
形式 的 方程 


y+P(T)Y +Q(r)y=0, QD 
可 通过 关 变 量 的 简单 置换 , 写成 
w+ g(r)u=0, {12) 


平 当 我 们 称 (11) 是 齐 次 二 阶 线性 方程 的 标准 形式 ， 而 称 (12) 是 它 的 焉 
规 形式 ， 为 把 (1D 写成 正规 形式 , 设 Kz) = 以 z)oz)， 襄 有 六 =wo' 十 
W9 及 二 we" 车 209 二 Wy 以 此 代入 (11) 后 , 得 到 


vu {2v +Pow + Cv" +Pv' + OV) =0. (13) 
令 ww 的 系数 等 于 0 并 求解 ,得 知 
v=e le (14) 
能 使 (13) 化 为 正规 形式 (12) ,其 中 
(7) = Qn) — Pry PC). 015) 


由 于 0 人 所 给 出 的 v(x) 决 不 会 等 于 0， 故 上 述 将 (11) 化 为 Q1 允 所 作 的 
变换 对 解 的 零点 毫 无 影响 , 从 而 使 解 的 振荡 情况 保持 不 变 , 而 这 正 是 我 
们 这 里 所 关心 的 事 . 

其 次 我 们 来 证 明 : 著 (19) 中 的 Kz) 是 个 负 值 函 数 , 那 末 六 方程 的 
解 根本 不 振荡 . 


证 明 设 wo 是 Mz) 的 一 个 零点 ， 于 是 wzo) = 0， 由 于 MYz) 不 是 平凡 
解 ( 即 不 恒 等 于 0)， 故 从 定理 14-A 可 知 w (go) 天 0， 为 具体 起 见 ， 设 
色 (zo) 之 0， 因 而 在 wo 右边 的 某 个 区 间 上 WZ) 是 正 的 ， 由 于 gz)<0， 
wz) 一 一 &z)u(z) 在 该 区 间 上 取 正 值 。 这 说 明 僚 率 w(z) 是 增 函 数 ， 
故 wz) 在 me 右边 不 会 有 零点 , 同样 可 知 它 在 re 左边 也 设 有 . 当 也 (zs) 
达 0 时 , 同样 的 论点 也 适用 , 故 &Y) 或 者 根本 没有 零 值 点 ， 或 者 只 有 一 


凡 
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个 , 证 完 . 、 
由 于 我 们 关心 的 是 解 的 振 落 性 ， 上 述 结论 使 我 们 研究 (12) 时 可 限 
于 考察 9(z) 为 正 值 函数 的 情形 . 

甚至 在 4(z)>>0 的 情形 ， 解 也 未 必 就 有 振 涉 性 ， 为 了 解 其 中 的 原 
因 , 设 wz) 是 (13? 的 一 个 解 ,而 (12) 中 的 gz) 之 0， 如 采 我 们 考察 x 轴 
之 上 的 一 部 分 曲线 (图 28), 则 该 处 w'(Cz)= 一 &(2)u(z) 是 负 的 , 故 作 率 
w (z) 是 渐 减 函数 ， 如 人 这 个 斜率 在 什么 地 方 变 成 负 的 , 那 末 曲线 显然 
会 人 右边 基 处 穿 过 x 轴 ， 那 就 会 得 到 zw(z) 的 一 个 零点 ， 我 们 知道 这 在 
g(z) 是 常数 的 情形 下 是 会 发 生 的 , 另 一 种 可 能 的 情形 是 w (z) 虽 浙 富 ， 
但 决 不 减 到 0, 因而 曲线 继续 上 升 ， 如 图 28 中 上 面 那 段 蕊 线 所 示 ， 从 
这 些 话 可 以 相当 清楚 地 看 出 , 只 要 (+) 不 减 小 得 太 快 ，wCz) 将 会 随 着 
和 的 增 大 而 出 现 零点 ， 这 使 我 们 引出 以 下 的 定理 ， 


图 28 
定理 C 车 wz) 是 如 +q(z)u==0 的 任 一 非 平凡 解 ,其 中 对 一 团 *>0 


有 x)>0. 车 
[er=0, (16) 
则 wz) 在 正 w 轴 上 有 无 穷 多 零点 , 


证 明 很 定 情况 相反 , 即 wz) 在 0<z<co ,上 至 多 有 有 限 个 零点 ,因而 
存在 一 点 wo > 使 得 对 于 所 有 xz>zo 有 以 z) 天 0， 不 失 一 般 性 ， 我 们 
显然 可 以 概 定 对 于 所 有 的 z>>zo 有 惰 z)>>0， 因 为 如 有 必要 可 把 以 2) 


换 成 一 u(x)， 我 们 的 目的 是 要 证 明 w (z) 在 xo 右边 某 处 为 负 ( 因 为 根 
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据 前 述 , 这 就 总 味 着 uz) 在 mi 右边 有 一 零点 ), 来 推翻 这 个 假定 ,对 于 
ZX0, 若 令 


则 
0 (2)=g7) oY; 
将 上 式 从 m 积分 到 <(z>mo), 得 到 


zz 一 oo 一直 g(r)dy | v Cz) dv. 


现在 利用 (16) 便 可 断言 当 * 取 得 足够 大 时 ?(7) 是 正 的 这 说 明 当 z 
足够 大 时 wz) 与 妈 (7) 异 号 , 履 & (2) 为 负 , 证 毕 ， 


习 是 
I 工 按照 上 述 讨论 的 精神 , 试 证 公式 (5) 到 (10). 
2。 试 证 , 在 ad 一 5c 天 0 的 情况 下 , 函数 asinz 十 teosy 及 csinx 十 teosy 的 截 点 各 
不 相同 且 交替 出 现 . 
3。 试 求 贝 塞 耳 函数 
， 2 十 zx 十 (z 一 903 一 0 
的 正规 形式 , 并 利用 它 来 证 明 共 每 个 非 平 几 解 都 上 共有 无 穷 多 正 的 等 点 . 
4 定理 避 由 所 设 条 件 对 方程 六 一 /xz538 一 0 并 不 成 立 , 但 共 结论 却 随 善 正 的 常 
数 才 的 数值 不 疝 而 有 时 成 立 有 时 不 成 立 、 试 证 ， 若 4>>174， 则 每 个 非 平凡 解 


具有 无 穷 多 正 的 零点 ， 而 若 %< 工 则 只 有 有 限 个 。 
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这 一 节 里 我 们 继续 研究 微分 方程 
y+a(r)y=0, (q(7)>0) 《1) 
的 非 平凡 钥 的 振荡 性 ， 先 讲 一 个 定理 ， 来 排除 在 闵 区间 上 有 无 穷 多 次 
振荡 的 可 能 性 . 
定理 A 设 4(z) 是 方程 (1) 在 闭 医 间 [o 8] 上 的 一 个 非 平凡 解 , 则 y(z) 
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在 读 区 间 上 系 多 具有 有 限 个 零点 . 


证 明 “假定 不 是 这 样 , 吧 候 定 y(z) 在 fm 妇 上 有 无 劣 多 个 等 点 . 南 此 知 
[a 厅 内 有 一 点 mw 及 零点 序列 大 0 使 生 ->m@， 因 尼 z) 在 m 处 连 


续 且 可 微 , 故 有 


y en) = lm y(n) 一 0 


和 


+ ; CD i AC 
” (in 0. 


根据 定理 14-A, 上述 一 切 说 明 g(x) 是 (1) 的 平 几 解 ， 送 一 齐 盾 便 完成 
了 所 需 证 明 . 
现在 我 们 记 起 , 斯 图 尔 姆 分 离 定理 告诉 我 们 : (1) 的 任何 两 个 ( 非 
平凡 ) 解 的 零点 , 是 互相 重合 还 是 交替 出 现 ， 依 这 两 个 解 是 线性 相关 还 
是 线性 无 关 而 定 。 所 以 (1) 的 所 有 的 解 基本 上 以 相同 的 快慢 振荡 , 意思 
就 是 , 在 一 个 给 定 的 区 间 内 , 任 一 解 的 零点 数目 与 任何 其 他 解 的 零点 数 
有 相差 不 超过 1， 另 一 方面 
y'+4g=0 (2) 


的 解 显然 比 

y+ty=0 (3) 
的 解 振 荡 得 快 , 也 就 是 前 者 在 同一 区 间 内 有 较 多 的 零点 ; 因为 (2) 的 一 
不 解 如 y= sin2z 的 诸 零点 之 间距 离 ， 只 有 (3) 的 一 个 解 9= sinz 的 零 
点 距离 的 一 六， 下 面 的 结果 一 一 所 谓 斯 图 尔 婚 比较 定 再 一 说 明 这 种 
性 态 是 典型 的 , 也 就 是 , 当 q(z) 增 大 些 , (1) 的 解 就 振荡 得 更 快 些 , 
定理 B 设 y(z) 及 zx(7) 为 

"+a(s)y=0 

及 


@ ”这 里 我 们 利用 了 高 等 机 积分 里 的 波 尔 砍 诺 -维尔 斯 特 拉 斯 定理 Bolzano-Weiers- 


trass Theorem), 它 所 般 述 的 是 实数 系 的 基本 折 扩 必需 之 一 。 
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2 十 Y()2 一 人 0 
的 非 平凡 解 ， 其 中 %z) 及 7 是 适合 > rs) 的 两 个 正 值 前 数 ， 


证 明 设 及 是 2 ) 的 相信 二 呈 从 而 在 zz) (0) =0, 且 
2(z) 在 开 区 间 (zu za) 上 不 等 于 0， 现 假定 %z) 在 (z， mm ?上 也 不 等 于 
0， 然 后 由 此 引出 序 盾 而 证 明 本 定理 ， 显 然 ， 若 设 2) 及 z(Y) 在 (x1， 
zz) 上 都 是 正 的 , 这 并 不 使 问题 丧失 一 般 性 , 因 若 有 必要 , 哪 一 个 函数 都 
可 以 换 成 它 的 负 函 数 .车 把 朗 氏 式 

Why, 2) =y(2)8 (7)—z(z)y (7) 
写成 环 (zx) 以 强调 指出 它 是 :的 函数 , 则 在 (x ,zs ) 上 


WF) or 
a 


=y(—72)—z(—gy) 

=(g—7)ys>0. 
现在 把 不 等 式 两 边 从 x， 积分 到 各 ,得 到 

(x40) 一 邢 (01)>0 或 本 (za) 全 丽 (六 )， 
但 在 及 % 处 , 朗 氏 式 变 成 gz)2 (2), 故 有 
玉 (v1) 之 0 及 下 (za)<0 
而 这 就 是 所 要 引出 的 矛盾 
从 这 个 定理 可 知 , 若 方程 (1) 中 药 gz)>> 妨 之 0， 则 它 的 性 一 个 淫 

必 在 方程 六 十 好 3 一 0 的 一 个 解 3(z)= sing(z 一 zu) 的 相 邻 二 蚕 点 之 间 
等 于 0, 因而 必 在 长 度 为 x/z 的 任何 区 间 内 等于 0， 例如 ， 考 察 贝 塞 耳 
方程 


my Fey’ + Cw — pe) y=0 


po, 


并 把 它 同 ”十 w==0 进行 比较 ， 便 立地 得 下 而 的 定理 , 


的 正规 形式 


w+ (1+134 


a 
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RO 车 加 (z) 是 贝 骞 耳 方 程 在 正 # 轴 上 的 非 平凡 解 . 0 


习 题 
1. 没 习 及 加 是 贝 罕 耳 方程 .个 非 平凡 解 gf2) 的 要 邻 两 个 正 的 零点 . 
a， 着 0<3 处 放 , 试 证 几 一 小 于 屯 并 在 er>co 时 这 个 莽 趋 十 邓 
着 B> 吉 , 试 还 一 zt 大 于 避 并 在 oo 时 它 趋 于 赤 


2. 车 7) 是 六 十 g(z)y 一 0 的 非 平凡 和 解 ， 试 证 当 多 z)>>8/22 人 17 细 有 时 2) 有 
无 穷 多 个 正 零点 , 而 当 ql?)<1/4x: 时 只 有 有 限 个 

3、 久 十 (sint 二 1D)3 一 0 的 每 一 个 非 平 儿 解 都 共有 无 穷 多 个 正 的 零点 ， 试 叙述 一 
个 定 理 能 把 这 个 命题 作为 它 的 特殊 情形 包括 在 内 , 并 证 有 明之， 


24， 特 征 值 , 特征 函数 及 振动 嘴 
上 面 关于 敌 荡 性 质 的 讨论 为 大 致 研究 荣 些 概念 作 了 准备 ， 这 些 概 念 从 


十 八 世纪 中 叶 直 至 今日 在 分 析 中 是 很 重要 的 。 
沈 来 求 方程 
- "+iy=0 (1) 
的 适合 辽 和 条 伯 
9g(0)=0 及 g(x)=0 {2) 


的 一 个 非 平 几 解 y(<)，(1) 中 的 参数 4 能 随便 取 任何 实数 值 ， 我 们 的 
任务 是 要 发 现 对 于 哪些 值 问题 可 解 . 以 前 我 们 只 考察 了 初 值 问题 , 针 
里 求 的 是 二 阶 方程 的 在 自 变量 的 一 个 值 处 满足 两 个 条件 的 解 ，、 这 里 情 
况 完全 不同 ， 因 我 们 想 要 在 两 个 不 同 的 + 值 处 满足 一 个 条 件 ， 这 类 问 
题 叫 边 信和 问题 , 一般 它们 (在 理论 上 和 实际 上 ) 比 初 估 问题 准 , 意义 也 更 
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仍 这 里 (1) 及 (2) 所 提 轴 的 问题 并 不 难 . 若 4 是 负数 , 则 定理 22-B 告 
诉 我 们 只 有 (1) 的 平 几 解 必 能 计 足 (2); 车 4=0, 则 (1) 的 通 解 是 y(z) 一 
eg 十 0a; 结论 仍 如 前 ， 因 此 可 限于 讨论 4 是 正 数 的 情形 , 这 时 (1) 的 通 
解 是 


yg(2)=e sinM AZ 十 ca ecosw/ AL; 

币 出 于 y(0) 必 须 千 于 0, 上 式 记 为 

2) = 0 sins A 《3) 
故 若 这 问题 有 解 , 则 解 的 形式 必 为 (3). 如 要 满足 第 二 个 边 值 条 件 gr) 
一 0 则 Mx 显然 必须 敬 于 rm, 其 中 为 某 个 正 整 数 , 故 4=m?， 换 言 
之 ,4 必须 等 于 1 449,… 诸 数 之 一 ， 这 些 值 叫 问 题 的 特征 值 ,而 相应 
的 解 

sing, sin2z, sin3¢, *** (4) 
则 叫 转 征 函 数 ， 特 征 值 显然 是 由 问题 唯一 确定 的 , 但 特征 函数 则 不 然 ; 
因 (4) 的 任何 非 零 的 常数 倍 ， 如 osinm qosin2%, assin3zx,… 也 同样 可 
以 作为 特征 函数 。 这 里 注意 两 件 事实 : 特征 值 形成 一 个 渐 增 而 趋 于 co 
的 数列 ;第 w 个 特征 函数 sinnw 在 区 间 [0, #] 的 端点 处 等 于 0 而 在 该 区 
启 内 部 恰好 有 -1 个 零点 . 

现在 来 考察 数学 物理 中 的 一 个 经 典 问题 一 一 振 动 弦 的 问题 我 们 

的 目的 是 要 了 解 特征 值 和 特征 函数 是 怎样 产生 的 。 设 有 一 根 杀 性 弦 
拉 紧 在 > 轴 上 二 回 定点 间 , 为 方便 起 见 , 设 这 二 点 是 =0 及 z = 然 
后 拱 荡 拉 向 一 侧 形 成 zy 平面 的 某 一 曲线 y 一 (+) (图 29) 再 释 手 。 为 
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得 出 运动 方程 ， 作 如 下 一 些 简化 假设 ， 首 先 假 设 所 产生 的 振动 纯 是 横 
振动 ， 这 表明 粥 上 每 一 点 的 必 党 标 固定 ， 因 而 它 的 8 坐标 只 取决 于 了 
及 时 间 t。， 寺 是 强 离 开平 衡 位 置 的 位 移 由 茶 一 函数 y=y(z, t) 表 示 , 其 
对 时 间 的 导数 39/34 及 92y/3t? 则 表 弦 的 速度 及 加 速度 ， 现在 米 考察 


站 下 入 和 
A 
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了 (四 二 0， (10) 
以 及 初始 条 件 
EA 二 
部 | ,=0 (11) 
与 
yx,0) =f(7). (12) 


条 件 (9) 与 (10) 表 示 所 设 落 在 点 z=0 及 点 %=x 处 永远 固定 ; (11) 及 
(12) 类 示 愉 手 时 弦 没 有 运动 ， 而 gy 二 (x) 是 当时 续 的 形状 .但 这 里 相 
明确 指出 , 所 有 这 些 条 件 都 同 (7) 和 (8) 的 推导 密 无 关系 . 

我 们 要 用 分 离 变量 法 来 给 出 (8) 的 形式 解 ， 这 就 是 求 形式 为 


gx, #) =u{w) vt) (13) 
。 的 解 ， 它 能 分 解 为 两 个 函数 的 织 积 ， 共 中 每 个 函数 只 依赖 于 一 个 自 变 
量 . 把 (13) 代 人 (8), 得 到 
rw’ Crt) =u(r)v (t) 
或 


wz)_ 1 ot) 
uy mo 9 


因为 左边 是 zy 的 函数 而 右边 是 上 的 函数 ， 所 以 方程 (14) 只 有 在 两 边 都 
等 于 常数 时 才能 成 立 . 设 把 这 常数 记 为 一 罗 则 (14) 分 成 对 (3) 及 oCt) 
的 两 个 党 微分 方程 : 

w=0 (15) 
及 . 

人 十 Ma49 一 0. (16) 
解 出 带 边界 条 件 4(0) =n(z) =0 的 方程 (15), 就 可 能 满足 (9) 及 (10)、 
我 们 已 经 看 到 ， 当 且 仅 当 4= 世 (n 为 某 个 正 整数 ) 这 问题 有 非 平凡 解 ， 
而 且 相 应 的 解 (特征 函数 ) 是 

aa(Z) 一 sinng. 

同样 , 相应 于 这 些 4 (特征 值 ) 的 (16) 的 通 解 是 < 


vt)=0sinnat t+ ccosnats 
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落 再 加 上 上 条件 "(0) =0 以 使 (1 满足 , 则 c 一 0, 得 到 解 为 
vn(t) = cosnat, 

故 相 应 的 乘积 形式 (13) 是 

Bf2 £) = sinnrcosnat, 
当 # 一 1 2 … 时 的 每 个 这 样 的 函数 满足 (8) 及 条 件 (9)，(10) 及 (11); 并 
且 容 易 验证 , 这 些 y 的 常数 倍 的 任何 有 限 项 之 和 

On sinzoosgt + Gasin22co0320¢t Tansinngcosnat 

也 满 是 这 些 条 体 ， 如 果 形 式 地 进行 下 去 (也 就 是 不 管 是 否 收敛 , 是否 逐 
项 可 微 等 等 一 切 问题 ), 则 形式 为 “ 


yl%, ) = Dansinng oosnat = sinzcosat 
pe 


+arsin2gcos29¢+ "Tonsinngrcosnaf + "(17) 
的 任何 一 个 无 穷 级 数 也 是 满足 (9), (10) 及 (11) 的 一 个 解 . 这 就 使 我 们 
接触 到 最 后 一 个 条 件 (12), 即 当 t=0 时 ， 我 们 的 解 (17) 应 当 给 出 纺 交 
形状 : 
f(7) = sinr+aasin2¢t+ "| Gn sinns+ (18) 
当 丹 尼 尔 ， 伯 努 利 在 1755 年 推出 这 些 公式 时 , 许多 数学 家 认为 除 
非 Pz) 是 某 种 很 特殊 类 型 的 函数 , (18) 是 不 本 能 成 立 的 , 到 下 一 世纪 ， ， 
事实 证 明 这 个 意见 是 错误 的 ， 实 际 上 对 于 在 0 及 x 处 等 于 0 的 很 广泛 
的 各 类 随 数 fz)，(18) 这 种 形式 的 表达 式 是 成 立 的 ， 现 假定 这 一 点 成 
立 ， 问 题 是 要 对 给 定 的 7) 求 系数 6， 这 问题 是 哆 拉 在 1777 年 解决 
的 ， 他 的 解法 揭 开 了 福 氏 级 数 这 个 广泛 的 课题 。 我 们 将 用 适合 于 概念 
范围 更 广 的 方法 , 来 求 出 这 些 系数 . 
和 畦 征 函 数 wm(z)= sinmz 及 Ur(7*) 二 cosnz 满足 方程 
二 一 和 2 及 一 
涛 以 wo 乘 第 一 式 , 以 wn 乘 第 二 式 , 并 将 所 得 结果 相 减 , 则 得 


Wad ms (一作 nan 


或 
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(Und — Um 一 《和 一 an (19) 
把 (19) 两 边 从 0 积分 到 ,并 利用 Ww(7)= sinmXx 及 wa(7) 二 sinnw 在 
0 及 r 处 都 黎 于 有 0 这 个 事实 , 得 到 


人 一 0| wz)m(zDdz=[uzDas(D 一 wzyus(oD] =0 
故 当 和 天 2 时， 
(sinmesinmds =0 (20) 


这 个 结果 提 想 我 们 用 sinn 人 遍 乘 (18)， 乓 后 逐 项 从 0 积分 到 ， 做 了 
这 些 运 算 之 后 《20) 使 大 批 的 项 等 于 0 , 最 后 只 剩 下 


『 F(z)sinmadz 一 aa | sin? nadies 


而 由 于 


『 sin rd 二 | (1— eos2nz)dw= 
。 2 


故 得 
on=2 | Fr)sin nedz. (21) 


这 些 as 叫 fz) 的 福 氏 系数 ，(21) 叫 欧 拉 公 式 ， 用 这 些 系 禾 时 , (18) 叫 
f(s) 的 福 氏 正弦 级 数 ， 或 f(s) 的 以 sinnw 为 特征 函数 的 特征 函数 展开 
式 ,而 (17) 岂 波动 瑟 数 的 伯 努 简 解 . 

上 述 对 波动 方程 的 解法 显然 充满 了 可 疑 的 步 又 和 许多 未 解决 的 问 
题 , 以致 于 从 严密 的 观点 说 , 只 能 把 它 看 作 是 有 点 参考 价值 ， 然 而 即使 
这 样 也 值得 一 提 ， 因 为 由 此 所 产生 的 一 些 问题 一 特别 是 关于 (18) 的 
意义 及 其 是 否 合法 一 是 非常 富 于 成 果 的 ， 例 如 ， 若 用 (21) 算 出 系数 
6 做 出 (18) 右边 的 级 数 , 则 在 什么 条 件 下 级 数 收 伍 f 且 车 它 在 一 点 s 
处 收 化， 它 是 否 一 定 收 北 于 f(x)? 这 些 问 题 及 其 解答 是 福 氏 级 数理 论 
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的 主题 0. 

这 里 我 们 只 对 上 述 问题 给 峡 一 个 简 暑 同 答 ， 而 以 后 在 这 一 套 从 
书 @ 的 另 一 本 里 再 米 详 细 论 述 这 门 内 容 于 富 的 分 析 分 支 ， 

所 论 函数 了 (z) 是 定义 在 区 间 [0, wx] 上 旦 在 端点 处 等 于 0。 设 f(x) 
在 顽 个 区 间 上 连续 ， 义 其 导数 除 可 能 有 的 有 限 多 个 跑 路 间 晰 点 处 解 是 
连续 的 , 而 在 跳跃 间断 点 处 , 导数 艳 于 有 限 的 然而 不 同 的 左 , 右 极限 ,用 
几何 语言 讲 ， 这 种 田 数 的 图 形 是 连续 曲线 , 其 切线 沿 曲线 移动 时 ,除了 
在 有 限 个 可 能 有 的 “和 角 点 ”处 方向 发 生 突然 变化 外 ， 切 线 方向 也 是 连续 
变化 的 ， 在 这 些 条 件 下 ， 展 开 式 (18) 是 成 立 的 ; 就 是 说 , 若 os 由 (21) 
所 定 ， 则 (18) 右 边 的 级 数 在 每 一 点 收敛 于 该 点 处 的 函数 值 ， 这 一 命题 
是 所 谓 福 氏 展开 定理 那个 较 一 般 定 理 的 局 限 形式 ， 之 所 以 需要 有 细致 
严密 的 理论 是 出 于 如 下 的 事实 ; 若 只 假设 f(z) 连续 而 不 谈 它 的 导数 ， 
则 已 知 (18) 右 边 的 级 数 可 能 在 基 些 点 处 是 发 散 的 ， 

研究 工作 的 另 -方向 是 考察 对 其 它 边 值 问题 能 否 作 象 (18) 那 种 特 
征 函 数 展开 .如 果 不 管 这 种 展 式 是 否 合法 ， 那 末 主 要 的 问题 就 是 要 说 
明 : 在 其 它 情 形 下 我 们 是 否 具有 足够 的 合适 材料 ， 即 是 否 具 有 特征 值 
序 到 及 相应 的 特征 消 数 能 满足 诸如 (20) 那 样 的 条 件 。 

举例 说 , 假如 我 们 考察 上 述 振动 纺 , 但 其 中 有 一 重要 不 同 之 处 : 吕 
是 不 均匀 的 , 即 其 密度 丰 二 mm(z) 可 因 点 而 异 。 在 这 情形 下 ,(8) 就 变 为 

。 , 
-2 (22) 


车 仍 求 (13) 形式 的 解 , 则 (22) 变 为 


名 福 里 训 (Joseph Fourjer,1768 一 1830), 杰出 数学 物理 学 家 ， 拿破仑 之 友 并 于 1798 
随行 去 埃及 ， 回 溉 后 任 东 南部 Isare 地 区 行政 长 官 , 在 其 任期 内 修筑 了 从 格 勒 浇 布 尔 (Gre- 
moble) 到 都 灵 (Turin) 的 第 一 条 玄 正 公路 在 这 期 间 他 从 事 热传导 理论 研究 ， 并 于 1822 年 
出 版 他 的 名 著 * 热 分 析 理 论 >(Thaorie Analytique de la Chaleur), 其 中 广泛 运用 了 以 其 
姓氏 命名 的 级 数 ， 不 过 他 对 这 些 级 数 的 数 举 理 坨 豪 无 再 献 ， 并 且 这 些 豚 数 也 是 他 的 前 人 欧 
拉 , 丹尼尔 伯 努 利 , 控 格 伦 昌 等 人 中 已 熟知 的 ， 福 里 衰 有 一 种 任 想 ,以 为 沙 汉 的 热 是 限 康 
生活 的 理想 环境 , 所 以 把 住宅 弄 得 过 热 并 把 他 自己 缠 讲 学 像 个 木乃伊 似 的 ， 

加 指 "Internatiomal Series ip Pure and Applied Mathematics”. 一 一 译 者 注 
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wz) 1 (4). 


mz)ur) TT ot)’ 
并 且 仍 同 以 前 一 样 得 出 如 下 的 边 值 问 题 : 
Wu Am(r )u = 0, u{(0) =u(x) =0. (23) 


这 情形 下 的 特征 值 和 特征 函数 又 是 什么 呢 ?. 显然， 如果 不 确切 知道 密 
度 函 数 mm(2), 这 是 不 可 能 明确 答复 的 . 但 至 少 我 们 能 证 明 这 些 特征 值 和 
特征 函数 存在 、 详 细 论证 可 参看 附录 A. 


习 题 
1 求 方程 多 十 43g 一 0 在 下 列 边 界 条 件 下 的 畦 征 值 4。 及 特征 函数 go(2) 
a =0, ¥(x/2) 一 0 
b y(27) 一 0 
©. #(0) =0, ¥(1) =0 
d. 
Bb 


#0) 二 0，y (及 一 0 其中 L> 信 
区 一 下 =0，3( 有 一 0 其 中 >0 
f，8(a) =0，y(8) 一 D, 其 中 q<b. 
技 形式 步骤 ( 即 不 管 纯 数学 幅 的 问题 ， 如 函数 是 首 可 微 以 及 级 数 是 否 收效 ? 求 
解 下 列 二 题 . 

2. 者 zy= 8(z) 是 一 任 剖 函数， 唱 g 一 RKz 十 8 表示 一 固定 形状 的 波 铂 > 辆 往 左 
移动 , 速度 为 a( 图 30) .同样 , 益 9 一 GZ) 是 另 一 任 音 函数， 则 9 一 G(s 一 a#) 
是 向 右 的 一 个 波 , 于 是 速度 为 “的 最 一 股 的 一 维 没 是 

中 人 有 一 不 (z 十 Ga 有 十 人 (一 4 。 {*) 


/ee LA 
1 -一 


图 30 


4 


8。 试 证 (*) 满足 波动 方程 (8). 
b， 易 知 方程 (8) 中 常数 4 具有 术 度 的 景 纲 ， 又 ， 侈 直觉 显 然 知 道 ， 若 一 拉 紧 
弦 爱 干扰, 波 就 会 从 干扰 源 出 发 朝 两 个 方向 移动 、 这 些 论点 使 我 们 想到 引 
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人 新 变量 gc= 红 上 + of 及 及 一 xz 一 时， 试 证 ,用 这 两 个 作为 新 变 最 时 ,方程 (87 
变 成 
- 2 
3a98 
并 由 此 通过 积分 推出 (*)。 公 式 (*) 岂 波 动 方程 的 太朗 贝 尔 解 >， 欧 拉 也 
独立 得 出 了 这 个 解 , 但 较 晚 于 达 朗 由 尔 (两 人 都 在 1747 年 发 现 ) . 
3、 设 有 一 无 穷 氏 的 法 拉 紧 在 z 轴 上 的 一 co 到 co 之 问 、 设 把 弦 拉 向 一 便 形 成 曲 
线 # 一 所 7) 然 后 丛 开 , 并 假定 其 后 的 弦 振 动 由 波动 方程 (8) 描述 . 
a， 用 (*) 试 证 弦 的 位 移 由 达 朗 贝尔 公式 


小 


gle = Cf (eto) +f (oat)] Geo 


给 出 提示 : 利用 初始 条 件 (1D) 及 12) 

b， 再 假定 弦 在 z==0 及 z 一 了 处 不 动 〈 这 样 的 点 叫 绪 点 )， 从 而 有 (0， 颁 
一 yx， 从 一 0， 并 用 (+*) 试 证 藉 z) 是 周期 性 坷 函数， 其 周期 为 2r [ 即 
了 (一 妨 一 一 FLZ)》 fz+2r) =f(7)]. 对 

5， 试 证 , 由 于 所 5) 是 奇 函 数 ， 又 是 周期 为 25 2 
的 局 期 函数 , 伺 必然 在 0 及 地 处 等 于 0. 

qd， 试 证 伯 努 利 的 解 (17) 可 写成 (**) 的 形 
提示 : 2sinnzeosnat 二 sin[n(z 十 4 和 )] 十 
sin [Cz—a#)], 

4， 设 有 勺 质 柔软 链 , 密度 为 常数 ms， 自 基 一端 自 
由 下 最 . 车 取 坐 标 系 如 图 31 所 示 , 则 当 其 受 干 


扑 琶 乓 起 向 拭 吉 rz 才 错 77Y 本 撕 决 过时， 过 
站 一 
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2a。 假定 这 偏 微 分 方程 其 有 形 和 如 YC, #) 一 w(x)v( 引 的 解 ， 试 证 wz) 满 足下 列 


常 微 分 方程 : 
pep 和 1 an-0. Cs 
b- 者 将 自 变 最 了 变换 为 ?= 2 Xz79, 试 证 方程 (r++) 变 为 
du du 
ta 十 28 一 0 


这 (虽然 记 法 不 同 ? 就 是 贝 塞 开 方程 1- (9) 兴 2=0 时 的 特殊 情形 , 


附录 A， 正 则 的 斯 图 尔 姆 - 利 乌 维 勒 问题 

特征 值 ,特征 函数 及 特征 函数 展开 的 一 般 理论 , 是 近世 数学 中 景深 
刻 , 内 容 最 丰富 的 理论 之 一 ， 本 附录 里 只 讲 这 个 大 问题 的 一 小 片段 , 但 
也 是 重要 的 片段 ， 我 们 的 主要 目的 是 证明 形 和 如 24-(23) 的 任何 边 值 问 
题 (由 非 均 名 振动 总 所 3 引起) 具有 特征 值 与 特征 函数 ,它们 的 性 质 与 第 24 
池 中 所 遇 到 的 相似 ， 做 到 这 一 点 之 后 ,就 可 发 现 只 要 换 一 下 变量 , 便 可 
把 这 个 结果 推广 到 在 相当 程度 上 更 为 一 般 的 问题 上去。 

先 从 斯 图 尔 姆 比较 定理 推出 几 个 易 知 的 结论 ， 
引 理 1 设 Wz) 及 a(z) 是 

+g)y—0 


2n 二 frCz)a=0 
的 非 平凡 解 ， 其 中 4(7) 及 7(Z) 是 下 值 连续 函数 生 7)>r(z)D. 设 


穷 的 先后 相继 的 党 点 Bi, Bi 出 在 每 一 间 区 闻 [zo 5" J 


Gs os, Gn, 证 


证 明 据 斯 图 尔 姆 比较 定理 (定理 23-B), 4(z) 在 每 个 开 区 间 (Cbo ,zu )， 


名 在 这 以 前 ， 我 们 默认 作为 系数 的 印 数 都 有 连续 性 、 现 在 明确 提出 了 连 续 性 这 一 候 
定 ,因为 下 面 引 理 3 的 证 好 亚 由 殉 依 办 也 王 悄 连续 轴 数 在 佬 区 间 上 的 某 些 性 质 , 
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(B14,82),…, 《ba- 4bx) 里 至 少 有 一 个 零点 ， 由 此 站 即 得 出 引 理 中 的 两 个 
引 理 2 设 (zx) 症 在 闵 区 间 [a,5j 上 应 是 不 等 不 
Om gz) 
的 正 值 连 续 函 数 ， 车 y(z) 是 方程 yg” 十 g(x)y=0 在 这 一 区 间 上 的 非 避 
几 解 , 且 若 x 及 x 是 x) 的 两 个 相 邻 零点 , 则 


禾 < 1 < (1) 


而 生 , 车 y(7x) 在 a 及 56 等 于 0, 并 在 开 区 间 (e, 8 肉 2% 一 1 个 点 处 等 于 0, 则 
ED nc 0). (2) 


甘 


证 明 为 证 (1), 人 把 所 给 方程 同 a” 十 mz 二 0 比较 .这 个 方程 的 在 x 
处 等 于 0 的 一 个 非 平凡 解 是 2z(z)= sinm(z 一 加 )， 因 xz) 的 第 二 个 
零点 是 一 二 zfm， 而 定理 23-B 告 诉 我 们 z 必定 出 现在 这 之 前 , 故 


加 < 十 z/ 和 或 和 一 六 < 工 . 同样 的 论证 使 我 们 得 出 《1) 的 另 一 个 不 


等 式 . 
为 证 (32)， 鞠 指出 在 8% 十 工 个 零点 之 间 有 间作 子 区 间 ， 赦 由 (1) 知 : 
5 一 a=% 个 子 区 间 的 长 度 和 < 过 n(xz/m)， 因 此 m6 一 4) /x<<%。 同 祥 可 
知 58 一 a>n(x/ 弄 ), 故 % 之 (6 一 9) /x 
我 们 的 主要 交 步 结果 是 下 面 的 引 理 ， 
引 理 5 设 sz) 是 下 人 连续 本 数 , 并 在 阿 区 癌 [o, 杂 上 上 才 寄 全 分 方程 
y+Ag(z)y 一 0. 《3) 
对 于 每 个 4， 设 妨 (z) 是 方程 (3) 的 满足 初始 条 件 2(o) 三 0 及 (a) 


二 1 的 叭 一 - 解 . 站 时 存在 浙 增 的 正 数列 


< he, 


函数 asz) 在 开 区 间 ( 功 旦 从 好 有 1 个 本 上 
证 明 由 定理 22-B, yx) 当 4&0 时 显然 没有 位 于 4 右边 的 等 点 ， 我 
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们 的 计划 是 观察 %(z) 在 4 从 0 增 大 时 的 振 旨 性。 我 们 首先 指出 ， 根 
据 gC7) 的 连续 性 , 必 存 在 二 正 数 和 及 了 ,使 在 [o,8] 上 有 0m*<g(2》 
三 了 M?. 于 是 ( 按 第 28 节 中 明确 指出 的 意义 )y(#) 在 [9，5] 上 振荡 
得 比 


y+Am’y=0 
的 解 快 ,但 比 

y+AMY=0 
的 解 慢 ， 据 引 理 2， 当 为 小 的 正 数 ( 小 到 使 于 入 之 5 一 a 时 ， 立 数 
ya(T) 在 La, 5] 中 a 的 右边 没有 零点 ; 而 当 》 增 大 到 使 r/、/ 用 mm 和 2 一 和 


村 ， 则 纪 (z) 至 消 有 一 个 这 样 的 零点 。 同 样 ， 当 人 4 增 天 到 co，2(z) 在 
[6,8] 中 的 等 点 数 自 oo. 于 是 从 引 理 1 知 gx(72) 的 在 4 右 进 的 第 % 个 


零点 随 4 的 增 大 而 向 左 移 ， 列 且 我 们 可 以 认为 (这 是 能 够 证 明 的 ?这 个 “ 


零点 是 连续 移动 的 、 因 此 ， 当 4 从 0 开始 增 向 cc 时 ， 存 在 无 穷 多 的 值 
和 ho 4，…， 使 92(z) 的 一 个 喜 点 移 到 5 处 并 终于 进入 区 间 内 ,从 
而 使 zi(z) 在 2 及 王 等 于 0 是 在 (o; 8) 内 有 % 一 1 个 零点 . 为 证 明 数 列 
久 ja 和 趋 于 co, 我 们 求助 于 不 等 式 (2), 这 时 它 的 形式 是 


so ~ nM 0. 


昌 ze) 弄 |+az(zy=e 04) 
在 Cz) 二 1 时 的 转 例 ， 这 里 我 们 假定 2(z) 及 (z) 是 [a， 杂 上 的 正信 
连续 函数 ，' 并 设 p(x) 在 这 个 区 间 上 有 连续 导数 。 如 果 把 (4) 中 的 自 变 
量 从 z 变 到 新 变量 w, 定义 to 为 


优 闻 过 
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= at 
wo =| 芭 全 
从 而 有 
dp_ 1 及 do ly 
dr Tx) dr dw dr DCz) daw’ 
则 (4) 的 形式 变 为 


。 
3 二 tag 一 0 


{5) 


其 中 9 (四 是 变换 后 的 区 间 0<w<c 二 ww(5) 上 的 正 慎 连 续 函 数 ， 对 方 


程 (5) 应 用 引 理 3, 六 即 得 出 下 列 关 于 (C4) 的 命题. 
定理 A 考 妾 边 值 问题 


昌 zc) 弄 +Maoa=o ye) =y0) =0, 


(6) 


其 申 pz) 及 g(x) 满足 前 述 条 件 ， 于 是 存在 一 个 渐 增 的 正 数列 


五 到 和 < 人 < 


它 趋 于 吕 且 有 下 列 性 质 ; . 当 且 仅 当 4 等 于 加 之 一 时 ，(6) 具 有 一 个 非 


此 我 们 有 


a Ay 一 
昌黎 十 mggyn 一 0 


dyn = 
昌 这 | 十 nggo 一 0。 


分 别 以 加 及 如 乘 上 面 二 式 然 后 相 减 , 得 到 


名 a 
2 昌 z 人 区 yn ee) | Ot) gn, 


从 4 到 5 积分 后 ,得 到 


平凡 解 . 和 全 和 由 部 人 和 除了- 人 人 加 确定 


人 册 问 是 (6) 的 特征 入 入 应 和 外 (9) 叫 特 征 函 数 ， 因 
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[2 宪 -a 芝 让 十 《An A gymyndt=0. 


由 于 ym《?) 及 ga《(7%) 都 在 4 及 5 处 等 于 0， 玖 左边 第 一 项 等 于 0， 
而 有 


moreaz=o 当 mzxn 时 (7) 
这 些 计算 证 明了 以 下 的 定理 . 
定理 B 边 信 问 题 (6) 的 特征 函数 凋 足 关系 式 (7)。 


这 定理 的 内 容 通 常 叙 述 为 : 特征 函数 六 (2)，y2(7)， ,在 
区 间 La, 6] 上 对 于 权 函 数 gz) 是 正 交 的 .特别 是 , 如 同 我 们 在 第 24 节 


中 所 看 到 的 , 函数 


Sinw, sin2%, -, sinne, (8) 
是 边 人 入 问题 y" 十 加 一 0，y(9) =y(x)==0 的 特征 函数 ， 因 此 在 区 间 
[0, 可 上 对 于 权 函 数 1 是 正 交 的 ， 
正如 函数 (8) 可 以 作为 基底 , 将 在 0 及 = 处 等 于 0 的 一 个 函数 展 为 
福 氏 正 续 级 数 一 样 ,(6) 的 特征 函数 也 可 用 来 作为 基底 , 得 出 一 个 函数 
fCz)( 它 满足 f(a) 一 (5) = 0) 的 纤 征 函数 展开 式 : 
Fr) =ag(7) + oy 2 te + nya TY 十 {9) 
车 以 9(z)gs(z) 乘 上 式 , 并 形式 地 和 逐 项 从 6 积分 到 8， 则 利用 (7), 可 得 
第 n 个 系数 为 


oi qd(zJyn(z)fCz)am， 其 中 必 =| (zyuCz)zaz (10) 


(9) 这 种 形式 的 展开 式 (其 中 的 系数 由 (10) 给 出 ) 常 叫做 新 图 尔 怒 - 刘 维 
尔 展 式 ， 这 对 很 广泛 的 函数 类 是 适用 的 ， 但 这 些 问题 的 详细 讨论 超出 
本 书 范围 。 

最 后 需要 间 一 件 事 , 我 们 通常 称 (6) 为 正则 斯 图 尔 姆 - 刘 维尔 问题 ， 
因 共 中 区 间 是 有 限 的 ， 而 函数 Cz) 及 g(z》 在 整个 区 间 上 是 亚 值 连续 
的 。 若 区 间 为 无 穷 ， 或 区 间 虽 为 有 限 但 KKz) 或 4(z) 在 端点 之 一 或 两 
端点 处 等 于 0 或 不 连续 , 那 训 出现 奇异 问题 ， 这 些 问题 要 图 难得 多 , 当 
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然 不 是 本 附录 的 讨论 所 能 涉及 的 。 遗 姓 的 是 ， 大 多 数 最 有 意义 的 微分 
方程 都 属于 这 种 奇异 问题 之 列 ， 这 里 提 一 下 惑 让 特 方程 


Ef 
昌 G-m 各 | -lr 


村 一 
畔 (Go 埋 |]+ad-2)? 她 =0， 一 1<s<< 


下 外 沙特 和 

| oto, 一 ce<Y<ecoi 
入 关 外 方 和 

ee 到 ae 0，0<xz<oo， 


这 些 方程 在 第 五 意思 还 要 出 现 ， 那 里 我 们 要 用 完全 不 同 的 观点 对 它们 
进行 研究 . 


关于 刘 维 东 的 注 记 ” 刘 维尔 Joseph Liouville, 1809 一 1882) 是 巴黎 法 兰 西 学 院 里 
一 位 极 受 尊 秆 的 教授 ， 是 十 九 世纪 庄 国 数学 判 起 重要 作用 的 《纯粹 及 应 用 数学 学 
报 > (Journal des Mathé matiques Pures et Appliquées) 的 创办 和 及 编者 .但 
-由 于 某 种 原因 ， 他 本 人 作为 创造 性 数学 家 的 杰出 成 就 并 未 获得 应 有 重视 .他 的 金 
集 从 未 出 版 , 这 是 他 本 国 同胞 一 件 令 人 遗憾 而 又 站 为 惊异 的 失 着 

他 是 第 一 个 通过 求解 等 价 积分 方程 以 解 边 值 问 题 的 人 , 而 积分 方程 在 1900 年 
代 初 期 被 弗 雷 德 荷 尔 姆 (Fredholmy 及 希 尔 宾 脱 (HEilbert) 发 展 成 为 近世 分 析 中 的 
一 大 领域 .他 那个 关于 分 数 阶 微 分 法 的 巧妙 理论 答复 了 外 处 号 而 未 决 的 问题 ， 记 
号 dryjdar 在 并 非 正 上 整数 时 能 赋予 什么 合理 的 意义 、 他 发 现 了 复 函 数 分 析 中 的 

本 结果 ( 渴 称 为 刘 维 尔 定理 ): 有 界 监 函数 必然 是 常数 ， 并 以 它 为 基础 来 建立 他 
”自己 的 椭 辐 函数 论 。 在 哈 米 尔 顿 力学 中 也 有 一 个 著名 的 刘 维 尔 定理 ， 申 明 体 积分 
是 相 空间 中 革 于 时 间 的 不 变 县 .他 对 于 初等 函数 的 积分 理论 也 许 是 其 一 切 成 就 中 
最 具有 独创 性 的 , 因 他 在 那个 理论 中 证 六 象 


ae jE 人 位 se， | 堵 
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这 类 积分 以 及 第 一 类 与 第 二 类 烟 贺 积分 , 是 不 可 能 用 有 限 个 初 掌 函数 表达 的 9 

难 搞 而 又 引人入胜 的 超越 数理 论 也 是 失 刘 维尔 的 工作 开始 的 ,一 个 重要 数学 分 
支 , 严 和 e 是 无 理 数 ( 即 这 些 数 不 是 任何 整 系数 线性 方程 ur 十 5 一 0 的 概 ) 这 个 结 
时 已 由 兰 悄 对 (LamberD 和 欧 拉 在 十 八 世纪 作出 证 明 ，1844 年 刘 维 尔 证 明 * 也 不 
是 任何 整 系数 二 次 方程 的 概 ， 这 使 他 猜 济 e 庆 赵 越 数 ， 即 它 示 能 满足 任何 整 系 数 
多 项 式 方程 

nz 二 An 0 

他 想 抽 出 证 明 的 工作 失败 了 , 但 他 的 想法 对 尼 尔 米 特 在 1873 第 的 成 功 以 及 对 宁德 
紧 (Lindemanm 1882 第 证明 + 也 是 超越 数 是 有 贡献 的 ， 林 德 曼 所 闫 结果 终于 指 
出 自 吉 以 来 想 用 直 尺 回 规 作 正方 形 与 回 竺 面积 的 问题 是 不 可 能 的 ， 近 世 重 大 的 数 
学 成 就 之 一 是 1929 年 盖 尔 方 得 (Gelfond) 证 明了 er 是 超越 数 ， 但 对 = 一 e, re 或 
和 这 类 煞 的 性 质 如 何 迄今 还 毫 无 所 知 。 刘 维 尔 还 发 现 了 超越 数 的 一 个 充分 条 件 ， 
并 于 1844 年 用 之 于 列 出 一 批 可 证 明 共 超越 性 的 实数 ,其 中 之 一 是 


二 1 1 
+1000100.… 
nl 


他 在 这 里 所 用 的 方法 , 也 在 二 十 世纪 引起 了 更 广泛 深入 的 研究 2。 


@@ 大 看 D，G. Mead 在 :美国 数学 月 刊 > (Am. Math. Monthly，vol 68, pp. 
152 一 156,1961) 中 的 一 文 Clintegration>. 关 于 进一步 的 详 述 可 参 者 G，H，Hardy 著 *The 
Integration of Functions of a Single Variable>, Cambridge,Londom -1916 或 J 
PF. Ritt 著 <Integration in Fitite Tetthss, Columbia, New York, 1949. 

加 读者 只 要 披 阅 一 下 A. O. Gelfond 著 *Transcendental and Algebraic Numbersy 
(Dover, New York,1960) 一 书 , 便 可 对 这 问题 的 恨 深 与 复杂 有 所 体会 ， 
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25， 引 言 。 嘻 级 数 复习 


初等 分 析 中 所 焉 到 的 大 多 数 特 殊 羡 数 属于 所 谓 初等 函数 ， 为 说 明 
这 一 类 朋 数 , 我 们 先 提出 ; 代数 函数 指 的 是 一 个 多 项 式 , 有 理 函 数 或 更 
一 般 地 是 任何 函数 y 一 大 z7) 它 满足 形 如 

PalT)y*+ Par tt PAT TPZ) =0 

的 一 个 方程 , 其 中 Pi(7) 是 多 项 式 ， 初 等 函数 包括 :代数 函数 ; 微 积分 
中 所 遇 到 的 初等 超越 (或 非 代数 ?函数 ( 即 三 角 国 数 、 玉 三 角 国 数 、 指 数 
函数 ,对 数 函 数 ); 以 及 由 这 些 函 数 的 加 , 减 . 莱 , 除 以 及 取 函 数 的 函数 所 
形成 的 一 切 英 他 国 数 ， 例 如 

， az -1 2) 1 

lr 

就 是 一 个 初等 函数 . 
初 以 来 , 曾 认为 有 用 百 种 特殊 函数 是 足够 重要 或 侥 有 兴趣 , 值得 加 以 一 
定 程度 的 研究 。 这 些 函 数 大 部 分 几乎 被 人 完全 遗忘 ， 但 有 些 函数 如 嘎 
马 (gamma) 函数 ， 获 学“ 国 数 ， 本 图 函数 以 及 在 数学 物理 中 仍然 有 用 
的 那些 函数 , 都 产生 了 广泛 的 理论 ， 共 中 有 少数 几 个 ， 意 义 如 此 丰富 ， 
影响 如 此 之 大 , 单 是 论述 其 中 之 一 的 历史 就 是 满 满 的 一 大 着 书 ®@. 

特殊 函数 这 个 领域 普 为 十 八 及 十 九 世 纪 许 多 最 伟大 的 数学 家 热心 
专 诚 地 研究 过 , 共 中 包括 欧 拉 、 高 斯 , 阿 倍 耳 , 夏 可 比 ,维尔 斯 特 拉 斯 , 黎 
曼 , 厄 尔 米 特 、 许 加 莱 。 但 风气 是 随 着 时 代 而 改变 的 ， 现 今 大 多 数 数学 
家 喜欢 研究 范围 很 广泛 的 函数 类 (连续 函数 可 积 函 数 等 等 ), 而 不 搞 突 


@ ”读者 如 想 对 这 部 分 分 析 泊 轩 之 广 有 个 印象 , 晤 好 去 参阅 一 下 三 大 着 的 《高 等 超越 函 
数 > ("Higher Transcendertal Functions”, A. Erdelyi(ed.), McGraw-Hill, New 


York, 1953—1955), 
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出 个 别 的 函数 ， 然 而 仍然 有 许多 数学 家 对 传记 的 爱好 超过 社会 学 ， 因 
此 要 不 偏 不 倚 地 来 讲授 分 析 , 两 种 观点 都 不 能 偏 废 . 

特殊 函数 的 来 源 , 性 质 和 用 场 相 差 颇 为 攻 殊 , 然而 有 一 大 批 特殊 晴 
数 具有 相当 程度 的 统一 性 ， 这 就 是 作为 二 阶 线性 微分 方程 的 解 所 产生 
的 特殊 函数 , 共 中 有 好 些 对 于 数学 物理 中 的 候 微 分 方程 都 是 用 得 着 的 ， 
通过 正 交 展开 理论 , 它们 作为 线性 分 析 的 主权 历史 来 源 也 有 其 重要 性 ， 
而 线性 分 析 在 形成 现代 纯粹 数学 方面 是 起 了 核心 作用 的 、 

现在 我 们 想 从 总 的 方面 来 了 解 一 下 这 些 函 数 是 怎样 产生 出 来 的 . 
我 们 记得 , 如 果 想 解 简单 的 方程 

"+ =0, (1) 

那 末 初等 微 积分 里 已 经 有 熟悉 的 函数 y= sin¢ 及 y==coss 可 以 作为 
解 ， 对 于 方程 


vy" Fy ry=0 (2) 
来 说 , 情况 就 大 不 一 祥 , 因为 这 方程 不 能 用 初等 函数 解 出 ， 素 实 上 , 我 
们 还 不 知道 有 哪 一 类 二 阶 线性 方程 (除了 常 系数 的 或 置换 自 变 量 后 可 
化 为 常 系数 的 那 类 方程 ) 是 能 用 初等 函数 解 出 的 。 在 第 四 意 里 我 们 知 
道 ,对 于 这 样 一 个 方程 ， 它 的 解 的 某 些 一 般 性 质 常常 可 以 殉 定 , 而 根本 
不 需要 解 出 方程 ， 但 车 这 类 方程 中 有 某 个 特殊 的 , 它 看 起 来 足够 重要 ， 
必需 有 某 种 显 式 解 才 行 ， 那 我 们 怎么 办 ? 本 章 所 讲 的 方法 是 用 震级 数 
来 解 出 ， 并 以 这 些 级 数 来 定义 新 的 特殊 函数 ， 然 后 我 们 通过 它们 的 级 
数 展 式 来 研究 这 些 函 数 的 性 质 ， 如 果 我 们 能 够 对 它们 获得 足够 多 的 知 
识 , 它们 就 到 得 “熟知 函数 ”的 资格 , 就 可 作为 工具 用 来 研究 当初 引出 那 
个 微分 方程 的 实际 和 问题。 当然， 这 套 步 又 说 起 来 容易 ， 做 起 来 并 不 窜 
易 ， 并 且 也 只 有 在 所 论 尔 数 有 许多 重要 应 用 的 情况 下 才 值 得 这 样 
去 做 ， 
A， 形式 为 


S 
Dw" = 0 + (3) 
5 
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的 无 穷 级 数 岂 z 的 和 级 数 ， 级 数 


字 os(z 一 zo" 一 ae 十 oa(z 一 Zo) 十 Ga(z 一 ro)2 十 必 (2) 


叫 x 一 ze 的 竺 级 数 ,而 县 似 乎 比 (3) 更 一 般 些 . 但 车 把 “一 wo" 换 成 x( 这 
不 过 是 作 一 次 坐标 轴 的 平移 )( 龟 总 能 化 成 (3)， 因 此 以 下 的 讨论 大 抵 
限 笠 (3) 这 种 形式 的 需 级 数 ， 

B， 我 们 说 级 数 (3) 在 一 让 “处 收敛 , 如 果 极限 


lim Dosw 


me 


存在 , 这 时 极限 就 是 级 数 的 和 ， 显 然 , (3) 在 点 z=0 总 是 收 化 的 。 按 其 
收敛 点 的 分 布 情 况 , 所 有 震级 数 可 分 为 三 大 类 , 其 典型 例子 如 下 ; 


了 nlor 一 1 十 2 十 2072 二 3023 十， (5) 
2 

Sn bad » 
Et (6) 
Bier=1tetr tte (7) 


第 一 个 级 数 对 一 切 «0 发 散 (到 不 收 化 ); 第 一 个 对 一 切 * 政绩 ;第 三 
个 对 lz[<1 政 笋 而 对 |z| >1 发 散 ， 有 些 x 的 等 叹 数 性 质 象 (5)， 只 对 
z= 0 收 敏 ， 对 这 些 级 数 我 们 不 感 兴趣 . 有些 级 数 象 (6) 对 一 切 z 收 人 
这 些 级 数 最 好 办 。 所 有 共 他 车 级 数 的 性 质 多 少 有 点 像 (7)， 就 是 说 对 
于 每 个 这 样 的 级 数 ， 相 应 有 一 个 正 的 实数 即 , 叫 收 笋 半径 , 它 使 级 数 在 
1z|<< 如 时 收 敏 而 在 | z | > 玉 时 发 散 [ 就 (7) 的 情形 而 论 , 忆 = 匡 - 

当 级 数 只 对 x=0 收敛 时 , 我 们 通常 说 至 等 于 0， 而 当 级 数 对 所 有 
z 收 全 时 , 则 说书 知 于 oo， 作 了 这 梯 的 约定 后 ,就 可 以 用 一 句 话 来 概括 
所 有 可 能 的 情形 :每 个 的 需 级 数 具有 收 误 半 径 玉 ， 其 中 0<R<ceo， 
使 级 数 在 1z|< 刀 时 收 敏 而 在 lz| > 时 发 数 , 应 该 指出 的 是 ,车 R=0， 
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则 没有 z 值 能 满足 izj 忆 ,而 车 请 = 00, 也 没有 x 信和 能 满足 |x| 沁 民 
对 于 许多 重要 的 情况 而 言 , 可 用 下 法 求 得 耳 位 ， 令 


Sy 一 to 十 2 | Wa 二 
pr] 


是 个 非 零 的 常数 项 级 数 。 在 初等 微 积分 里 我 们 记得 , 若 


Un 2 


一 工 


lim 


容 在 ， 那 未 这 个 比 俏 检 定 法 省 诉 我 们 级 数 厅 工 <1 时 收 全 而 在 >1 


时 发 散 ， 就 我 们 的 宕 级 数 (3) 而 论 , 这 上 告诉 我 们 , 若 舍 个 os 和夫 0 且 若 对 
于 一 个 固定 点 x 关 0 有 


Gn 
On" 


tat1 


lim 


则 (3) 在 工 <1 时 收敛 而 在 工 >1 时 发 散 ， 根 据 这 些 条 件 ， 我 们 得 出 
公式 


一 Iim lx]l =L, 


Pr 


有 -Him| :| 如果 极限 存在 的 话 ， 


ne 


《车 ]a4fanrr1>00, 则 设 证 二 o0). 不 管 这 公式 能 否 使 用 ， 我 们 知道 且 站 
是 存在 的 ; 著 如 有限 卫 蜡 于 0 , 那 末 它 就 定 出 一 全 收 化 区 间 一 B<z< 吕 
使 级 数 在 区 间 内 收敛 而 在 区 间 外 发 散 . 一 个 窜 级 数 在 其 收 伍 区 问 的 一 
个 或 两 个 端点 处 可 能 收敛 也 可 能 不 收 化 
C- 假如 (3) 对 1z|<<R(R>0) 收 全 ,并 把 它 的 和 记 为 (2): 

f(z)= 之 oa 一 oo 十 oz 二 om 十 … (8) 


则 对 于 1z| <R, f(x) 自然 连续 而 且 具 有 一 切 阶 的 导数 ， 又 级 数 可 逐 项 
微分 , 即 


f(z)= Se mr 一 的 十 20s7 十 3gsg2 十 … 


P82) = Sn 一 Door:=3m+3.2mc 十 …， 
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等 等 , 并 且 微分 后 的 每 个 级 数 都 对 |z|<< 尾 收效， 这 些 逐 项 微分 后 的 级 
数 使 我 们 得 出 一 个 基本 公式 ， 它 给 出 了 系数 4， 与 用 x) 及 其 各 阶 导数 
之 间 的 关系 : 


一 它 (0) 
人 (9) 


勾 ,下 面 这 一 事实 也 党 常用; 级 数 (8) 可 逐 项 积分 ， 如 果 积分 限 都 在 
收 儿 区 闻 以 内 的 话 . 
如 果 另 有 一 个 = 的 震级 数 ， 它 在 Iz| < 及 时 收敛 于 函数 9(z)， 从 
而 有 
G7) = Tb bot bet bo tts (10) 


ne 


则 (8) 与 (10 可 以 逐 项 加 碱 : 
fa) 49) = Sent be (ao +50) + (GB) + ee 
它们 也 可 以 象 多 项 式 似 地 和合 此 相 采 , 即 | 
fg) = ese, 


其 中 en 一 ap 十 op 十 … 十 aoBoG， 如 果 出 现 两 个 级 数 收敛 于 同一 苗 
数 的 情形 , 即 对 于 |zx|<<R 有 天 2)= 扣 2)， 则 从 公式 (9) 可 知 那 时 这 两 
级 数 为 有 相同 的 系数 : m= 5o qj =51,…， 特 别 是 ， 车 |z| < 时 f(z) 
=0, 则 一 0, 0) =0,* 

D. 设 f(z) 对 |#|<R(R>0) 是 连续 玖 数 并 具有 各 阶 导数 ， 问 (+) 能 
否 几 备 级 数 表 示 ? 若 用 (9) 来 定义 系数 4, 则 自然 会 想到 展开 式 


f5)= TD FO) FF (Oot tt 《1D) 


ne0 


四 这 里 指出 c* 的 两 种 等 价 写法 供 以 后 使 用 : 


9= jabs 及 6n= Dead 
R= # R20 
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将 在 整个 区 间 成 立 ， 这 带 常 总 是 事实 ， 但 得 憾 的 是 有 时 并 不 成 立 ， 要 
考察 这 个 展 式 对 区 间 内 特定 一 点 3$ 是 天 确实 成 立 ， 有 一 种 方法 是 利 用 


台 劳 劳 公式 


f=- Dt, 人) 


其 中 余 项 (7》 的 式 子 是 


Pe 
(一 全 下 全 


而 地 在 0 与 立 之 间 ， 为 证 明 《11) 成 立 ,只 要 证 明 ww>oco 了 时 Rlz)->0 即 
可 。 按 照 这 种 方式 , 容易 得 出 下 面 几 个 熟知 的 展 式 , 它们 是 邓 一 切 z 都 
成 立 的 : 


四 好 
° “2m! “+ ’” (12) 
mn Wt 8 。 13 
Sinz 一 Ee D" 坟 二 TT 一 xz 一 让 十 计 es 《13) 
一 WN 
pa 1) anji™! a1+Ai » (14) 


如 果 有 一 特定 的 收敛 寡 级 数 摆 在 我 们 而 前， 我们 怎 能 看 出 它 的 和 是 个 
什么 禅 的 函数 呢 ? 一 般 说 这 是 做 不 到 的 ， 因为 只 有 极 少数 需 级 数 的 和 才 
是 普通 初等 函数 ， 

E. 一 函数 2) 若 具 有 这 样 性 质 : 在 点 ze 的 某 邻 域内 形式 为 


f(2) = Sa, {T—z0)" (15) 
人 


的 备 级 数 展 开 式 成 立 ， 俐 说 它 在 me 处 是 解析 的 ， 这 时 os 必 由 
f(ro) 
a 


给 出 , 而 (15) 便 叫 f(z) 在 wo 的 台 劳 级 数 ， 于 是 (12)，(13) 及 (14) 告 诉 
我 们 e*， sing 及 cosz 在 wy 一 0 处 是 解析 的 ,而 所 给 级 数 则 是 这 些 函数 
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在 zo 二 0 的 台 劳 级 数 ， 关 于 函数 是 否 为 解析 的 问题 ， 大 的 可 根据 下 面 
的 事实 米 作 出 回答 ; 
1 .多项式 及 国 数 er，sinz，eosz 是 在 所 有 点 处 解析 的 ， 
2. 车 Jz) 及 8z) 在 mo 解析 则 九 z)+T9z)，7(z)9(Cz) 以 及 
fz)/9(zY)[ 若 9( 训 ) 短 中 了 都 在 zo 解析 . - 
3， 若 天 ) 在 zo 解析 且 广 (7) 是 连续 的 反 国 数 ， 则 尖子 (zo ) 天 0 时 
1(z) 在 了 lwo} 处 是 解析 的 . 
4 若 9(7) 在 wo 解析 , 且 f(x) 在 g(xo) 解 析 , 则 了 C9Cz)) 在 xz。 解析。 
5， 千 级 数 之 和 在 收敛 区 间 内 所 有 点 处 龙 解 析 的 。 
上 述 命 题 有 些 能 用 初等 方法 证 明 , 有 些 不 能 ， 一 般 说 , 解析 函数 的 性 态 
只 有 在 复 变 函数 论 的 较 大 范围 内 才能 得 到 充分 理解 ， 


习 题 


1， 试 用 比 悄 检验 法 验证 对 于 级 数 (5), (6) 及 (7) 来 说 , R=0, 召 一 co 及 R=1 
2， 车 了 不 等 于 0 或 正 整数 , 试 证 级 数 


D2 D (P= 2 pnt) es 
nl 
对 |2| < 之 1 政 敛 而 对 jz| >3 发 散 . 
3， 试 证 对 于 家 开 式 (13)? 及 (14) 右边 级 数 来 说 ,R= 
4， 用 台 劳 公式 证 明 展开 式 (12)，(13) 及 (14) 对 一 切 < 成立 ， 提 示 : apml->9 对 
所 有 常数 4 成 立 ( 何 故 ?). 
5， 在 初等 代数 中 大 家 知道 


ltate tte = (Fl) 
利用 这 结果 试 证 展开 式 


lt 
1~% 


及 


1 
1 
Irz 了 
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对 | 叶 <<1 成 立 。 又 利用 第 二 个 展 并 式 证 明 
， lg (4 = 一定 守 一 于 十 
及 


| 
人 工 


tn 


俩 过 
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解 。 一 个 每 级 数 存 其 收敛 区 间 . 上 可 逐 项 微分 , 收 
¥' =a 2 -3G [eee F(R Dr Zn (3) 
因 芳 = 所 故 级 数 (2) 及 (8) 必 有 相同 系数 : 
mh =m a= Ba, ,RDOn An 


有 了 这 些 方程 , 就 可 以 用 ao 来 家 示 色 个 mm: 


[a [dd &: & 多 | 
所 = 


把 这 些 系数 代 人 (2) 后 , 便 得 知 级 数 解 
ym (44+ 辕 + 攻 + + 车 + (0 


这 里 对 go 还 没有 加 上 什么 条 件 . 必须 滞 楚 认识 的 是 , 这 个 解 到 目前 还 只 


、 是 暂 设 的 ， 因 为 我 们 不 能 保证 (1) 确 实 具 有 (2) 这 种 形式 的 蹇 级 数 解 . 


以 上 的 论证 只 是 说 明 : 如果 (C1) 有 这 么 一 个 解 , 那 末 那 个 解 必然 是 (4)。 
担 由 比值 检定 靶 六 即 得 知 级 数 (4} 对 一 团 x 收敛 ， 故 还 项 微分 是 合法 
的 ,因而 (4) 确 实 是 (1) 的 解 , 在 这 个 例子 中 , 我 们 容易 看 出 (4) 中 的 级 数 
是 ez 的 血 级 数 展开 式 , 区 (4) 可 写成 
Ye”, 

当然 , 我们 可 以 把 (1) 分 离 变 量 并 积分 ， 而 直接 得 出 这 个 解 。 然 而 我 们 
必须 认识 : 即使 (1) 不 能 用 初等 方法 求解 ， 并 且 也 看 不 出 (4) 是 哪个 熟 
知 函数 的 展开 式 , (4) 仍然 是 一 个 完全 可 洁 的 解 . 

这 个 例子 提示 了 一 个 有 用 的 方法 , 以 求 给 定 函 数 的 第 级 数 展开 式 : 
求 出 函数 所 满足 的 微分 方程 , 然后 用 宕 级 数 解 这 方程 

例如 我 们 来 看 函数 


y=(1+2), (5) 
共 中 汪 为 一 任意 常数 ， 易 知 (5) 是 下 列 微分 方程 约 指定 特 解 : 
(1+2)¥ =Py,9(0) =1. . (6) 


和 前 面 一 样 , 根 定 (6) 具 应 一 个 寡 级 数 解 
多 一 四 二 全 人 十 的 形 二 全 十 本 加 十 3 《7) 
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其 收敛 半 径 R>0， 由 此 得 知 
¥ = Ot2at + Bars (Rt ar" 
wy = 十 2G2w: 十 … 十 Net " + eee 
PYy=Paot Part Past’ 十 its +, 
根据 方程 (6), 头 两 个 级 数 之 和 应 等 寺 第 三 个 级 数 ， 均 可 令 zx 的 多 次 罕 
的 系数 分 别 相等 , 得 到 


本 二 Bao，20s 十 9 一 pa，30s 十 20z 一 Do 


(n+ Da #1 + ncn = Pons 
由 (6) 中 的 初始 条 件 推出 a 二 1, 故 


=P， = -DD -2 


0, = P72) Pp— Dp-2) ., 
’ 3 2.3 "I 


人 =P— Dp—2) pnt 
a se 


代入 这 些 系 数 后 , (7) 就 变 为 
y=1+ 95+ DE Da +EE Et 


ED Pt Dyn te, (8) 


为 断定 (8) 瑞 是 所 要 的 解 ， 只 要 指出 这 个 级 数 对 1z|<1 收敛 就 够 了 ( 参 
看 习题 25-2)， 比 较 (5) 和 (8) 这 两 个 解 ， 并 利用 (6) 只 有 一 个 解 这 件 事 
实 , 便 得 


(Frelt prt De + 


+ Dp nt Dn... (9) 


(对 于 1z| <<1)， 这 个 结果 叫做 二 项 级 数 ， 它 把 二 项 式 定理 推广 到 指数 
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为 任意 数 的 情形 @ 


习 是 

1， 考 察 下 列 微分 方程 : 
a ¥’ =29; 
b. y+g=1. 
对 此 盖 方程 求 形 为 Znz" 的 释 级 数 解 ， 设 法 认 出 所 得 级 数 是 一 个 常见 半数 的 
展开 式 , 并 通过 对 方程 直接 求解 来 柜 对 你 所 作出 的 判断 

2， 考 察 下 列 微分 方程 : 
a x 一 入 
b. wy =y. 
对 些 二 方程 求 形 如 Zanzx" 的 惫 级 数 解 ， 同 时 对 方程 直接 求解 ， 并 说 明 何 以 会 
出 现 不 一 致 之 处 ， 

3， 通 过 以 两 种 方法 求解 久 一 (1 一 22) -3， 和 将 sin-!z 次 为 释 级 数 ，(〈 提 示 : 用 二 
顶级 数 . ) 利 用 这 个 结果 导出 公式 


x 11l 1 131 135 1 
Ely a 7 tm 


全 正文 及 以 土 各 题 中 的 微分 方程 都 着 线性 的 方程 _ 
护 一 1 十 及 Ce) 
是 非 线性 的 ， 并 且 容 易 直接 看 出 8 一 tanz 是 y(0) 一 0 这 一 条 件 下 的 特 解 . 通 
过 很 说 方程 (+) 有 军 级 鉴 形式 Zanz* 的 一 个 解 并 求 出 bw, 试 证 


tnt et ee 


中 ” 谈 者 记得 , 初等 代数 中 的 二 项 式 定 理 是 ， 堵 # 是 正 整 数 , 则 


se Dt Dn ht 


《i 十 z)n 一 1 十 9x 十 Bi 


写成 更 简明 的 形式 是 
oa- 辫 ( 
k=0 


其中 卫 基 袜 系 数 ( 。 ) 的 定义 是 


(站 = nl 2 一 1 
二 和 1 
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a， 按照 正文 例题 中 所 讲 的 方法 (特别 注意 方程 的 非 线性 性 质 如 何 使 公式 复杂 

{feys 
b， 通 过 对 方程 (*) 一重 微分 以 求 

2 9 =299 + 2) 
并 应 用 公式 mw 一 oO) jx! 
5 用 题 4 中 提出 的 每 一 各 方法 解 方程 
及 一 2 一 外 20) 一 0. 

所 得 级 数 代表 什么 样 的 熟知 靖 数 ? 将 所 给 … 阶 线性 方程 直接 求解 ， 以 验证 你 
的 结论 . 


27 二 阶 线性 方程, 寻常 点 


现在 来 看 一 般 齐 次 二 阶 线 性 方程 
yi+Plr)y +O(r)Yy=0. {1) 
我 们 知道 , 这 样 的 方程 有 时 可 用 熟知 的 初等 函数 解 出 ， 例 如 在 P(z) 与 
(Zz) 是 常数 以 及 共 他 少数 情形 下 可 以 这 禅 做。 然而 在 大 多 数 情形 下 ， 
“这 一 类 在 纯粹 与 应 用 数学 中 极为 重要 的 方程 是 初等 方法 所 不 能 解 的， 
而 只 能 用 震级 数 来 求解 . 
关于 方程 (1) 的 核心 事实 是 : 它 的 解 在 一 点 zx 附近 的 性 态 依赖 于 
作为 系数 的 函数 P(z) 及 Q(z) 在 该 点 附近 的 性 态 ， 本 节 只 限于 讨论 
P(z) 及 Q(z)' 性 态 很 好 ”的 情况 , 即 它们 在 点 m 是 解析 的 , 也 就 是 说 每 
个 函数 在 该 点 某 邻 域 具有 靠 级 数 展开 式 . 这 时 zo 叫 方程 (1) 的 寻常 点 ， 
并 可 发 现 方程 的 每 个 解 在 该 点 处 也 是 解析 的 ， 换 言 之, 如 (1) 的 系数 在 
荣 点 处 是 解析 的 , 则 可 知 它 的 解 在 该 处 也 是 解析 的 ， 凡 不 是 (1) 的 寻常 
点 的 点 ， 叫 艇 奇异 点 ， 
我 们 将 要 证 明 上 文中 的 命题 , 但 首先 要 考察 几 个 说 明 问 题 的 例子 . 
就 茹 知 的 方程 
y+y=0 (2) 
说 , 作为 系数 的 函数 是 P(z)=0 及 Q(z) 二 1， 这 两 个 疫 数 是 处 处 解析 
的 , 故 可 求 形式 为 
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二 十 Gg 十 二 Gn 十 (3) 
的 一 个 解 ， 将 (3) 微 分 后 得 | 
= Ga te RG (4) 


及 
y=202 + 2.30a7+ 3 dw: 二 
二 (Rt1) (nT2)gnrat" 一 (5) 

若 将 (5) 及 (3) 代入 (2), 并 把 两 个 级 数 逐 项 相 加 , 得 到 

《2cs- a0) 二 (2.3g3 + aD) z+ (3 48+ a) (4.50s aa) 

+ [Cn+1) (n+2) ant oe" t+. = 

再 使 j 的 多 次 竺 的 系数 等 于 零 , 得 到 

242 + a0= 0, 2'343+a1=0, 8,4 Fas =0, 
《十 雪人 十 2)Ga+2 十 Ga 一 0 ee。 
用 这 些 方程 , 便 可 以 用 ao 或 ma 来 表示 ss( 视 2 为 偶数 或 奇数 而 定 ): 


4.50s -es 一 


ef 
名 一 和 
Gs=— 


1 2 
有 了 这 些 系数 , (3 ) 就 变 为 


一 ao _ es ao 4 5 
中 一 oo 十 i 宛 2 一 2 二 23 十 23 

00 (1 2 

=a 人 1 gtar )+ale Tt } (6) 


把 括 弧 里 的 两 个 级 数 分 别 记 为 y(z) 及 yo(z)， 我 们 通过 形式 计算 证 
朋 (6) 在 ww 及 a 为 任何 两 个 常数 时 满足 (2). 若 畦 别 取 m =1 及 刀 =0， 
则 知 总 满 足 (2) 车 取 o 一 0 及 四 二 1， 则 知名 也 满足 (2)， 正 如 上 和 节 
中 的 例子 一 样 ， 剩 下 的 向 题 只 是 查 明 定义 # 及 总 的 泗 个 级 数 是 否 收 
敏 ， 但 比值 检验 法 的 结果 立即 说 明 每 个 级 数 (从 而 级 数 (6)) 对 一 切 
收敛 (参看 习题 25-3)， 册 此 可 知 对 (3) 做 的 一切 运算 都 合法 , 故 (6) 是 
(2) 的 真正 的 触 而 并 非 仅 属 形式 的 解 ， 又 及 总 是 线性 无 关 的 ， 因 为 
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郧 一 个 级 数 显然 都 不 是 另 一 个 级 数 的 常数 倍 ， 于 是 我 们 知道 (6) 是 (2) 
的 通 解 , 并 可 规定 8(0) =a 及 六 (0) 一 a, 的 值 而 得 出 任 一 个 特 解 . 
上 例 括 弧 里 的 商 个 级 数 容易 看 由 是 cos% 及 sinz 的 展开 式 , 改 (6) 
可 写成 


风 一 Go eos 二 0 Sin 
自然 , 这 个 结论 是 一 开头 就 能 看 出 来 的 , 因 (2) 是 很 简单 的 方程 ; 它 的 解 
是 我 们 完全 熟悉 的 .但 这 只 是 偶然 的 巧合 ， 因 为 用 这 种 方法 求 出 的 大 
多 数 级 数 解 不 可 能 认 出 是 什么 函数 的 展开 式 ， 而 代表 了 前 所 未 知 的 
函数 ， 
作为 说 明 这 种 情况 的 一 个 例子 ， 我 们 用 同一 方法 来 解 勒 让 特 方程 


(~—r)y"—2%y +P(p+1)y=0, (7) 
其 中 了 是 一 常数 ， 作 为 系数 的 函数 
一 二 22 Pp+1) 
PC 一 及 全 2 一生 一 5 《8) 


在 原点 处 显然 是 解析 的 ， 所 以 原点 是 个 寻常 点 ， 我 们 可 以 预料 解 的 形 
趟 是 y 二 Zanz* 由 于 Yn 十 1)anriz"， 得 方程 (7) 左 边 各 项 的 展开 
式 如 下 ; 


"= 1) nt2) ge 
一 好 一 了 一 (nH 1) no 
—2xy 一 王 一 2p0n2Zn) 
及 
PP+ DY= EP(P+ 1a". 
由 方程 (7), 这 些 级 数 之 和 必须 是 零 , 故 x2" 的 系数 对 一 切 必定 是 0: 
(n+ (2 十 2)an+z 一 (2 一 1)2an 一 272Cn + PP+ 1)an = 0. 
稍 加 整理 , 上 式 变 为 


Gin+2 一 


(pn) (p+nt+ 1) 
Gt mT 人 ‘9) 


正如 前 面 一 个 例子 一 天 我 们 可 以 用 这 个 递 竣 公式 , 将 os 表 为 a 或 
的 式 了 (按照 是 偶数 或 奇数 ): 
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DP+2), 
2.3 1 


0 = EER+D, -22 一 2 十 1) p+ 
34 全 > 


a= EY) D+ 0 DE) 0+) p+ 
4.5 51 


= 一 全 -和 (二 50 2 一 2 人 2 一 轨 (2 十 2 十 3)(2 十 5) 
。 66 61 Wo 
(Pp—5:(P+6) 


的 一 一 二 


_P—-D (Pp-3)(p— (p12) (p+ pF, 
71 


等 等 。 把 这 些 芒 数 代 人 所 设 解 9 二 Zanx", 得 到 


y=0 -Ee 十 BC 一 分 G+D (P+) 


_ pp—2) (Dt B+). 
61 


4 [= ED pty 于 DC- + +4) as 


一 了 (GD 一 3)(8 一 5) p+2) pH4) P+6),r 二 | 
71 j 


(10) 
作为 (7) 的 形式 解 . 
当 了 不 是 畦 数 时 , 方 括 号 里 两 个 级 数 的 收 仇 半径 都 是 R=1。 这 一 
点 利用 递 推 公式 (9) 最 容易 看 出 来 ， 对 第 一 个 级 数 说 , 这 个 公式 《其 中 
3 换 成 20) 给 由 ， 


asa 有 
an 


|_ -2n) (p+2nt+1) 
(了 二 二 村 | 


对 第 二 个 级 数 , 情况 也 相似 ， 间 以 前 一 样 , 每 个 级 数 具 有 正 的 收 伍 半 径 
这 -~ 事实 ， 说 胡 所 做 运算 都 合理 , 从 而 证 明 不 管 选择 什么 样 的 常数 a 


( 当 #>0%)， 
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及 (10) 是 (7) 的 一 个 真正 的 解 ， 方 括号 里 的 每 个 级 数 是 一 特 解 ; 又 
因 这 两 个 级 数 所 定义 的 函数 显然 是 线性 无 关 的 , 所 以 (10) 是 (7) 在 区 间 
“| 之 1 上 的 通 解 . 

(10) 所 定义 的 函数 叫 勒 让 特 函 数 , 一 般 说 它们 不 是 初等 函数 ， 但 
若 ? 是 非 负 的 整数 ， 则 方 括号 里 有 一 个 级 数 是 有 来 项 的 因而 它 是 多 项 
代 ( 当 ?是 偶数 时 这 是 第 一 个 级 数 , 当 卫 是 奇数 时 ， 这 是 第 二 个 级 数 )， 
币 另 一 个 仍 是 死 穷 级 数 ， 从 这 事实 可 知 (7) 有 特 解 即 所 谓 勒 让 特 多 项 
式 ,其 性 质 和 应 用 我 们 将 在 第 六 章 中 讨论 . 

现在 用 这 些 例 子 中 的 方 站 来 建立 下 面 的 一 般 定理 ， 即 关于 解 在 寻 
常 点 附近 性 质 的 定理 . 
定理 A 设 ww 是 微分 方程 


y+P() +Ar)y=0 (11) 
的 一 个 寻常 点 ， 县 设 m 及 a 是 任意 党 数 ， 则 存在 唑 一 的 函数 yz), 它 在 


证 明 思想 我 们 限于 论证 zo=D 的 后 这 就 全 我 们 能 用 立 
的 震级 数 而 不 必用 z 一 和 的 窜 级 数 ， 且 不 致 真正 有 损 于 一 般 性 ， 作 了 
这 一 点 简化 之 后 ， 定 理 中 的 所 设 条 件 就 变 为 P(z) 及 @(z) 在 原点 处 解 
析 , 因而 具有 宕 级 数 展开 式 : 


P(2)= Pp" = po+ hei p+ (12) 
Ee 
及 
Q(2)= Pg" = 90T t+ gv (13) 
n=0 


它们 在 区 间 1z| 之 RCR>0) 上 收 化 。 现 在 根据 初始 条 件 设 靶 求 (11) 的 
形式 为 下 列 宕 级 数 的 解 : 
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y= Sar = att om? tee (14) 


Cer] 
使 它 的 收 敏 半 和 后 宝 少 要 等 末 尼 微分 (14) 后 , 得 到 
y= Dt Da =a ta nse + (15) 
及 
Da (n+1) (n+2)onrsr"=20+2. 30r+ 3 46:+ + (16) 


十 是 出 窗 级 数 相 且 的 法 则 , 得 出 


Poy (Sr |D Gxt ane"| 


@ 
-Ee De fe (17) 
及 
Q(Toe ce) 
- 羡 ( 全 gus) (18) 


把 (16), (17) 及 (38) 代 入 (11) 并 把 各 级 数 逐 项 相 加 , 得 到 


Et Dm eerst Dprs ht Dasnt Do gu-ven | =0, 
k=D 


R=] k=0 
于 是 得 到 关于 m 的 下 列 递 推 公 式 
(nt1) (n+2)ens = — SEE LDP tt gs-s08]. (19) 
R=0 
对 于 8=0,1,2,…, 这 个 公式 变 为 
2 = — (po 十 goao， 
2°3g3=— (Pi-H 2pogs + q100+ go01), 
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3.4q 一 一 (Zai 十 2Pias 十 3poda 二 go 十 910 + F052), 


这 些 公式 把 as, as … 表 为 so 及 a 的 式 子 , 故 由 此 得 出 的 级 数 (14) ( 它 
从 形式 运 党 上 满 吓 (11) 及 所 给 初始 条 件 ) 是 由 这 些 条 件 唯 一 确定 了 的 . 
现 设 我 们 能 证 明 级 数 (14) (其 系数 贝 公式 (19) 确定 ) 确 实 对 1z| 过 卫 
收敛 ， 于 是 概 据 寡 级 数 的 一 般 理论 ， 可 和 后 使 (14? 满足 (11) 所 做 的 那些 
形式 运算 ( 逐 项 丛 分 . 相 乘 以 及 逐 项 相 加 ) 是 含 理 的 ， 那 样 定理 就 证 完 . 
这 个 论证 并 不 容易 。 我 们 把 细节 放 在 附 菜 A 里 , 如 果 读者 不 愿 看 , 略 过 
量 后 有 必要 讲 几 句 话 ， 在 以 上 例子 中 ， 我 们 所 磁 到 的 未 知 级 数 解 
的 系数 只 是 用 所 亩 二 项 北 失 公式 直 示 的 ， 由 于 这 些 公式 简单 ,使 所 得 
级 数 的 一 般 项 颇 易 于 确定 ， 从 而 可 以 确切 知道 它们 的 收敛 半径 ， 然 而 
有 从 公式 (19) 可 以 看 出 ， 在 一 般 情况 下 不 能 指望 式 子 都 如 此 简单 ， 在 大 
多 数 情形 下 , 我 们 至 多 能 求 出 P(z) 及 @(z) 的 级 数 展开 式 的 收敛 半径 ， 
并 根据 级 数 解 的 收敛 半径 至 少 同 那 两 个 中 的 较 小 者 一 样 大 这 样 一 个 定 
理 来 作 推 断 ， 例 如 , 就 动 让 特 方程 说 , 从 (8) 以 及 熟知 的 展开 式 
Tl+ tt R=1, 
可 以 清楚 看 出 P(z) 及 Q(x) 的 五 都 等 于 1， 因 此 无 需 进 一 步 计 算 ， 就 
立即 知道 形式 为 y= Zuor 的 任 一 个 解 至 少 在 区 间 1z|<1 上 必然 是 真 
正 的 解 . 


习 是 


1 用 ?的 夭 级 数 求 (1 十 zy? 十 2zy' 一 29 一 0 的 通 解 ， 你 能 用 初等 函数 表示 这 个 
解 吗 ? 
2， 考 察 方程 9 十 zy 十 3 一 0 
a。 求 其 形式 为 g 一 ao (2) 十 anta(z) 的 通 解 3 一 Zanz"， 其 中 总 (7) 及 (z+) 是 
项 级 数 . 
b， 用 比值 检定 法 试 证 (?) 及 9(#) 二 级 数 对 一 切 # 收 化 ,如 定理 A 所 述 
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那样 ， 
c， 试 证 护 (z) 是 e-=”* 的 级 数 展开 式 ， 并 用 这 “事实 和 第 16 节 的 方法 求 第 
二 个 线性 无 关 解 ， 并 说 明 有 什么 至 由 可 以 相依 这 第 二 个 解 就 是 (a) 中 所 得 
的 摆 数 yo(Cz). 
3、 试 证 方 竹 扩 十 久 一 动 =0 有 一 个 三 项 第 推 公式 ， 片 求 它 的 级 数 解 zhi(z) 及 
如 (7), 使 
a =1 (0)=0; 
b. ya(0) =0, (0) =1. 
定理 入 保证 两 个 级 数 对 一 切 &% 收 敏 .注意 这 出 如 果 上 接站 级 数 本 身 若 手 , 这 
是 多 么 难 证 的 事 . 
4 方程 六 十 ( 2 十 雪 5 一 让 rj 一 0(p 是 一 个 尝 数 ) 肯定 具有 形 如 3 一 Booz" 的 
a， 试 证 系数 o 问 有 下 列 三 项 递 推 关系 式 
GHDOT2)ausT( 2 豆 jo -二 os0. 


hp，、 若 用 # 一 2e -对 将 因 变 匡 3 变 为 刀 试 证 方 积 可 化 为 w? 一 ww' 十 Dw 二 0。 
52。， 试 证 (b) 中 的 方程 有 一 个 二 项 递 掉 公 式 并 求 其 通 解 . 
5， 芯 礼 方程 拓 二 28 一 0 的 解 叫 艾 礼 冰 数 , 它 在 衍射 昔 论 中 有 应 用 9 
用 第 22 节 中 的 定 理 ， 试 证 每 个 非 平凡 的 医 礼 函 数 有 无 穷 多 正 的 等 点 而 
至 多 只 有 一 个 灸 的 零点 . 
b-。 求 等 级 数 撕 式 的 艾 礼 畏 数 , 并 直接 证 明 这 些 级 数 对 一 切 z 收 多， 
5， 用 (b) 中 的 结果 , 不 通过 计算 , 直接 写 出 拓 一 落 =0 的 通 解 . 
6。 架 比 雪夫 (de6muép) 方 程 是 
一 2 一 x 六 十 P 玉 二 0， 了 为 常数 . 
a， 求 对 于 1z] <1 成 立 的 两 个 线性 无 关 级 数 解 、 
b， 试 证 , 苍 9 一 3 (na 为 六 0 的 整数 )， 则 它 具 有 一 个 解 为 * 次 多 硕 式 、 闻 以 合 
适 的 常 歼 后 ， 这 种 解 思 契 比 雪夫 多 项 式 。 我 们 将 在 第 30 节 的 习题 及 附录 


外 次 礼 而 上 (Sit George Biddel Airy,1801 一 1892), 任 英国 皇家 无 文 台 长 多 年 , 是 
个 办 事 坦 如 有 条 理 的 实干 家 ， 他 的 礼让 风格 几乎 天 夺 了 阿 当 好 斯 (J.C. Adams) 发 现 海王 
星 的 声 玲 ， 其 礼 动 年 以 善于 制作 豆 丸 枪 (Peashooter) 尖 种 玩具 出 名 ， 并 早年 对 光学 狂 夫 有 
些 贡 献 {他 是 万 早 指出 所 谓 散 光 这 种 视力 缺陷 的 天 )， 但 后 来 却 变 成 一 个 过 于 注重 实用 的 科 
学 家 , 沈 酒 于 柳 揽 的 数字 计算 ,而 对 一 般 的 科学 思想 无 所 建树 . 
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DD 中 重新 提 到 它 . 
一 22Y' 二 29Y 一 0，P 为 常数 ， 
a2， 试 证 共通 解 为 瑟 5) 三 Q(z) 十 i(2), 内 中 
gl 2 上 十 2 了 一 2) 4 BP(p-2) (Pp-4) ,eg so. 


下 G61 
及 
$s 2D PD pos 
2 (PD pS). 


根据 定理 A 这 是个 级 数 对 一 切 z= 收 和 全， 试 直接 验证 之 , 

b。 若 了 为 非 负 整数 ， 列 级 数 中 之 … 为 性 限 项 的 即 为 一 多 项 式 ( 当 也 为 偶数 时 
这 是 (zz)》， 少 为 奇数 时 这 是 ga(z))， 而 另 .个 仍 是 无 穷 级 数 ， 试 证 对 于 
多 一 0 1 2, 3 45 这些 儿 项 式 分 别 是 mr 1 二 255 一 ah1 一 如 ?十 是 o 
二 

8 容易 看 出 龙 尔 米 特 方程 的 多 项 式 解 都 是 〈b) 中 所 述 那 此 多 项 式 的 常数 倍 . 
这 些 常数 后 多 项 式 中 , 多 含 = 最 高 次 乘 宕 项 前 形式 为 2*zn 者 记 为 ,Cz》， 


Hs) -8x4 — 127, Hz) =165t— 48t+ 12, 以 及 有 s(z) 一 32x5 一 160zs 十 
120¢. 
d， 验证 (c) 中 所 列举 的 多 项 式 可 由 下 列 一 般 公式 给 出 : 


Hot) = (ler Bre. 
我 们 将 在 附录 卫 中 指出 (d) 中 的 公式 如 何 从 (中 的 级 数 推进 , 证 明 司 尔 米 多 
项 式 的 一 些 最 有 用 的 性 质 ， 并 简单 说 明 这些 允 项 式 是 怎样 出 现在 量子 力学 的 
一 个 基本 问题 中 的 . 
28。 正 则 桨 腊 点 
我 们 记得 , 一 点 zo 叫 微 分 方程 
y+Py Oy=0 (DD) 
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的 奇异 点 , 如果 作 为 系数 的 函数 (+) 及 (2) 之 一 (或 两 者 ) 在 zo 处 不 
是 解析 的 ， 在 这 情形 下 ,上 节 所 讲 的 定理 和 方法 就 不 能 用 , 而 若 要 研究 
(1) 的 在 z 邻近 的 解 , 就 需要 有 新 的 概念 这 事 在 实践 上 相当 重要 , 因 
为 物理 问题 所 引起 的 许多 微分 方程 都 有 奇 民 点 ， 而 适应 物理 傅 况 的 解 
的 选取 常 决定 于 它们 在 这 些 点 附近 处 的 性 质 . 所以， 虽然 我 们 也 许 想 
避免 徽 分 方程 的 奇异 点 ， 但 往往 正 是 这 些 点 需要 给 予 竺 剂 的 注意 ， 举 
个 简单 的 例子 来 说 , 原点 显然 是 
yy -Ry=0 


的 一 个 奇异 点 ”容易 验证 .au = 及 .一生 是 存 z>0 上 的 线性 无 关 
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(一 DPCD 一 熙 及 (wD)’0(z) = Rt 


在 %= 工 是 解析 的 , 而 第 二 个 奇异 点 根据 同样 理由 也 是 正则 的 ， 另 一 个 
四 ry + Cv) 0 (2) 
阁 把 此 方程 写 为 


2 


1 


,rw 
zy 十 


nt 
y=0, 


y+ 
则 显 见 原点 是 正则 次 异 点 , 因为 
opP(z)=T 及 #0(2)=2 
在 x=0 处 是 解析 的 。 在 本 章 以 后 部 分 , 我 们 总 拿 员 塞 耳 方程 为 例 来 说 
明 问 题 , 而 在 第 六 章 里 我 们 要 对 它 的 解 及 其 应 用 进行 相当 详细 的 讨论 . 
现在 我 们 想 讲 -- 下 为 什么 要 这 样 来 定义 正则 奇异 点 ， 为 使 讲解 简 
化 , 可 设 奇异 点 zo 在 原点 处 ; 因为 不 然 的 话 ， 只 要 把 自 变量 从 = 换 到 
2 一 2， 就 总 可 以 把 它 移 到 原点 处 ， 我 们 的 出 发 点 是 : 在 z=0 处 解析 
的 一 个 图 数 , 具有 一 般 形 式 ao 十 oz 十 az 十 …。， 因 此 , 若 


Pl tb 


及 


Q(7)= 人 十 呈 十 呈 十 co 二 oz 十 oom2 十 


县 具有 人 负 下 标的 系数 中 至 少 有 一 个 不 等 于 0, 则 原点 肯定 是 C1) 的 一 个 
奇异 点 .根据 以 后 就 会 明白 的 理由 ， 我 们 把 (1) 的 所 要 得 出 的 解 设 为 
“ 淮 竹 级 数 ” 的 形式 
Y=x" (G0 tot os 二) 

or (3) 
这 里 指数 % 可 以 是 个 负 整 数 、 分 数 乃 至 一 个 实 的 无 理 数 ， 我 们 将 在 习 
题 6 及 7 中 看 出 , 只 有 当 上 述 P(Y) 及 8(z) 的 式 子 中 所 含 常数 项 go 及 
ce 左边 的 项 , 分 别 不 多 于 其 头 一 项 及 头 两 项 , 那 才能 有 这 样 的 两 个 线性 
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无 关 的 解 ， 这 个 命题 的 另 一 种 等 价 的 说 医 是 : xzP(z) 及 x?9(7) 必 须 在 
原点 处 是 解析 的 ; 而 根据 定义 ， 这 恰好 就 是 =0 为 正则 奇异 点 一 语 所 
说 的 意思 
我 们 想 要 回答 的 第 二 个 问题 是 : 〈3) 这 种 形式 的 级 数 可 宜 于 作为 
方程 (1) 在 正则 奇异 点 ?=0 附近 的 解 ， 这 个 想法 是 怎么 来 的 ? 在 目前 
阶段 , 我 们 能 够 在 奇异 点 附近 完全 解 出 的 二 阶 线性 方程 ,只 有 习题 17-4 
中 讨论 过 的 欧 拉 方 程 


vay" toy + oy=0, (4) 
把 它 写 成 下 面 形式 
y+ Ey +Ey=0, : (5) 


从 而 PCz)=p/x, Q(z)=g/x*, 则 当 常 数 P 及 4 不 全 为 0 时 可 知 原点 是 
个 正则 奇异 点 ， 这 个 方程 的 解法 是 过 渡 到 一 般 情形 的 很 有 启发 性 的 桥 
梁 ， 所 以 我 们 要 简略 回 显 一 下 其 由 的 细节 . 求 出 解 的 关键 在 于 把 自 变 
量 从 x 变 到 := logz,， 以 把 (分 变 为 一 个 常 系数 的 方程 ， 做 这 一 步 变换 
时 , 假定 ?>>0 (这 样 。 才 是 实 变量 ) 并 写 出 


ray dydz_dyl 
dr dads de £ 


y= a 3) 一 3 1d 虹 ) 
dr dxz\dz/ dza\ wi) YAar\dz 

1dy, 1 a /des 1 dy ly 

mis Tada/dr vi der we dz 


将 以 上 各 式 代入 (4)， 得 变换 后 的 方程 为 


及 


yD 

d+ PDasty=0, (6) 
它 的 辅助 方程 是 

m+ (Pp—1)m+g=0. (7) 


车 (7) 的 根 是 mi 及 mz， 则 知 (6) 有 和 如 下 的 线性 无 关 解 : 
em 及 en ( 若 mm 区区); 
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en 及 2en2 ( 若 1ms=2m1). 
由 于 @ 守 % 故 (4) 的 相应 两 对 线性 无 关 解 是 
2 及 2 (者 Tm 08) 
2 及 ologr 〔〈 车 ms 一 1 ， 
车 想 求 出 在 区 间 *<0 上 成 立 的 解 , 那 只 要 把 变量 换 成 i= 一 z， 并 求 变 
换 后 的 方程 对 于 >0 的 解 . 
我 们 要 在 这 里 讨论 欧 拉 方程 和 它 的 解 有 两 方面 的 理由 .第 一 ， 我 
们 蕴 田 , 在 原点 处 有 一 正则 奇异 点 的 最 一 般 的 微分 方程 , 无 非 就 是 把 方 
程 (5) 中 的 常数 分 子 换 成 寡 级 数 而 已 ; 
十 十 2 十 
+(e 4 De Pe 十 Jr + (Pt 十 ) 


y= 0. (9) 


其 次 是 , 车 把 常数 换 成 匣 级 数 就 能 把 (5) 变 成 (9), 那 就 自然 会 猜想 : 相 
应 地 要 把 (8) 变 成 (9) 的 解 ， 可 能 只 爱 把 其 中 的 血 函 数 *” 换 成 (3) 那 种 
形式 的 级 数 就 行 。 因 此 我 们 料想 《9) 会 有 两 个 形式 如 (3) 的 线性 无 关 
解 , 或 者 有 一 个 形式 如 (3) 而 另 一 个 形式 如 

Y="*1logr (G0 + Gr+ Gar 1) (10) 
的 解 (其 中 我 们 假定 z>0)， 下 和 池 中 我 们 将 证 明 这 些 猜想 是 很 好 的 ， 

在 结束 这 些 一 般 性 的 论述 以 前 ， 还 必须 最 后 讲 一 件 事 . 注意 者 在 
《8) 及 (10) 这 类 式 子 中 的 aw=0， 则 可 从 之 级 数 部 分 中 分 解 出 z 的 一 个 
正 整 数 乘 军 使 其 与 2" 相 结合 ， 所 以 我 们 总 可 以 假定 这 类 式 子 里 的 

”mo 天 0; 而 这 一 假定 的 意思 只 不 过 是 说 在 进行 任何 计算 以 前 , 我 们 默认 
可 能 有 的 z 最 高 梁 宕 因子 已 经 分 解 出 去 形 如 (3) 的 级 数 叫 弗 罗 本 尼 


数 显然 把 震级 数 作为 其 在 和 m=0 或 等 于 一 正 整数 时 的 特殊 情形 包括 


”@ 弗 罗 本 尼 乌 斯 (F, G. Frobenius, 1849 一 1917) 曾 在 柏林 与 苏黎世 执教 ,对 微分 方程 
及 椭 贺 函数 沦 作 出 过 一 些 有 价 民 的 贡献 ， 然 而 他 影响 最 大 的 工作 是 罕 代 歼 方面 , 在 那个 琉 
域 黑 他 发 明 并 运用 了 解 竺 征 标 送 个 重要 慨 念 , 并 下 明 关于 复数 系 可 能 如 何 扩 亮 鬼 一 个 著名 
定理 . 
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在 内 。 
为 用 实例 说 明 上 述 思 想 , 我 们 来 考察 方程 : 
2z28 +w(2m +t 1)y' —Yy= 0. {11) 
涛 将 共 写 成 更 显眼 的 形式 
"ey 二 -Hay= :0， {12) 


独立 即 看 出 rP(z) 一 tw 及 2Q(z) 二 -二 故 知 Y=0 为 一 正则 奇异 
点 ， 现 引入 所 设 弗 氏 级 数 形 式 的 解 
Y= "(oF r+ a + ") 
=Q0r™ or i Gp (18) 
及 其 导数 
=00me" to (m+1)e"+a (mt ov" +t 


I =om(m—1)sm to (m+ 1) me"! 
ta (mti2) (mt 1) rt 
为 求 (13) 中 的 庄 系 数 , 做 法 基本 上 间 寻 常 点 的 情形 一 样 , 重要 的 区 别 是 
现在 还 必须 求 出 指数 徊 的 (一 个 或 几 个 ) 念 适 数 值 、 当 我 们 把 上 面 三 个 
级 数 代 进 (12) 后 , 公 因子 x”? 消 掉 , 结果 得 到 
Gom(m—1) ionmt msta(mti2) nt Dai 


+ (+e)tem-ta (m+ lottmt+ vie] 


一 寺 (ao + ore os +…) =0. 


用 观察 法 , 将 z 的 各 同 朝 项 合并 , 并 使 < 的 各 次 乘客 的 系数 等 于 0, 得 到 
下 列 方程 组 : 


to [em D+ 下]=% 


am+Dm+ 二 CD 一 和 +om=o (4) 
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a| Cm+2) Ce+D+ 过 (n+ 多 一 二 | +a(n+3 =0, 
前 面 已 经 讲 过 , 我 们 可 默认 wm 过 0， 故 从 上 面 的 第 一 个 方程 得 到 


m(m 一 TD 十 过 可 一 二 =0， (15) 


这 则 微分 方程 (11) 的 指数 方程 (indicial equation)， 它 的 根 是 
11 一 1 及 oo 一 一 二 ， 
这 些 也 就 是 (13) 中 指数 六 所 可 能 取得 的 值 、 了 现在 对 于 每 一 个 和 和 植 ， 利 


用 (14) 中 的 其 余 方 程 来 算出 mm, az, … 用 m 表达 的 式 子 。 对 于 mm 二 1 
我 们 有 


Go 2 
人 二 一 一 一 一 Go 
1 1 5 
2 二 可 2 可 
2 
人 
3.2 十 可 "3 一 可 
1 
而 对 于 ma= 一 豆 , 我 们 有 
1 
a% 
mT TY TI TI 
二 一动 + 二 二 -二 
工 a 
2 一 人 Ta 
IE 
本 


于 是 得 下 面 两 个 弗 氏 级 数 式 的 解 , 其 中 我 们 都 令 %o=1; 
Ei 于 二 《16) 
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et} Gi) 
这 两 个 解 在 >0 时 显然 是 线性 无 关 的 , 故 (11) 在 x>>0 上 的 通 解 是 
y= 二 er 十 人 ee 十 四) 


美 于 拍 统 里 两 个 昨 级 数 的 收敛 区 闻 如 何 确定 的 问题 ， 我 们 将 在 下 节 巴 
以 讨论 . 

车 注意 观察 (15) 是 怎样 从 (12) 得 内 来 的 ， 那 就 容易 看 出 更 一 般 的 
微分 方程 (9) 的 指数 方程 是 

m (m1) 十 人 po 十 2 一 0 (18) 

在 所 举 实例 中 , 指数 方程 有 两 个 不 同 实 根 , 得 出 两 个 线性 元 关 的 级 数 解 
《16) 及 (17)。 所 以 当 指数 方程 (18) 有 不 辐 实 根 mm 及 ms 时 , 我 们 自然 
也 料想 会 有 这 样 的 结果 ， 这 种 料想 在 m1 与 ms 之 差 并 非 避 数 时 是 成 
立 的 ， 但 车 这 个 差 是 一 个 整数 , 那 末 往 往 ( 但 并 非 总 是 ) 有 这 种 情形 : 所 
料想 的 两 个 级 数 解 之 一 不 存在 .在 这 情形 下 ， 正如 在 和 一 zs 的 情形 
那样 ， 就 必须 通过 其 他 方法 求 出 第 二 个 线性 无 关 解 . 在 下 一 节 里 我 们 
详细 考察 怎样 来 克服 这 些 困难 ， 


习 题 
1， 对 下 列 每 个 微分 方程 ， 找 出 它 的 将 异 点 在 轴 上 何 处 ， 井 说 明 它 是 哪 一 类 奇 
a se Dy 2 ary =0; 
b. si zy 2 0 
© Ly’+(2~2) =08 
d，(3x 十 1)39g? 一 你 十]) 太 十 28 一 0. 
2， 对 下 列 每 个 岑 程 , 确定 = 一 0 点 是 什么 性 质 的 点 : 
a YT {Siw) yO0s dd. wy + (sing)y=08 
b. xy’+ {sing)y=0 &. wy + (sing)y—0. 
© wy Tsinz) y=0; 


3， 对 下 列 每 个 微分 方程 , 求 指数 方程 及 其 根 ; 
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EE 
b. dry’+ (2rt—5r) y+ (B42-} 2)y=0). 

， 对 下 列 每 个 方程 ， 监 证 原点 是 个 正 划 奇异 点 ， 并 筑 出 两 个 线性 无 关 的 弗 氏 级 
数 解 : 
8，478 十 28 十 3 一 05 
b. 2zy*+(3—2)y—. 
C, 2x9°+ (ry 3y=0; 
d. 2rg*+ay — (zy=0. 

在 多 一 0 时 , 以 塞 耳 方程 (2) 变 为 

十 了 8 + y=0. 

试 证 它 的 指数 方程 只 有 -个 根 , 并 用 本 他 方法 推出 相应 的 弗 氏 级 数 解 为 ( 参 沾 
题 25-7 b): 


， 设 有 微分 方程 


a 试 证 *=0 是 非 正 则 奇异 点 . 
b， 利用 妇 一 5 为 共 一 个 解 的 事实 ， 用 第 16 节 所 讲 方法 或 第 二 个 线性 无 关 解 
3 
e， 试 证 人 b) 所 求 出 的 第 二 个 解 汞 能 用 弗 氏 级 数 表示 
7 考察 微分 方程 


s+ Py’ + y= 
+ 十 7 0, 


共 中 2 及 g 是 非 0 实数 ， 而 5 及 。 为 让 序数 若 5>1 或 6>2, 则 z 一 0 显然 
为 非 正 则 奇异 点 . 
a。 试 证 , 若 5 一 2 及 c=3, 则 加 只 可 能 有 一 个 值 ， 使 相应 的 弗 氏 级 数 解 存在 . 
b， 疗 样 , 试 证 当 及 仅 当 五 一 1 及 c 竺 2 时 各 满足 … 个 二 次 方程 ， 傣 而 可 指望 得 
出 相应 于 方程 两 个 根 的 两 个 弗 氏 级 数 解 ， 注 意 ， 这 恰好 就 是 规定 2 一 0 是 
个 “能 "奇异 点 或 正则 奇异 点 (而 并 非 “ 强 ” 的 或 即 非 正 则 的 奇异 点 ) 的 条 件 。 
3， 油分 方程 
wy (9x —1)Y y=0 
以 z=0 为 一 非 正则 奇异 点 ， 昔 将 (3) 代入 此 方程 ， 试 证 m=0 且 共 相应 的 弗 
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氏 级 数 " 解 "为 释 级 数 


yg nz， 
多 一 自 


它 只 在 zx 一 0 收 敏 ， 这 说 明 即 使 有 一 弗 氏 级 数 能 形式 地 满足 这 样 一 个 方程 , 它 
也 未 必 下 个 真正 的 解 ， 


29， 正则 奇异 点 ( 续 ) 
上 一 节 里 所 讲 的 主要 是 来 龙 去 脉 和 运算 技巧 ， 现 在 要 讲 讲 在 正则 
奇异 点 z=0 附近 , 求解 一 般 二 阶 线性 方程 
y+P)y tO Y=0 (1) 
问题 中 的 理论 部 分 ,我 们 前 面 所 贯彻 的 一 套 思想 ， 促 使 我 们 形式 地 去 
算 (1) 的 任何 一 个 具有 弗 氏 形式 的 解 
y=a" {00+ er gst t+), (2) 
其 中 mm 天 0 而 mm 是 有 待 于 确定 的 一 个 数 ， 我 们 希望 照 这 样 算出 的 任 一 
个 形式 上 的 解 ， 能 通过 证 明 而 合 甘 化 使 之 成 为 真正 的 解 ， 这 样 一 种 做 
尘 具 有 普遍 意义 ， 它 也 有 助 于 阐明 当 (1 ) 只 有 一 个 象 (2) 那 种 形式 的 解 
时 的 情况 @、 和 根据 早已 说 过 的 理由 ， 我 们 只 限于 在 区 间 x>0 上 讨论 . 
我 们 只 要 把 变量 换 成 i 二 一 * 然后 在 12>0 上 上 解 所 得 方程 ， 就 可 研究 解 
在 x<<0 上 的 性 态 ; 
我 们 所 假定 的 事 是 ，wP(z) 及 zrQ(2) 在 z=0 为 解析 , 从 而 它们 有 
第 级 数 展开 式 ( 对 于 17| 过 ,>0, 成 立 ) 


sp 一 pot 及 610() 一 gw (9) 
同上 的 实例 一 楼 ,我 们 必须 求 出 (2) 中 的 各 可 能 取 的 那些 俏 ; 然后 对 
于 每 个 可 以 接受 的 7 值 来 计算 相应 的 系数 go ai , gs， …， 若 把 (2) 写 为 


名 当 我 们 说 (1) 只 有 一 个 象 (2) 那 种 形式 的 解 时 ， 我 们 是 指 不 存在 这 种 形式 的 第 二 个 
线性 无 关 解 、 
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则 微分 后 得 到 
= Somt no 
及 


yr Saalm ta) m+n 1) rt 
二 m+ 区 (+n 1)w", 
于 是 (1) 中 的 Plz)y 及 (2)Y 项 可 写 为 
Poy = T(E pr)[ Som tne"! 
Er 2 
= pe) mt 
Ey (Sr) Rp ] 
一 2 三 [之 Dn-xGs m+) ]* 
Eerie 


= Sp son mth) + pan (mt le 


no k=O 


Qln)y= 直 (也 


有 
> 
M 
ES 
外 
3 
半 
— 
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把 六 ,P(x)y 及 9(z)y 的 这 些 式 子 代 和 (1) 并 去 掉 公 因子 x”? 后， 微 
分 方程 变 为 
DL nt min—1) + (mt g] 


Ee 
4 Dar (mt hp. nt gr- sD} =0; 
k=D 
让 x*? 的 系数 等 于 0, 得 出 各 6 的 下 列 递 推 公式 
of CR TN) m+ DT n+n) po go] 
及 ~ 
+ mL mt prt l=0. (4) 
2 
对 ? 的 相继 数值 写 出 这 一 公式 , 得 到 
aoLm(m— D+mp + go]=0, 
mmt mt (mt 1) pt gt+o (mp t+) =0, 
Cm+2) (m+1)+ (m+2) pot+g] 
+ao(mpet gs) + a Emt 1) P+]=0, 
ea[ (m+) Cn tn—1) + Cm+n) pet 0] 
十 Go (map 二 9) 二 "(CR 十 8 一 1)p 
+g:j=0. 
车 设 m) = 如 (一 卫士 mp 二 go 这 些 方程 就 变 为 
qof (m) =0, 
mf m+1) +o (mp t+) =0, 
Gof (m+ 2) taoCmpat ge) + ol[ m+ Dp + =0, 


(十 人 一 四 人 士 … 十 tf( 人 十 8 一 J)2 十 g] 一 0 


因 go 去 0, 故 由 以 上 第 一 式 得 了) =0, 也 就 是 
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m(m—1)+mpot go =0. (5) 
这 就 是 指数 方程, 它 的 根 mt; 及 ms( 它 们 是 所 设 解 (2) 中 局 可 能 取 的 全 ) 
叫 微 分 方 各 (1) 在 正则 奇异 点 x=0 处 的 指数 ， 往 下 各 方程 给 出 将 m 天 
为 mm 的 式 子 ， 将 四 表 为 mm 有 中 的 式 子 等 等 所 以 对 于 繁 一 个 选 定 的 
吉 , 就 可 把 a 确定 为 m 的 式 子 , 除非 对 于 某 个 正 整数 # 有 下 Cm 十 n) = 
0, 在 这 情形 下 , 计算 步 马 就 中 断 ， 饮 如 , 若 ml = wa 十 m (对 于 某 个 整数 
>), 则 逻 取 宫 一 加 ,就 给 出 一 个 形式 解 , 但 一 般 说 取 名 二 ws 就 不 然 ， 
因为 man) 二 Fm) =0， 车 ms =ms， 我 们 也 只 每 出 一 个 形式 解 . 
在 mw 及 ms 为 实数 的 所 有 其 他 情形 下 , 这 一 步 又 能 给 出 两 个 线性 独立 
的 形式 解 ， 当 然 ，m 及 ms 也 可 能 是 共 辑 复数 ， 但 我 们 不 过 论 这 一 情 
况 , 因为 要 作 充分 讨论 的 话 , 会 使 我 们 陷 人 过 多 的 复 函 数 分 析 ， 这 里 竺 
别 难 办 的 一 点 是 , 车 让 m 取 复数 , 则 wm 这 些 数 也 可 以 是 复数 , 而 我 们 不 
能 假定 读 洗 部 悉 复 系数 的 等 级 数 . 

这 些 轧 想 在 下 列 定理 中 叙述 得 更 确切 . 

定理 A 设 2 0 部 分 方舟 (1) 的 下 册 界 避 且 oP (有 (区 


EA ee (go@A0), 《6) 


其 中 mm 可 由 递 推 公式 (4) 用 四 天 未 而 把 公式 中 的 可 欣 成 mi， 且 级 数 


Zara" 对 于 |z1 < 收 钱 . 义 若 mm 一 ma 不 等于 0 或 下 囊 数 , 则 方程 (1) 
在 同一 区 间 上 有 第 二 个 线性 无 关 解 


多 -ee (uF:0), (7) 


这 蝶 s, 仍 可 咎 弟 失 公式 (4 用 ms 表示 但 公式 中 的 则 浆 戌 ms， 并且 级 


数 Za" 仍 在 1z1<R 上 收 线 ， 
鉴于 已 经 证 明 的 一 切 , 坝 在 只 要 在 每 一 情形 下 证 明 级 数 Zanw* 在 
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区 间 |z|< 尼 .上 收 合 , 这 定理 的 证 骨 就 完成 了 ， 愿 意 知道 这 一 论证 细节 
的 读者 可 参看 附录 A， 我 们 要 强调 指出 的 是 , 在 -个 具体 问题 中 , 把 一 
般 弗 氏 级 数 (2) 直 接 代入 微分 方程 ， 比 用 递 推 公式 (4) 来 计算 系数 要 简 
便 得 多 .这 个 化 推 公式 的 主要 用 途 是 在 附送 A 中 关于 收敛 性 的 微妙 
证 明 ， 

遗憾 的 是 定理 A 对 于 差 如 :一 ms 为 0 或 正 整 数 的 情形 如 何 六 第 二 
个 解 的 问题 并 来 作出 回答 ， 为 使 读者 初步 了 解 这 方面 有 哪些 可 能 的 情 
况 , 我 们 分 三 种 情形 来 讨论 ， 
情形 AA 若 zj 一 maz， 则 不 可 能 有 第 二 个 弗 氏 级 数 解 ， 若 在 递 推 公式 
(4) 中 代入 mm 并 将 其 写 为 

Gnf (m2 + 2) = — (tpa rt gu) —* ee 

Gaui (metn—1)p +a], 《8) 

则 m1 一 ms 为 严整 数 的 其 他 两 种 情形 就 比较 容易 理解 ， 我 们 知道 计算 
mm 所 产生 的 困难 是 由 于 对 基 个 正 整 数 上 有 了 (ms 十 nw) =0。 下 面 两 种 情 
形 就 处 理 这 个 问题 . 
情形 号 ” 若 在 (ms 十 4) =0 时 (8) 式 右边 不 等 于 0, 那 就 不 可 能 再 有 什 
么 方法 来 继续 计算 系数 , 因而 就 不 能 站 在 第 二 个 弗 氏 级 数 解 . 
情形 CQ。 若 在 有 mz 十 %) =0 时 (8) 的 右边 碰巧 也 等 于 0， 那 样 ww 就 没 
有 限制 而 可 指定 为 任何 值 ， 特 别 是 可 令 ,二 0, 继续 计算 系数 而 设 有 任 
何 别 的 困难 ， 因 此 在 这 情形 下 确实 存在 第 二 个 弗 氏 级 数 解 . 

在 下 面 的 习题 里 可 以 看 出 这 三 种 可 能 的 情形 确实 都 会 出 现 . 

我 们 可 以 从 下 面 的 计算 发 现 , 在 41 一 wz 为 0 或 正 整 数 时 ， 第 二 个 
级 数 会 取 什 么 样 的 形式 ， 我 们 先 定义 一 个 正 数 为 二 m, 一 m; 二 1. 指 
数 方 程 (5) 可 写 为 

(m—m) Cm — mm) = (+ mm) 二 mm = 

故 车 使 各 的 系数 相等 , 便 得 出 Po 一 1 一 一 (my 十 名 ，) 或 ?ms 二 1 一 Po 一 mi 
于 是 有 =2m1 十 po。 用 第 16 节 的 方法 ,可 从 已 知 解 思 二 "(fo 十 G42 
十 …) 求 出 第 二 解 癌 ,把 加 写 为 癌 =V 刀 ,其 中 
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1 fees 1 Cntpte) a 
=e = 5 
Wm Foam) 
= eg py 
2 (Go ert ee ) 
1 


-nr yy 1 
一 二 TO 


上 面 最 末 等 式 所 定义 的 函数 9(4) 显然 在 %=0 处 解析 且 有 90)==1f0% 
页 在 原点 周 国 的 某 区 问 上 有 


gz) 一 po 十 biz 十 bz2 十 ……，20 天 0. 《9) 
由 此 查 
. v=bor +bw ttt 
故 、 
0 + + by ilogtt bist er 
于 是 


Bt 
oy ET "+b loge tbr te 


Da 
=B -i ogw tom(aot art) ( ET + 


车 在 最 末 括 号 里 的 级 数 中 把 因子 x “+! 提出 来 , 利用 ma 一 & 十 1 一 ma 这 
个 关系 , 把 两 个 需 级 数 相 乘 , 得 到 第 一 个 级 数 为 
3 一 Be-18110gT 十 oo Do (10) 
.公式 (10) 作 为 实际 工 价值 很 少 , 但 它 确 实 提供 几 点 情况 ， 第 一 , 若 
指数 一 mr 则 =1 从 而 六 -一 加 夭 0 所 以 在 这 情形 下 《这 就 是 上 
面 说 的 情形 A) 在 第 二 个 解 (10) 中 肯定 会 有 含 iogz 的 项 ， 但 车 %, 一 
Mo 一 一 1 是 正 态 数 ， 则 有 了 时 Bb-1 去 0 因而 有 logz 项 (情形 B)， 有 时 
5b-1 二 0 因而 没有 logz 项 (情形 C)， 这 里 的 实际 困难 是 我 们 不 能 够 直 
接 求 出 5e 因为 没有 什么 直接 计算 (9) 中 系数 的 方法 ， 但 不 管 怎样 ， 我 
们 至 少 知道 , 在 情形 仿 与 B， 当 px-: 天 0 而 弗 氏 方法 只 能 部 分 奏效 时 
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第 二 个 解 的 一 般 形式 是 


y= logs tom om (11) 
n=0 
其 中 cs 是 些 未 知 常 数 ， 它 们 可 由 直接 把 (11) 代 人 微分 方程 后 加 以 确 
定 . 注意 这 式 子 和 公式 28-(10) 相似 但 比较 复杂 一 些 . 


习 题 
3， 方程 
2 一 3z 扩 十 (dz 二 43 一 0 
只 有 … 个 弗 氏 级 数 解 , 试 求 之 ， 
2， 方程 
dry —827y + {41+ 1)y =0 
只 有 一 个 于 氏 级 数 解 ， 试 求 通 解 . 
3. 求 下 列 多 方程 的 两 个 线性 无 关 弗 氏 级 数 解 : 
a. zy" 29'+ey—=0s 
b. zy —z2y" + (2 —2) y= 0 
€. wy —y + y=0. 
4. Pp 一 1 阶 风 塞 本 方程 是 
wy ”+g 十 (2 —1) y= 0D. 
试 证 mm 一 ms 三 2 并 证 力 程 只 有 一 个 弗 氏 级 数 解 , 然后 来 出 这 个 解 . 


5 了 = 汝 阶 贝 塞 耳 方程 是 


四 9 :Tw 
2 + +(s I) 0. 
试 证 和 一 ms 一 1， 但 方程 仍然 有 两 个 线性 无 关 的 弗 氏 级 数 解 ， 然 后 求 出 这 两 
个 解 . 
6. 了 一 0 阶 贝 塞 耳 方程 只 有 一 个 弗 氏 级 数 解 ， 由 习题 28-5 给 出 ， 取 该 解 为 总 ， 
并 把 公式 (1 了 ) 代 入 微分 方程 , 得 第 二 个 线性 独立 解 为 
nee Dt 


试验 算 之 ， 
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30， 高 斯 超 几何 方程 
这 个 著名 的 微分 方程 是 
z(1—r)y’+Ee— (eth lr]y —aby=0, (1) 
其 中 4 , 5, 及。 是 常数 《1) 中 系数 的 写法 似乎 颇 为 奇特 , 但 以 后 可 看 
出 这 完全 适合 它 的 解 在 各 种 各 样 不 同情 况 下 的 用 法 .要 理解 这 一 点 ， 
最 好 的 方法 是 我 们 自己 动手 解 这 个 方程 , 看 看 会 出 现 什么 情况 . 
我 们 有 


Plz)=e— (0tb+ De 


wt{I—x) 
融 在 s 轴 上 只 有 r=0 及 zx=1 这 两 个 奇异 点 .又 


aP(r)= tt De To (atbtl)e](Irete 十 


—ab 


及 QF) Fa 


=ce+[c~—(9+B+1) +" 


#2Q(7)= = —abx(1+%+w+.) 


一 一 6Bz 一 0B22 一 …， 
均 z==0( 相 似 地 还 有 zz 三 是 个 正则 厅 异 点 ， 这 些 展开 式 告 拆 我 们 和 
一 " 及 伯 一 0 故 指数 方程 是 

mm 一 1)+me=0 或 mLm 一 (1 一 c)]=0， 
于 是 指数 为 mt, 二 0 及 mn, 二 1~c， 若 1 一 c 不 是 正 整 数 , 换言之 ， 若 * 
不 等 于 0 或 负 整 数 , 则 定理 29-A 保证 了 (1) 具 有 下 列 形式 的 解 : 


Y=0 Dr" =00+ ov+ Ga 二, 天 0. (2) 
er 


把 这 代入 (1) 并 让 x" 的 系数 等 于 0, 得 到 m 的 下 列 递 推 公式 : 


_ (a+n) (6+n) 
TD) et 


现 取 m =1 并 依次 算出 其 后 各 om 
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ala fl)b(b+1) 
1°0” ”e+ ? 
a(at1) (a+ 2 B50 1) (0 2) 
1.2.3c(e+1) (e+2) ” 


G3 


把 这 些 系数 代入 (2), 得 到 
ata-1)b(b+ Dy 
1.2c{et1) 
alat+l) (at2)bB-t1) (b+2)0a | ... 
1.2.3c(c+D (eT2) 


y=1+ e+ 
十 


agt Datn— DECB+T DB+R eol), 
lt nlelet+ 1) {etn—1) T (4) 


= 


这 就 是 所 亩 超 几何 级 数 , 记 为 有 (ao 加. 它 之 所 以 获得 这 个 名 称 ,是 


因为 它 按 以 下 方式 推广 了 熟知 的 几何 级 数 ， 当 4=1 及 c= 得 到 


POL,b, by n) =1+et wT 


车“ 或 等 于 0 或 负 整 数 , 级 数 (4) 就 到 某 一 项 中 断 , 成 为 一 多 项 式 ; 否 
则 的 话 , 从 比值 检定 六 可 知 它 对 121<1 收 伍 , 因由 (3) 给 出 


oes | | tt | ellel (ws). 


ER 
这 种 收 伍 仁 也 可 以 从 最 接近 原点 的 奇异 点 是 x= 工 这 一 事实 预料 到 ， 
此 , 当 6 不 等 于 0 或 负 整 数 时 ， 严 (o 5 c,) 在 区 间 jz|<1 上 是 个 解析 
函数 ， 名 叫 超 几 何 函 数 、 这 是 超 几何 方程 的 最 简单 的 特 解 ， 超 几何 函 
数 有 很 多 特性 , 其 中 最 容易 看 出 的 一 个 是 , 若 6 与 5 互 换 , 则 函数 不 变 : 
F(a, b, ce,4) =F(b, a, ce, x7) oD, 

”车 1-。 不 等 于 0 或 负 整 数 ， 也 就 是 ， 若 。 不 是 正 整数 ， 则 定理 
29-A 还 告诉 我 们 , (1) 在 w 一 0 附近 有 第 二 个 线性 无 关 解 , 其 指数 ma= 
1 一 。， 这 个 解 可 直接 求 出 , 把 


名 ”关于 其 他 一 些 性 质 的 燃 术 可 参看 A. Erdélyi (ed. ) “Higher Transcendental 
Fuactions"ivol.I,pp.56,119，MeGraw-Hill,1953. 
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好 一 0 00+ ost rt) 
代入 (1) 并 计算 系数 即 可 ， 但 更 有 意义 的 做 法 是 把 (1) 中 的 因 变 量 从 y 
变 到 ,而 设 


中 一 他 1 8. 
做 了 必要 的 置换 计算 之 后 (这 些 读者 应 该 自己 去 做 ), 方程 (1) 变 为 
x(1—s)a" tL(2—0) — (La—etll+[d—c+1]t ie] 
—(a—ec+1) (56—et+1)z=0, (5) 
这 是 常数 ,5,6 换 成 了 9g 一 ec 二 1，5 一 6 十 1 及 2 一 6 的 超 几 何 级 数 .我 
们 已 经 知道 , 在 原点 附近 , (5) 具 有 考级 数 解 
Y 一 下 (6 一 5 十 于 硬 一 5 十 1 2 一 c 区)， 
故 所 求 的 第 二 个 解 是 
y=%! Fla~otl, detl, 2—e, 2). 
于 是 当 * 不 等 于 整数 时 , 超 几何 级 数 在 奇异 点 z=0 附近 的 通 解 是 
yg—=0F (eo, b, o 人 二 2281 F(a—et1, del, 2—e, 2). (6) 
一 般 说 来 ， 上 面 这 个 解 只 在 原点 附近 成 立 ， 现 在 我 们 在 奇异 点 
w=1 附近 来 求 (1) 的 解 ， 求 这 个 解 的 最 简单 的 做 法 ， 是 引入 新 的 自 变 
量 i=1 一 x 而 利用 已 得 的 解 。 这 就 使 % 二 1 相应 于 上 =0 并 把 (1) 变 为 
tC1—t)y+Lltb—etl)— (otb+1) ty —aby=0, 
上 式 中 的 搬 已 表示 对 t 的 求 导 , 由 于 这 是 个 超 儿 何方 程 , 它 的 + 一 0 附近 
的 道 解 可 照 公式 (6) 直 接 写 出 , 但 须 把 其 中 的 > 换 成 #， 把 e 换 成 a+5 
一 ce 十 匡 当 二 再 换 回 到 1 一 * 后 ,可 以 看 出 (1) 在 “=1 附 近 的 通 解 是 
y=0F(a, b,atb—etl, 1—e)+o(l—o)""° P(e—b, ¢—o, 
oc—a—b+1,1—¢). . (7) 
这 里 必须 假定 c 一 a 一 b 不 是 一 个 整数 ， 
公式 (6) 和 (7) 说 明 方程 (1) 中 各 常数 的 写法 能 适应 各 种 情况 , 使 我 
们 可 以 把 这 个 方程 在 其 不 同 奇兵 点 附近 的 通 解 ， 用 同一 个 图 数 卫 来 表 
达 . 它 的 意义 还 远 不 止 于 这 一 点 ， 因 为 这 些 思 想 对 一 大 类 微分 方程 都 
适用 ， 关 键 的 一 点 十 注意 超 几 何方 程 在 下 列 这 些 一 般 特点 ， 共 六 ， 
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及 g 的 系数 分 别 是 2 1 和 9 次 的 多 项 式 ， 并 且 其 中 头 一 个 多 项 式 具 有 
不 同 实 根 . 凡 其 有 这 种 特征 的 任何 微分 方程 ， 都 可 以 迁 过 自 变 量 的 线 
性 置换 化 为 超 几 何方 程 的 形式 ， 因 而 它们 在 其 不 同 奇异 点 处 的 解 都 可 
以 用 超凡 何 欧 数 来 表示 . 

为 把 以 上 这 些 论点 说 得 更 具体 些 ， 我 们 简短 地 考察 一 下 这 类 方程 


的 普遍 形式 : 
(一 4(2 一 B3 二 人 C 二 Dog 十 了 一 0， (8) 
其 中 4 尖 B， 若 令 
了 Z 一 由 
B—A 


而 将 自 变量 从 4“ 变 到 t, 则 z= 和 4 相应 于 #=0, 而 z= 如 相应 于 #1 二 1. 稍 
加 计算 后 , 蚀 把 方程 (8) 化 为 下 列 形 式 
t(1—i y+(F+Gi)y + Hy=0, 

这 里 瑟 ，G 及 吾 是 (8) 中 各 系数 组 合 而 成 的 某 些 式 子 ， 而 撤 是 指 对 于 
的 求 导 ， 这 是 以 下 列 各 式 规 定 其 a, 5, e 的 一 个 超 几 何方 程 ; 

F=¢, GQ=—(ai+bt1), H=—ab, 
因而 它 的 在 +=0 与 1 二 1 附近 的 解 可 用 超 几何 函数 兰 示 ， 而 这 就 是 说 
(8) 在 z=4 及 2= 吾 附近 的 解 也 可 以 用 同一 函数 来 表示 . 

以 上 所 讲 说 明 超 几 何 函数 F(a, 5, oc, xz) 在 微分 方程 领域 里 能 适应 
许多 情况 而 大 有 用 武之 地 ， 我 们 还 可 以 看 到 (在 习题 1 中 ), 有 了 a,b,6 、 
这 三 个 常数 所 提供 的 灵活 性 ， 使 超 几何 级 数 能 把 初等 分 析 中 大 部 分 热 
知 的 函数 作为 转 例 包括 在 它 的 范围 内 ， 这 个 函数 早 为 欧 控 所 知 ， 并 由 
欧 拉 发 现 它 的 一 些 性 质 ; 但 第 一 个 对 它 进行 系统 研究 的 是 高 斯 , 他 是 在 
处 理 超 上 几何 方程 时 遇 到 这 个 函数 的 ， 并 且 在 这 一 点 上 他 也 是 第 一 个 对 
无 穷 级 数 的 收敛 性 作 了 妥 车 处理 的 人 ， 高 斯 的 工作 有 非常 重 要 的 历史 - 
意义 , 因为 这 不 仅 在 分 析 的 许多 分 支 里 《而 不 只 限于 无 穷 级 数 ) 开辟 了 
影响 深远 的 领域 ， 并 且 还 对 线性 微分 方程 与 复 变 函数 的 一 般 理 论 有 深 
远 影响 ， 超 儿 何 商 数 册子 它 的 统辖 作用 在 钢 代 数学 中 仍 保持 它 的 重 
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要 性 , 因为 高 等 分 析 中 许多 主要 的 特殊 函数 都 跟 它 有 关系 ， 


1. 


3 


习 题 


考察 下 列 各 式 堪 边 的 落 数 的 级 数 展开 式 , 以 验证 其 成 立 。 
a (+o) rE pb, b, —o)y 
b. log (1 =zF(1,1,2,—o)s 


6 
d. tan-w=—ah 李 1， 也 -=) 
此 解 还 有 


.er im 人 5 动 


a 
f. sinz= [limP(o,0, 多 入 入 首 


1 一 中 
gore (ee) 


读者 禾 且 不 管 极限 步 又 是否 台 法 , 试 证 这 些 式 子 也 成 立 。 


， 试 求 下 列 微分 方程 在 所 指定 奇异 点 附近 的 通 解 : 


a zl 一 wy"++( 计 一 25)y +29=0, c=0; 
b, (22212z)9" + (1+ 5 y+y=0, 2=0; 
c, (vy (2+)y 二 +=0, 4%=—l1 
d, (wx 0 (543 +y= 0,7=3, 
我 们 在 习题 27-6 中 讨论 过 疤 比 雪夫 方程 
人 一 2 及 一 2 十 多 2 二 0 
其 中卫 是 个 非 负 的 常数 ， 试 将 z 换 成 1 一 喜人 一 人 后 把 这 方程 化 为 一 个 超 岂 
何方 程 , 并 证 它 在 zx 一 ! 附近 的 通 解 是 


y=aB(s, 一 多 到 至 


+e 人 (人 子 27( ?+ 去 z+ 三 ) 


4 设 有 微分 方程 


zl—n tp— (p+ -py=0, 
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其 中 为 一 常数 
34. 车 ?3 不足 整数 , 试用 超 几 何 级 数 来 求 它 在 x 一 0 附近 的 通 解 . 
b， 试 把 (a) 中 求 出 的 通 解 号 成 用 初等 函数 表示 的 式 子 . 
Cc。 当 了 一 1 时 , 微分 方程 变 为 
(1 一 四 六 十 (1 一 37) 久 一 9 一 0 
而 (b) 中 的 解 就 不 再 是 通 解 ， 试 用 第 16 节 所 讲 方法 求 这 情形 下 的 通 解 . 
， 有 些微 分 方程 即使 外 形 看 来 不 象 , 但 实际 却 是 超 几 何 浒 的 ， 试 把 微分 方程 


(en)y 439 tery=0 


a 


的 自 变 是 从 4 变 丽 1 二 er 以 求 其 在 奇异 点 < 一 0 附近 的 通 解 
6，a。， 斌 证 F(a, 5 00) = 和 pet, 56+1, ct1, 2). 
b。 将 (a) 申 的 微分 法 公式 应 用 于 习题 3 中 的 结果 ， 以 证 回 比 雪夫 方程 的 解 ， 
只 有 一 个 在 “一 1 附 辽 具有 有 界 导 禾 , 那 就 是 yc. 了 (2, 一, 去, 二) 


由 此 得 知 贸 比 雪夫 方程 的 放 项 式 解 叭 有 P(a 一 a 二 12] 的 常数 售 迹 、 
一 种 形式 , 其 中 必 是 非 负 的 整数 . 
mn 次 如 比 时 大名 项 式 记 为 Pu(z)， 共 定义 为 ma)= 了 (一双 南 ,22) 这 些 


多 项 式 的 一 项 有 趣 的 应 用 是 在 近似 法 理论 中 , 我 们 在 附录 局 中 将 于 以 讨论 . 


31， 无 穷 远 点 


在 物理 和 纯粹 数学 中 , 都 需要 研究 微分 方程 
y+tP(r)y +Q(T)y=0 (1) 
的 解 在 自 变 量 取 大 值 时 的 情况 。 例如 , 若 自 变量 是 时 阅 , 我 们 可 能 需要 
知道 (1) 所 描述 的 物理 系统 , 当 其 暂 态 干扰 消失 后 在 久远 未 来 的 情况 . 
我 们 可 把 以 上 的 一 套 想 法 用 来 为 这 更 广泛 的 目的 服务 ， 这 就 是 研 
究 解 在 无 穷 远 点 附近 的 情况 ， 做 法 很 简单 , 因 阁 把 自 变量 从 < 换 到 


1 一 工 ， (2) 


3 


那 未 大 的 xz 值 就 相应 于 小 的 t 信 ， 因 紫 若 把 (2) 用 于 (1)， 把 变换 后 的 
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方程 在 i=0 附 近 求解 , 然后 在 所 得 的 这 些 解 里 把 # 换 回 到 之 ， 便 得 出 
《1) 的 那些 对 的 大 值 成 立 的 解 ， 为 实行 这 一 步骤 , 需 用 以 下 的 公式 


dy dydt_dyf_ Ny 
-aa A) tat (3) 
及 
dy dy\at dy dy 
Dip CA A 
把 这 些 式 子 代入 (1) 并 仍 用 撒 表 示 对 + 求 导 , 则 (1) 变 为 
+ -2 +12/Dy -0. 5) 


于 是 若 i=0 是 变换 后 方程 (5) 的 一 个 导 涝 虑 、 以 m 发 ms 为 指数 的 正 
则 奇异 点 或 非 正 则 奇异 点 , 便 相应 地 说 一 co 是 (1) 的 一 个 同 祥 的 点 . 
举 一 个 简单 的 例子 , 考察 欧 控 方 程 


+ay 十 y= 0. (6) 
把 (6) 与 (5) 比 较 , 可 知 变换 后 的 方程 是 
yy (7) 


# 一 0 显然 是 (7) 的 正则 奇异 点 , 指数 方程 是 
m(m—1)—2m+2=0, 
而 指数 是 mi 一 2 及 rs 一 1。 这 就 是 说 (6) 以 2 二 co 为 其 一 正则 奇异 点 ， 
而 指数 是 2 及 1 
我 们 要 讲 的 主要 例子 是 超 几何 方程 

x{I—m)y" +ie— (etb+i+ Dr]y —aby=0. (8) 
我 们 已 经 知道 (8) 具 有 两 个 有 限 的 正则 奇异 点 z=0， 其 指数 为 0 及 
1 一 6; x 二 1, 其 指数 为 0 及 6 一 4 一 5， 为 仿 定 点 co 的 性 质 , 我们 把 
《3) 及 (4) 直 接 代 人 (8)、 稍 加 整 项 后 , 得 变换 后 的 方程 为 


"+ [0 ty 人 
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这 个 方程 的 正则 奇异 点 是 i=0, 其 指数 方程 是 
m{(m—l)+(l-a—b)m+ab=0 


即 
(m—a) Cm—b) =0. 
这 说 明 方 程 (9) 在 1=0 的 指数 是 4 及 3， 故 方程 (8) 以 xz 一 co 为 一 正则 
奇异 点 ,其 指数 是 4 及 5， 故 得 结论 为 ， 超 几何 方程 (8) 恰 好 有 三 个 正 
则 奇异 点 : 0, 1, 及 oo, 其 指数 分 别 为 0 及 1 一 ,0 及 “一 5 一 pa 及 五 我 
们 在 附录 王 中 证 明 , 若 规定 了 这 三 个 正则 奇异 点 并 要 求 在 z=0 及 w= 二】 
都 至 少 有 一 个 指数 必须 等 王 0， 那 未 超 几 何方 程 的 形式 就 完全 确定 了 . 
另 一 个 相当 重要 的 古典 微分 方程 是 合流 超 几 何方 程 (confluent 
hypergeometrio equation) 
2 t (ea)y ay=0. {10) 
要 了 解 这 方程 的 来 历 及 其 命名 的 理由 ， 我 们 考察 下 列 形式 的 普通 超 几 
何方 程 


s(1— 2 to—(o+5t Ds aby=0, 《11) . 


若 把 自 变 有 量 从 s 变 到 z=58, 则 得 


dy_ dsp dy 局 让 dy 
ds -时 = 坎 及 也 = gar 
于 是 (11) 变 为 
s(t -» -=0 (12) 


其 中 的 烙 是 指 对 2 的 求 导 ， 方 程 (12) 有 正则 奇异 点 z=0, w=5 及 zx= 
co; 它 与 (11) 的 不 同 之 处 是 这 里 的 奇异 点 #=5 是 可 移动 的 . .车 令 5-> 
co, (12) 就 变 为 (10)， 在 6b 处 的 这 个 奇异 点 显然 同 无 穷 远 点 合流 了 , 容 
易 看 出 , 两 个 正则 奇异 点 在 % 处 的 这 一 合流 ， 就 在 那里 产生 一 个 非 正则 
的 奇异 点 (习题 3 )， 
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习 题 
41， 对 于 下 列 方程 用 (3) 及 (4) 来 确定 点 %% 的 性 质 。 
a， 勒 让 特 方程 {1 一 zy 一 2x 十 ptp 十 Dy= 
b， 由 寄 所 方程 十 2 十 [3 一 9 一 0 
2. 试 证 以 g=trw 变换 因 变 量 可 把 方程 (9) 化 为 超 儿 何方 程 
11—w?+ {HomD)—[at (i+a—e) +1lt}w -a(l+a—e)w=0,. 
若 a 汉 8 县 其 差 不 是 整数 ， 则 超 几 何方 程 (8) 对 于 大 的 w 值 具有 下列 线 福 无 
关 解 
扣 = 南 (eit le- 加 ) 
及 
1 ] 
p= (boo 1+B 0, 2)} 


3， 试 验证 合流 超 儿 何方 程 (1) 以 z 二 co 为 共 非 正 则 奇异 点 . 

4， 试 验证 合流 超 几 何方 程 (10) 以 z=0 为 一 正则 奇异 点 , 共 指 数 为 0 及 1 一 c, 若 
5 不 等 于 0 或 负 整 数 , 试 证 相应 子 指 数 0 的 弗 氏 级 数 解 为 

"EA 

这 个 级 数 所 定义 的 函数 叫 合流 起 几何 函数 , 常 记 为 F(a, 6, 2)- 

5。 拉 其 尔 方程 是 

wy* + (1—) + py=0, 

其中 卫 是 常数 9 试 利用 习题 4 证 明 在 原点 附近 为 契 界 的 唯一 的 解 是 卫 ( 一 了， 
1 从 的 常数 售 ， 且 当 台 为 非 负 整 数 时 这 些 解 是 多 项 式 ， 国 数 了 《27 一 下 (一 名 
二 2) (其 中 丸 =0,1,2,…) 出 控 赣 式 ， 它们 在 复原 子 的 量子 力学 中 有 重 
要 应 用 


附录 A， 两 个 关于 收 伊 性 的 证 明 
定理 27-A 的 证 明 ( 完 ) ”我们 的 假定 是 级 数 
中 拉 盖 尔 (Edmond Laguerte, 1834 一 1886) 是 巴黎 法 兰 西 学院 的 教授 ， 主 要 研究 几 


何 及 方程 论 ， 在 解析 几何 的 些 标 平面 里 ， 可 以 用 一 种 以 上 的 方式 米 指定 “合理 " 的 芒 离 函数 
《度量 ), 演 盖 尔 是 最 症 指 出 这 件 事 的 数学 家 之 一 、 


附录 A， 两 个 关于 收 襄 糙 的 证 明 181 


P= pe R Os)= Toga G) 
罕 lol<RCBO) 上 收 伍 ， 我 们 必须 证 明 , 级 狼 
ge (2) 
在 四 及 四 为 任意 数 而 wss 对 于 wa>0 由 下 列 递 推 公 趟 
GD tae = — Lt+ DP sl + Qn- (3) 


所 定时 , (2) 至 少 在 同一 区 池上 收敛 ， 设 ?是 合乎 "< 及 的 一 个 正 数 . 
由 于 级 数 (1) 对 x 二” 收敛 , 而 收敛 级 数 的 项 趋 于 0 因而 是 有 界 的 , 故 存 
在 一 常数 开 >0, 使 对 于 一 切 由 
pr 及 |glr"< 委 对 
在 (3) 中 应 用 这 两 个 不 等 式 , 得 到 


(ut Dn Danal SER+D arnl + lasl Jr’ 


四 ad | 
UT Dorolt lorllr't Mlonlt, 


共 申 Kiaui|r 这 一 项 是 后 加 进去 的 ， 因 为 底下 要 用 到 ， 现 定义 如 一 
jean] D1 二 |ail, 并 定义 Boss( 对 于 >0) 知 下 : 
CD tabne MT EH DB tbl + Mbrnr. (4) 

对 于 每 个 显然 有 0<|a.| <5。， 现 在 我 们 想 党 枯 一 下 使 级 数 
She (5) 
nu 0 

收 艇 的 z 信 是 哪些 , 为 此 需要 知道 比值 5418, 在 w>oo 时 的 情况 ， 这 

一 情况 是 如 下 来 了 解 的 ， 把 (4) 中 的 先后 换 成 4 一 1 及 2 一 2, 得 到 
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Hr TL Db br + Mb 


#0 


Nn 二 1) b= 


a 
(n— nbs = Bet DBbiest Belr: 4 Mb tr 


Ke0 


以 乘 第 一 式 并 利用 第 二 式 , 得 到 
ra Db = ET Dbrst Bele 


+rM nbs tb, 十 对 Boy 
=(n—1)n6 — MB ?+7 M (ont bt) MD’ 
=[(n—1)n+r Mnt Mr? jb,, 


故 
Brit (nn—l)ntrMniMr’ 
Ba ?n(nt1) 
这 就 告诉 我 们 
LT | Ba lw >] 
只 加 + la Pd 


因此 级 数 (5) 对 1?|<r 收敛 , 故 由 不 等 式 |ao| 委 和 及 比较 检定 法 ,可知 
级 数 (2? 对 17| < 也 收敛 ， 因 为 * 是 小 于 召 的 企 一 正 数 ， 故 可 断定 (2) 
对 |?| 之 收敛 ,证 毕 . 

定理 29-A 的 证 明 ( 完 ) 论证 同 刚才 对 定理 27-A 所 作 的 相似 ， 和 但 3 
细节 有 足够 不 同 之 处 , 值得 另行 讨论 ， 我 们 假定 级 数 


并 


zZP(Z) 一 Doe 及 x2Q(z)= 三 wm 《6) 


EE 
在 |z[ < 过 RC(R>0) 上 收敛 指数 方 各 是 

fl(m) =m(m—1)+mp+ go =0. (7) 
我 们 只 考虑 (7) 有 两 个 实 很 mw 及 ms 且 maz 委 mi 的 情形 ， 我 们 须 考 罕 
其 收敛 性 的 级 数 是 
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二 mr， C8) 


其 中 oo 是 任意 非 零 常数 ， 其 他 的 系数 qx 则 通过 下 列 递 推 公式 用 m 表 
未 : 

f (m+n)}as, = Ta mth) pg (9) 

Ed 
我 们 的 任务 是 证 明 : 车况 =m, 还 有 名 一 ea 以 及 加 一 和 os 不 等 于 严整 
数 时 , 级 数 (8) 在 lz| 过 收敛 ， 
先 指 出 了 (mm) 可 写成 
fm) = mm) nm— m2) =m (mt m2) m+ me 
稍 加 计算 , 由 此 可 得 
fm +t) =n(nt mm2) 


及 
了 (ta 十 下) =n(nt+ mm mm) 
于 是 、 
lf Om + in(n— |m;—m2|) C10) 
及 四 
| 大 ro 一 区 | 六 WCG 一 | 一 到 站 (11) 


设 正 数 "< 已 、 由 于 级 数 (6) 对 zx 一 了 收 你 ， 故 存在 一 常数 财 >>0, 使 对 
子 一 切 % 有 . 


[IDM 及 lg" (12) 
著 令 C9) 中 的 m=m, 并 利用 (10) 及 (12), 则 得 


nam ms) lanl SM Sm +b+ DD) 


现在 定义 一 个 数列 记 。} 如 下 : 
对 于 0O<sms hm 一 ms|，bn 一 jos|， 
而 对 于 w> | 一 oj， 
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na— lm —mal b= M Ds mr | + b+ 1). 《13) 


2 
显然 ,对 于 一 切 % 有 0 所 |as| 所 5 我 们 妆 证 明 在 Iz|<<r 上 级 数 
Soa (14) 
Ee 
收敛, 为 此 我 们 希望 求 出 一 全 表示 比值 4175, 的 方便 式 子 ， 把 (13) 中 
的 # 换 成 % 十 1, 乘 以 r, 并 利用 (13) 以 简化 所 得 结果 , 则 有 
n(n+1) (n+1— 1m — m2|)Dbar 
=n(%— | mm |) BT Mb mi | +++ 1), 


故 
Bas n(n lm mm) Mm tnt DD) 
Ba ?Cnt 1) (nt 1— im—mm2|) 
这 告诉 我 们 
Bt -a Ie! 
Bar | 一 | ， 


页 人 14) 在 ls1<y* 上 收敛 ， 现 从 0 志 |as| 所 56, 可知 (8) 也 在 jz|<r 上 政 
敛 ; 而 由 于 所 取 7 是 小 于 卫 的 任意 数 , 故 知 (8) 在 |z| < 如. 上 收 化 ， 若 以 
上 的 zm 都 换 成 ms 并 在 利用 (10) 之 处 政 为 利用 (11), 则 经 过 同样 的 计 
算 ， 可 证 在 这 情形 下 级 数 (8) 也 在 lz|< 恕 上 上 收 伍 ， 这 里 当然 要 假定 
m 一 ms 不 等 于 正 整 数 以 使 级 数 (8) 是 有 合法 定义 的 
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后 尔 米 竺 多 项 式 的 最 过 要 的 章 独 一 项 应 用 是 在 量子 力学 的 线性 谐 
振子 理论 中 .这 一 理论 所 产生 的 一 个 与 厄 尔 米 特 方程 (习题 27-7) 有 
密切 关系 的 微分 方程 是 


和 pz+1-ooo=0， OD 
其中 是 个 常数 ， 根 据 本 附录 末 所 讨论 的 理 让， 对 于 (1) 的 解 , 物理 学 
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家 只 注重 那 种 在 lz|->co 时 趋 于 0 的 解 。 如 想 直接 用 短 级 数 解 (1)， 就 
得 到 系数 的 三 项 递 推 公式 , 这 就 太 不 方便 , 不 值得 作 进 一 步 的 考察 ， 为 
使 问题 简化 , 我 们 再 


=ye 《2》 
引入 新 的 因 变 量 久 这 就 把 (1) 变 为 
tp =0, (3) 


这 是 厄 尔 米 特 方 程 。 因 此 所 需求 的 (1) 的 和 解 , 相应 于 (3) 的 那 种 解 , 它们 
( 随 1z| 二 co) 数 值 的 增 大 不 比 e*“” 快 ， 而 我 们 将 会 看 到 这 些 基本 上 就 
是 用 尔 米 特 多 项 式 ， 

物理 学 家 之 想 出 变换 (2) 来 自如 下 的 巧妙 论证 ， 当 z 很 大 时 ,方程 
(1) 中 的 常数 28 十 1 与 #2? 相 比 可 忽略 , 故 (1) 近 似 地 成 为 


Go “ - 、 
于 是 猜想 区 数 wg= ex 可 能 是 这 个 方程 的 解 就 并 非 是 太 不 合 情 理 之 
事 ， 现 在 我 们 有 
Ww 二 二 Wet" 及 Ww 二 ?er 十 gt 

而 由 于 当 x 取 大 值 时 w” 的 第 二 项 与 第 一 项 相 比 可 以 急 赂 ， 所 以 看 来 
田 二 Ee™" 人 及 名 二 e ”7 确实 是 (1) 的 “近似 解 "， 第 一 个 我 们 不 要 ， 因 为 
它 在 |x|>co 时 并 不 趋 于 0. 因此 有 理由 假设 (1) 的 精确 解 具 有 (2) 这 
种 形式 , 并 肛 我 们 希望 那里 的 函数 y 具 有 比 2(z) 简 单 的 结构 ， 

不 管 你 对 这 种 推理 方式 有 什么 意见 ， 但 它 解 决 问 题 。 因 为 我 们 在 
习题 27-7 中 看 到 , 厄 尔 米 特 方程 (3) 上 其 有 二 项 雍 推 公式 


2(p—n) 
na" 4) 
而 这 公式 产生 出 两 个 线性 无 关 的 级 数 解 


La 3 一 一 
Ps (5 


及 
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PD— 2 一 -一 
PR 


PD (eS) gt (6) 
它们 都 对 所 有 收敛. 

现在 我 们 把 函数 (x) 与 e*% 的 增 大 速率 比较 一 下 。 我 们 的 目 
标 是 要 证 明 ; 


当 lzj->eo 时 ->0, 


当 且 仅 当 如 (2) 的 级 数 式 子 到 某 项 中 断 而 成 为 多 项 式 , 也 就 是 当 且 仅 当 
参量 5 取 0, 2，4,… 诸 值 之 一 . “ 当 ” 的 这 部 分 根据 罗 彼 塔 法 则 是 很 显 
然 的 ， 为 证 明 “ 仅 当 ” 这 部 分 , 我 们 假定 p 了 0, 2, 4 …: 并 证 明 在 这 种 情 
形 下 上 面 这 个 分 数 并 不 趋 于 0， 为 此 ， 我 们 利用 下 面 事实 : y.(*) 具 有 
(3) 二 荆 qonr*" 这 各 形式， 其 系数 由 (4) 以 及 条 件 m= 工 确定 ; 又 ez 


具有 级 数 展开 式 ez 一 瑟 boarn 其 中 bn 一 二 , 故 
(2) gt otro 
站 
由 公式 (4) 可 知 上 式 分 子 中 的 系数 当 其 下 标 足够 大 时 都 有 相同 的 正 负 
号 ,区 可 设 这 些 系数 都 是 正 的 而 无 要 于 一 般 性 ， 因 此 , 为 证 明和 这 个 分 数 
不 随 lz| 一 co 而 趋 于 0, 只 要 证 明 足够 大 时 "go 之 bon 就 行 了 、 而 为 着 
证 明 这 一 点 ,我 们 和 指出 
。 Gonts_ 2208 一 20 Bants__ 1 


Gon tmnt) ben 2 


Gansz/ ron _ 2(p—2n)2tnt 1) ,a 
Ban+af ban (2nt 1)(2n+2) ~ 


这 表明 , 对 于 足够 大 的 w, 我 们 有 


Gente~, 3 , Can 
EE 
pass 2 bon 


车 访 是 这 些 足够 大 的 之 一 , 则 反复 应 用 上 面 的 不 等 式 , 则 对 于 足够 大 


附录 B， 顾 尔 米 特 多 项 式 及 量子 力学 187 


的 妨 ,有 
丛生 >( 全 ) 各 > 

故 若 寂 足够 大 , 则 aa/j52s>1 或 sp。 上 述 论点 证 明了 jz|->o 时 
(Te ->0 当 呈 仪 当 参 量 加 取 0,2,4,… 诸 值 之 一 ， 同 样 的 推理 可 
对 (7)e-2( 以 Pp 二 1,3, 5， 作出 的 同样 的 结论 ,， 故 厄 尔 米 特 方程 
的 所 要 求 的 解 是 习题 27-7 中 所 定义 厄 尔 米 特 多 项 式 吾 %(z)， 百 (7z)， 
五 ,(w),… 的 常数 们 ， 
生成 函数 及 罗 德 里 克 公 式 ” 从 上 述 我 们 着 到 厄 尔 米 转 多 项 式 是 怎样 搞 
出 来 的 ， 现 在 我 们 来 考察 它们 的 一 些 最 有 用 的 特性 , 这 些 性 质 的 重要 
意义 到 本 附录 末了 就 可 以 看 得 很 清 

这 些 多 项 式 常用 下 面 的 每 级 数 展 开 式 来 定义 


es = 0) Cin Hn) FH (DL Be) ete (7) 


Er 
函数 e** 叫 厄 尔 米 特 多 项 式 的 上 生成 函数 。 这 一 定义 的 好 处 是 对 于 推 
出 如,(2) 的 性 质 非常 方便 ， 它 的 缺点 是 完 爹 突如其来 。 因 此 我 们 要 从 
级 数 解 (5) 及 (6) 推 出 (7) 来 ， 
把 (5) 及 (6) 中 的 卫 换 成 任 一 整数 2 之 6 之 后 乘 以 任意 常数 , 可 以 得 
出 (3) 的 所 有 多 项 式 解 。 它 们 都 具有 如 下 形式 
Ra CK) 一 …… Ter" ont" Tn 
一 ng Onew" GT Gem" 
上 面 这 和 式 的 最 玉 一 项 ( 依 %* 是 侦 数 还 是 党 数 而 定 ) 是 oo 或 ox， 而 其 
中 的 系数 间 有 下 列 关系 式 


2) 
| CERT 


现在 要 用 ao 来 表示 an-s,0n-4，,…, 为 此 ,把 (8) 中 的 换 成 一 2 而 得 


2{n—k+i2) 
(EDR 


(8) 


G4 二 一 


188 第 五 章 笑 级 数 解 及 转 殊 昂 数 


”或 


一 
WT 
令 天 为 区 2 一 22 一 人 等 等 , 得 到 
Da 
9 
(一 1) (2—2){(n— 3 
27.2.4 MM 
Dn) Do 
gp 一 一 
_n(n— Dn—2)(n—3) (一 DCm 
23.2.4.6 
等 等 , 故 
blz) = 一 Dn- 2 De 3) pk 
有 
2 (nm—2k+ 1) rn 
一 和 
这 个 式 子 可 写 为 


M2] 


‘ 
h(t) = CD 7 2 
tn 


其 中 [my/2] 表 示 所 ay/2 的 最 大 整数 ， 是 一 种 标准 记 法 .为 得 出 第 # 个 尼 
尔 米 特 多 项 式 吾 v(z), 令 an 一 2", 得 到 


my 


一 EH a 
ED- DD pr C9) 


这 样 选取 a 完全 是 为 了 方便 ; 这 桩 可 以 使 那些 表达 厄 尔 米 特 多 项 式 各 
种 性 质 的 公式 得 到 简化 ， 


附录 B， 捷 尔 米 特 多 项 区 及 量子 力学 189 
为 了 能 从 (9) 变 换 到 (7)， 我 们 简略 地 讲 一 些 别 的 材料 ， 二 等 级 滋 
积 的 定义 公式 


ry 


0 -0 


在 其 第 一 个 级 数 内 仿 t 的 偶 次 宕 时 ， 用 起 来 有 困难 : 
全 Bo) 


我 们 这 里 所 要 做 的 束 是 从 一. 切 可 能 的 节 积 art8j5( 使 外 二 = 癌 中 
把 的 % 次 冠 都 合并 -~ 起 ,因此 我 们 所 要 考虑 的 项 是 axt**Dw_ort"*. 
限制 的 条 件 是 20 及 nn 一 2 之 0, 歼 0<k<<n/2; 而 对 每 一 个 n>0 我 们 
要 保证 从 0 变 汉 <n/2 的 最 大 整数 。 这 就 得 出 乘积 公式 


(ee 全 bt")= Ea a) (10) 


Cs 


现 若 把 (9) 代入 (7) 右 边 并 利用 (10), 便 得 
(DT 人 2mDr2i 
2 "=>[> Br) 


Ee 
-SJ 


1 
n=0 a0 


80-162 = ert 
这 就 证 明了 (7)， 

作为 (7) 的 一 个 应 用 ， 我 们 来 证 明 厄 尔 米 特 多 项 式 的 罗 德 里 克 
公式 : 


mor: 人 
再 (2 一 (一 De Te {11) 


根据 宪 级 数 系数 公式 25-(9), (7) 给 出 
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Be) (eo) 
H(z) Gre 0 Qaim ie 


车 引入 新 变量 z 一 z 一 上 并 利用 3138 = 一 (3133) 这 一 事实 , 则 因 皇 一 0 要 
应 于 z=2z, 上 面 的 式 子 就 变 成 
( Dr (fe a ) = "em Se -a 
证 毕 . 
正 交 性 ”我们 知道 ,对 于 每 个 非 负 整数 %, 函数 
WaT)=e "HT) (12) 

( 它 叫 % 阶 厄 尔 米 特 函 数 ) 随 |x*|>co 而 趋 于 0 而且 是 微分 方程 

wD 十 (2n 十 1 一 22)ewn 二 0 《13) 


的 一 个 解 ， 这 些 函 数 的 一 个 重要 性 质 是 
f wads= | er Halz) Hr) =0 (dW mm), (14) 
这 个 关系 常 被 人 说 成 是 : 厄 尔 米 特 函数 在 区 间 ( 一 oo, co) 上 正 交 . 
为 证 明 (14), 先 写 出 wa(z) 所 满足 的 方程 
WD 二 (27% 十 1 一 zwm 二 0、 (15) 
以 加 乘 (13), 以 wu 乘 (15), 并 术 减 ,得 到 


号 (ws Wn —WnW) + 2 (8— 1) wnwn = 0, 


车 把 这 个 方程 从 一 oo 积分 到 oo， 并 利用 wwm 一 wntws 在 两 积分 限 处 
都 等 于 0 这 一 事实 , 便 知 


2 一 加) 全 2Dmt0aC 和 一 0 


而 这 就 给 出 (14). 
我 们 还 锋 要 知道 (14) 中 积分 在 名 = 和 时 的 值 是 


「 eT Hs)Jide= 2 元 (16) 
为 证 明 此 式 ,用 罗 德 里 克 公 式 (1H) 江 把 
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e “ds 


eH) Hie)" 


分 部 积分 , 这 里 到 
w= HA), d= H'(r)aY, 
do= eo-"ds, 人 7 
因为 we 是 e ”与 一 多 项 式 的 乘积 ， 所 以 忆 在 两 积分 限 处 部 等 于 0， 于 
嘴 四 


起 


TCD 一 De H(z) seidv 


-me dx 


=CD0 Hi(r) 


pe de dx 


Do H(z)e "dy. 
但 五 (z) 中 含 z 最 高 次 宕 的 项 是 2*c", 故 吾 go(Z) 一 2 所 以 最 末 这 全 
积分 是 
zm evar= (27m0)2] Ee-rdp = 2 
， 
这 就 是 所 要 证 的 结果 @. 
这 些 正 奖 性质 可 用 来 把 "任意 "函数 fz) 展开 为 一 个 厄 尔 米 特 
级 数 : : 
fr) = Ta Hk). : G7) 
各 


若 按 形式 步骤 做 , 则 可 求 出 系数 mm 如 下 : 以 e-mHakz) 浅 (17) 并 从 一 oo 
到 co 逐 项 积分 ， 根 据 {14) 及 (16), 这 就 给 出 


fe Hofe yo= Eee -mH Ha) 


四 e- 忆 从 0 积 到 “的 结果 等 十 Vt/2， 这 是 在 初等 披 积 分 中 通常 有 证 明 的 学 实 ， 参 
闭关 题 34-3. 
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m2 


套 ( 将 m 换 成 避 
a | Hof de. (18) 


这 一 :形式 步 驶 给 我 们 提出 的 数学 问题 是 ， 若 系数 an 由 (18) 确定 ， 则 国 
数 了 (7) 顷 满 足 什么 条 件 才 能 保证 (17) 成 立 。 这 类 问题 是 正 交 隧 数 一 
般 球 论 中 的 问题 之 一 。 我 们 将 在 第 六 章 附 录入 及 B 中 讨论 像 (17) 这 样 
的 相交 展 开 式 在 物理 上 的 一 些 直 接应 用 , 
谐 ( 调 和 ) 振 子 ” 正 如 开头 说 的 ， 前 面 所 讲 这 些 数学 思想 的 主要 应 用 是 
在 量子 力学 时 ， 要 充分 讨论 这 方面 的 内 在 物理 概念 显然 超出 本 附录 的 
范围 ， 然 而 要 了 解 厄 尔 米 特 多 项 式 五 (z)? 以 及 相应 的 顾 尔 米 特 儿 歼 
ez) 所 起 的 作用 却 甚 为 容易 . 

我 们 在 第 20 节 中 分 析 了 古典 谐振 子 , 这 可 以 看 作 是 限制 在 轴 上 
运动 的 一 个 质量 为 tm 的 质点 , 受 一 个 回复 力 一 kx 的 作用 使 之 趋向 平衡 
位 置 * 二 0。 运 动 方程 是 


者 到 合适 的 初始 条 件 , 则 得 到 的 解 是 谐振 荡 


Et eos Et, 
3 


这 里 加 是 振幅 ， 我 们 也 还 记得 周期 了 是 =2wMVmrJE; 而 由 于 振动 频 
率 "是 局 期 的 倒数 , 故 有 一 4x2mw?。 又 由 于 动能 是 证 mdz/dt)? 而 


势能 是 志 pz*, 故 稍 作 计算 后 可 证 这 个 系统 的 总 能 是 怠 一 二 zx, 一 个 


常数 ， 这 个 总 能 县 显然 可 以 取 任何 正教 值 . 
在 量子 力学 中 , 上述 谐振 子 的 薛 定 谓 波 动 方程 是 


于 8z27m 
dy EL 


a bx )$=0, (19) 
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这 里 召 仿 厅 总 能 芭 , 产 忠 普 朗 克 常 数 ， 而 合适 的 解 (2) 冲 做 区 定 沁 被 
动 函 数 D， 若 几 等 式 6=4x*my? 来 消 类 (19) 式 中 的 而 则 (19) 可 写成 


Ty 3 
a 


二 个 广 的 在 物 生 可 以 六 受 的 ( 衣 才 议 。 循 化 了 的 ”) 解 ， 是 满足 下 列 
条 件 的 那些 解 ; 


当 lzl->o 时 4>0 且 [9s=l GD 
这 些 解 ( 痢 定 雍 波 动 函数 ) 也 叫做 这 一 问题 的 特征 函数 ， 而 我 们 将 会 看 


(B—2armpw) $=0. (20) 


到 只 有 在 百 具有 某 些 特定 的 值 即 所 谓 特征 值 时 , 这 些 解 才 存在， 
车 把 自 变量 换 为 
w=2x /Ps, (22) 
则 (20) 变 为 
涪 +( 针 -wje=0 (23) 
而 条 体 (21) 变 为 
” 当 laleo 时 人 >0 且 『 ly ldu=2r ye. (24) 


除了 记号 不 同 之 外 , 方程 (23) 正 好 同方 程 (1) 的 形式 一 样 ， 故 知 它 具 有 
满足 (24) 中 第 一 个 条 件 的 解 , 当 且 仅 当 : 对 于 某 个 非 负 整数 z 2B/jw 二 
2n 十 了 或 


及 -b(n+ 主 ) (25) 
我 们 也 知道 , 在 这 种 情况 下 , (23) 的 这 些 解 的 形式 是 


外 大 定 诅 (Erwin Schr6dinger, 1887 一 1961) 册 地 利 理 论 物理 学 家 ,与 狄 拉克 (Dirae) 
分 享 1933 年 诺 贝尔 奖金 ， 他 的 科学 工作 只 有 专家 能 佬 , 但 他 的 文化 莫 养 很 广泛 ， 是 个 庞 
加 药 (Poincar6) 式 的 文笔 济 新 流畅 的 作家 ， 他 喜欢 用 一 些 恩 想 丰 富 的 小 姑 子 来 写 大 峰 旦 ， 
如 < 什么 是 生命 ?>，* 科 学 与 人 文 主义 >，< 自 然 界 与 希腊 学 者 9〈 原 著 分 别 出 版 手 1944，52， 
54 年 ). 
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$=ce Halu), 
其 中 6。 是 一 常数 ， 现 若 加 上 (24) 中 的 第 二 个 条 件 并 利用 (16), 则 知 


_| drrm |t 
所 以 相应 于 特征 值 (25) 的 特征 函数 是 


“和 


+ | | as 人 (26) 
其 中 的 可 按 (22) 用 zx 表示 之 . 

物理 学 家 出 寺 其 专业 上 的 需要 对 这 些 特征 蝴 数 的 详细 性 质 非常 重 

视 ， 但 对 我 们 来 说 ， 这 向 题 只 不 过 借以 说 明 尼 尔 米 特 多 项 式 在 哪些 地 
方 有 用 , 所 以 我 们 就 不 再 进一步 讲 这 个 问题 , 而 仅 再 指出 公式 (25) 给 出 
了 谐振 对 的 所 谓 最 子 化 能 级 .这 就 是 说 , 能 量具 可 以 取 这 些 离散 数值 ， 
而 这 当然 同 前 述 那 个 相应 古典 问题 的 情况 很 不 一 样 ， 这 些 思想 的 最 简 
单 的 具体 应 用 是 在 双 原 子 分 子 里 关于 原子 的 振动 情况 ， 当 科学 家 从 实 
验 上 来 研究 这 一 现象 时 ， 他 们 所 观察 到 的 能 量 数值 正好 同 (25) 给 出 的 
符合 .… 
美 于 厄 尔 米 特 的 注 记 。 厄 尔 米 特 (Charleo Hermite, 1822 一 1901), 十 九 世纪 法 国 
最 杰出 数学 家 之 --， 特 别 以 共 著 作 的 凡 格 优美 的 艺术 性 著称 ， 他 在 求学 期 间 由 于 
忽视 平时 作业 里 指定 学 习 的 十 典 数学 名 著 , 学 业 成 绩 搞 得 很 精 , 他 虽然 考试 几乎 不 
及 格 ,但 早 在 二 十 岁 出 头 就 已 成 为 第 --- 流 有 创造 本 能 的 数学 家 ，1870 他 任 索 尔 莲 
(Sorbonne) 大 学 教授 ， 在 那里 他 培养 了 整个 一 代 的 法 国 著名 数学 家 ,其 中 包括 毕 
卡 (Picard) 、 波 雷 耳 (Borel) 和 上 嵌 加 莱 (Poincaré)， 

他 那 非凡 的 才思 及 下 面 所 引 庇 科 莱 的 话 可 以 略 知 一 二 : “ 同 厄 尔 米 特 先生 谈 
话 ， 他 从 未 求助 于 具体 形象 ， 但 你 能 立刻 体会 到 ， 对 于 他 ， 曲 抽象 的 概念 就 像 活 
的 东西 一 祥 , ”他 不 豆 欢 几何, 但 非常 要 好 数论 和 分 析 , 并 最 接 民 大 圆 函数 ,在 那里 
数论 和 分 析 两 个 领域 有 许多 奇妙 的 结合 ， 读 者 也 许 知道 阿 借 耳 (AbeD) 在 他 之 前 
好 多 年 证 明 一 般 五 次 方程 不 能 用 只 含 四 由 运算 和 根 号 运算 的 昌 数 求解 ， 厄 尔 米 特 
的 最 惊人 成 就 之 一 是 证 明了 (1858) 这 种 方程 可 用 李 图 函数 求解 ， 他 在 1873 年 证 
明 。 的 超越 性 , 这 义 是 他 一 和 工作 的 项 峰之 一 。 

他 在 纯 数学 上 的 好 些 发 现 ， 许 多 尔后 在 数学 物理 上 找到 意 想不到 的 应 用 ， 例 


附录 C， 高斯 198 


和 如， 他 在 搞 某 些 数论 问题 时 发 盟 的 厄 尔 米 特 齐 式 和 有 龙 尔 米 特征 阵 ， 对 于 海 森 保 
《Heisenbetg) 1925 年 的 最 子 力学 关系 重大 , 并 且 我 们 已 经 浓 到 厄 尔 米 尾 多 项 式 和 
厄 尔 米 特 函 数 对 于 解 苹 定 沪 波动 方程 在 用 ， 为 什么 会 这 述 . 我 们 不 清楚 ,但 看 来 有 
这 样 的 事实 , 即 数学 家 在 兰 虚 一 些 表 面 上 与 物 贡 现实 毫 无 关系 的 问题 时 , 有 时 会 做 
出 坡 有 价值 的 实际 工作 。 


附录 C. 高 斯 

高 斯 (Car] Fricdrich Gauss,1777 一 1855) 是 最 伟大 的 数学 家 ， 
也 是 有 上 历史 记载 的 最 有 襄 贼 的 天 才 . 这 位 屹立 在 19 世纪 初 的 巨人 是 近 
代数 学 和 以 往 一 切 数学 的 分 水 岭 ， 他 在 形象 思维 上 的 洞察 力 和 创见 ， 
他 工作 成 就 的 广度 和 深度 , 人 一 再 显示 出 来 的 几乎 超人 的 智力 和 毅力 ， 
所 有 这 些 品 质 能 够 结合 在 单独 一 个 人 身上 十 ， 这 对 我 们 后 代 也 如 同 对 他 
当时 的 人 一 样 , 都 是 感到 难以 理解 的 . 

高 斯 出 上 生 在 德国 北部 城市 不 伦 瑞 克 ， 他 很 小 就 表现 出 对 于 数 有 非 
见 才 能 , 因此 在 晚年 他 打趣 说 ; 他 在 说 话 以 前 先 会 算数 ， 据 说 哥 德 六 岁 
就 编导 木偶 戏 的 而 本 和 演出 , 英 杜 特 五 岁 就 作出 第 一 首 儿 时 小 步 舞 曲 ， 
而 高 斯 三 岁 就 纠正 了 他 父亲 工资 家 上 的 一 处 计算 错误 中， 他 父亲 是 园 
丁 羔 泥水 匠 ， 既 无 钱 也 无 意 培养 造就 他 这 个 天 才 孩 子 ， 率 号 高 斯 在 心 
算 方 面 的 杰出 才能 引起 了 当地 一 些 人 物 的 注意 ， 并 终于 使 不 伦 瑞 克 公 
让 也 知道 了 他 .公用 很 欣赏 这 个 孩子 , 亲自 负责 他 以 后 的 教育 , 先 把 他 
送 到 不 伦 瑞 克 的 卡 罗 林 学 院 (1792 一 1795)， 其 后 让 他 去 格 延 根 大 学 
《1795 一 1798) . 

高 斯 在 卡 罗 寺 学 院 里 掌握 了 古典 语文 并 研读 了 牛顿 、 欧 拉 和 拉 格 
斋 日 的 著作 ， 早 在 这 一 时 期 (也 许 是 他 十 四 、 五 岁 之 际 ) 他 就 发 现 了 质 
数 定理 , 而 那个 定理 终于 在 1896 年 由 许多 数学 家 经 过 很 大 努力 后 给 予 
证 明 ( 参 看 本 书 中 关于 契 比 雪夫 和 黎 曼 的 注 记 )， 他 也 发 明了 十 观测 数 


外 参看 W,S. von Waltershausene 同 忆 高 斯 :CGauss zum Gediichtniss"), 读书 
于 1856 年 问世 ,于 1966 年 由 他 的 曾孙 妇 Helen 出. Gauss 译 成 英文 私 资 付 印 . 
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据 的 固有 有 误 基 为 极 小 的 最 小 二 乘法 ， 并 提出 了 艇 率 论 中 的 高 斯 (或 正 
态 ) 分 布 律 . 

在 大 学 里 ,高 斯 对 语言 学 发 生 兴 趣 而 讨厌 数学 课 , 他 的 日 后 攻读 方 
向 曾 一 度 据 扫 不定。 然而 他 在 十 八 岁 时 在 几何 上 作出 了 奇妙 的 发 现 ， 
使 他 决心 从 事 数 学 ， 并 终生 给 他 以 极 大 的 乐趣 ， 十 代 希 腾 人 知道 用 尺 
规 作 3, 4,5 及 15 边 的 正 多 边 形 , 以 及 通过 平分 角 法 从 这 些 正 多 边 形 得 
出 的 所 有 其 他 正 多 边 形 ， 但 只 能 作 这 些 ,问题 到 这 里 摘 了 2000 年 , 直 
到 高 斯 才 把 问题 完全 解决 ， 他 证 明正 %* 边 形 尺 规 可 作 ， 当 且 仅 当 % 等 
于 2 的 一 个 乘 震 与 形 为 血 =22 1 的 一 些 质数 相 乘 的 乘积 . .特别 是 
当天 一 0, 1, 2, 3 时 , 相应 的 P=…3, 5, 17, 257 是 质数 , 故 有 这 种 边 数 的 正 
多 边 形 是 尺 规 可 作 的 @. 

在 这 些 年 月 里 ， 高 斯 才思 泉涌 几 平 日 不 咏 给 。 他 开始 作 简 短 科学 
日 记 , 来 记录 他 所 发 现 的 事 ， 因 为 他 所 发 现 的 绪 果 太 多 .当时 都 来 不 及 
详 述 、 第 一 项 记录 的 日 子 是 1796 年 3 月 30 日 , 内 容 是 说 正 17 边 形 可 
” 作 , 但 甚至 在 比 这 还 早 的 日 子 时 ,他 已 在 深入 钼 研 数 论 里 前 人 所 未 曾 探 
索 过 的 几 个 领域 ，1795 年 他 发 现 了 二 次 互 反 律 ,并 在 其 后 写 道 :“ 这 个 
定理 使 我 伤 了 整整 一 年 的 脑筋 并 下 花 了 我 极 大 的 精力 ， 最 后 终于 找到 
证 明 , ”®@ 当时 高 斯 还 不 知道 这 定理 已 出 欧 拉 未 加 证 明 地 提出 了 不 完善 
的 叙述 ， 并 由 勒 让 特 提出 了 正确 的 叙述 和 不 正确 的 证 明 .， 这 是 他 的 名 
著 < 算 术 论 从 >(Dioquisitiones Arithmetical) 的 核心 部 分 ， 饼 书 昌 于 
1798 写 完 但 到 1801 才 发 表 @， 除 了 提 到 早期 数学 家 的 一 些 零碎 结果 
之 外 , 这 部 区 作 的 内 容 完全 是 创新 的 . 一 般 认为 这 部 著作 标志 着 近世 数 


中 其 中 一 些 作法 的 内 容 可 矢 看 H. Tietze 著 “数学 名 题 y(“Famous Problems of 
Mathematics”) 第 九 章 . 

图 参看 D.R,.Smiths 数 学 资料 2("A Source Book in Mathematics”, pp, 112 一 118， 
McGrew-=Hill, New York, 1929)。 这 本 选集 中 包括 定理 的 拖 述 及 高 斯 多 年 内 作出 八 个 证 
明 中 的 第 五 个 证 明 . 现今 知道 的 可 能 已 经 有 50 个 以 上 的 证 明 . 

国 有 Arthur A.Clarke 的 英 译本 (Yale University Press, New Haven, Conn,, 
1986), 


[志和 
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论 的 真正 开始 , 正如 丫 顿 的 《原理 对 于 物理 和 天 文 所 起 的 作用 一 样 .在 
开头 作为 引言 的 几 页 里 ， 为 研究 可 除 性 问题 ， 高 斯 搞 出 了 同 余 的 方法 ， 
并 对 算术 基本 定理 (又 叫 唯 一 因子 分 解 定 理 ) 给 出 了 第 一 个 证 明 ， 六 个 
定理 说 的 是 : 每 个 整数 >1 可 以 唯一 地 表示 为 质数 因子 的 乘积 ， 该 节 
的 核心 部 分 基 主 要 讨论 二 次 同 余 、 齐 式 和 余 式 的 ， 在 最 后 -- 节 里 他 给 
出 了 分 图 方程 的 完整 理论 , 并 述 及 其 对 正 多 边 形 是 否 可 作 问 题 的 应 用 . 
整 部 著作 是 纯 数 学 上 的 一 席 盛 宣 ， 他 的 后 继 者 只 能 慢 慢 地 勉 为 共 难 地 
加 以 消化 

高 斯 在 他 的 < 论 从 > 里 还 创立 了 现代 学 者 对 待 数学 的 严格 方法 和 态 
度 ， 他 感到 前 人 那 种 经 不 起 推 项 的 叙述 和 证 明 龙 完全 不 能 容忍 的 ， 因 
而 决心 要 使 他 自己 的 著作 在 这 方面 无 懈 可 击 ， 正 如 他 在 给 友人 信 中 所 
说 的 ,“ 我 所 说 的 证 明 用 意 与 律师 的 不 同 ,律师 认为 两 个 一 半 的 证 明知 
于 整个 证 明 , 而 我 是 按 数 学 家 的 意义 来 了 解 的 , 即 认为 上 证 明 一 0, 而 要 


求 有 使 任何 疑问 成 为 不 可 能 的 证 明 ”，< 论 从 ?就 是 按照 这 个 精神 以 高 
斯 那 种 老练 的 文体 写成 的 , 它 简 单 拓 要 , 严密 , 不 讲 米 龙 去 防 , 有 些 邮 方 
文字 几经 琢磨， 以 致使 人 读 了 几乎 不 能 型 解 ， 他 在 另 一 封 信里 说 道 : 
“你 知道 我 写 得 悍 ， 这 主要 是 因为 我 总 想 用 尽量 少 的 字句 来 表达 尽量 
多 的 思想 , 否则 决 不 干 休 , 而 写 得 简短 比 长 篇 大 论 地 写 更 花费 时 间 , "他 
的 这 种 习惯 所 产生 的 效果 之 一 是 ， 他 著作 中 所 隐藏 的 内 容 几 乎 同 他 所 
发 表 的 一 样 多 ， 央 为 他 花 了 本 少 力气 把 引导 他 得 出 发 现 的 思路 痕迹 统 
统 删除 净 尽 ， 阿 倍 耳 曾 说 :“ 他 像 只 狐狸 , 用 尾巴 抹 平 了 自己 在 沙 地 上 
未 过 的 脚印 "， 对 于 这 些 批评 , 高 斯 回答 说 几 有 自 兽 心 的 建筑 师 在 楼 房 - 
完工 后 总 不 会 把 法 手 架 留 在 那儿 的 .不 过 他 的 著作 难于 阅读 也 使 他 的 
思想 非常 难于 传播 . 、 

高 斯 的 博士 论文 (1799) 也 是 数学 史上 的 另 一 块 里 程 碑 .经 过 早期 
数学 家 达 朗 贝尔 , 欧 拉 ,、 拉 格 朗 日 , 拉 普 拉 斯 等 人 毫 无 结果 的 尝试 之 后 ， 
代数 基本 定理 终于 在 那里 第 一 次 得 到 了 令 人 满意 的 证 明 . 这 定理 论述 
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实 系 数 或 复 系 数 的 任 一 多 项 式 方程 存在 实 根 或 复 根 ， 高 斯 的 成 功 开创 
了 进行 存在 性 证 明 的 新 时 代 , 从 此 以 后 , 这 种 证 明 在 缉 数 学 里 有 了 重要 
的 作用 .而 且 在 这 第 一 个 证 明 里 (他 总 共 给 出 四 个 证 明 )， 堵 来 高 斯 是 
第 一 个 满 有 把 握 地 运用 复数 和 复 平面 几何 的 数学 家 D. 

高 斯 在 他 一 生 的 第 二 个 时 期 转向 繁重 的 应 用 数学 工作 ， 因 而 除了 
少数 例外 ， 他 那 丰 写 的 思想 宝 虞 只 注 伏 在 他 的 县 记 和 笔记 中 显 册 其 生 
命 力 , 

在 十 八 世 纪 九 十 年 代 ， 许 多 天 文学 者 想 在 火 是 轨道 和 木星 轨道 之 
闻 找 一 个 新 行星 , 因为 根据 波 德 (Bode) 定 律 (1772)@, 那里 应 该 还 有 一 
个 行星 。 1801 年 在 那个 天 域 发 现 了 后 月 岂 小 行星 中 的 第 一 颗 并 且 是 
最 大 的 一 颗 谷 神 星 (Ceres)， 具 有 讽刺 意义 的 是 , 这 一 发 现 与 哲学 家 黑 
格 尔 发 表 一 篇 信人 文章 的 日 子 不 谋 而 含 ， 他 在 那 篇 文章 里 读 笑 天 文 家 
学 忽视 哲学 , 说 是 哲学 能 够 给 他 科 证 明 不 可 能 再 存在 新 的 行星 , 免得 他 
们 浪费 时 间 和 精力 8. 黑 格 尔 继续 用 这 样 的 腔调 发 表 他 的 耕 学 文章 , 以 
后 更 连篇 累 肤 地 写 出 神 乎 其 神 的 哲学 著作 ， 令 人 址 钴 的 是 这 微 渺 的 新 
行星 即使 在 条 件 最 佳 时 也 很 难以 看 到 ， 不 久 又 消失 在 太阳 附近 的 亮 的 
天 域 里 ， 当 时 项 要 根据 少量 的 观测 数据 来 算出 足够 精确 的 轨道 ， 以 便 
重新 确定 谷 神 攻 在 远离 太阳 时 的 位 置 .欧洲 天 文学 家 摘 了 好 儿 个 月 不 
成 ， 最 后 高 斯 也 被 这 一 问题 所 吸引 ， 仙 就 以 他 的 最 小 二 乘法 和 他 那 无 
比 的 计算 技能 确定 了 轨道 , 告诉 天 文学 家 的 望远镜 往 那里 去 找 , 并 且 居 


@ 这 一 证 明 的 思路 在 F, Klein 的 < 从 较 高 观点 论 初等 数学 > ("Eiementary Mathem。 
atics from an Advanced Standpoint,”pp.101 一 104) 中 有 注 楚 的 阅 明 . 

加 各 行星 到 太阳 的 相对 距离 , 若 以 好 具 虑 离 为 19， 形 成 一 个 数列 3,9, .2 10.0 15,2， 
26.5,52, 95.4, 192,307， 而 这 个 数列 可 从 王 王 简单 数列 近似 得 出 : 将 
0,1,2, 4, 8,16, 32, 64,128 
村 以 3 0, ,6, 12,24, 48, 96, 192; 384 
再 各 项 加 4 得 

,710,16, 28,52,100,196,388( 译 者 往 )。 

图 参看 < 论 行星 轨道 ?CDe Orbitis Planetarum") 基 末 几 页 , 载 里 插 尔 全 集 第 一 着 

(Frommann Verlag, 1965) 。 
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然 找 到 了 ， 在 别人 努力 统统 失败 了 之 后 , 他 成 功 地 重 又 发 现 了 和 谷 神 量 . 
这 一 成 就 带 给 他 声誉 , 使 公 蜗 增加 他 的 年 金 ， 并 在 1807 任 天 文 学 
教授 和 格 廷 根 新 天 文 台 的 第 一 任 台 长 .他 以 那 侍 党 的 彻底 精神 执行 他 
的 任务 ,但 结果 是 他 讨厌 当 了 教授 之 后 所 兰 来 的 那些 行政 琐事 、 会 议 、 
和 宜 俱 主义 的 繁 文 缉 节 . 他 对 数 书 也 毫 无 兴趣 ， 认 为 这 是 浪费 他 的 时 
问 ， 而 且 对 于 有 才能 的 和 没有 才能 的 学 生 ( 出 于 不 同 的 原因 ) 基 本 上 无 
用 .然而 当 他 不 得 不 教书 的 时 候 ， 他 显然 教 得 很 出 色 ， 他 的 一 个 学 生 
一 一 杰出 的 代数 学 家 戴 犹 金 (R. Dedekind), 在 50 年 之 后 还 感到 高 斯 
的 讲 谋 是 他 “一 生 所 听 过 的 最 好 、 最 难忘 的 .外 高 斯 有 许多 机 会 离开 格 
延 根 , 但 他 谢绝 所 有 聘请 ， 丰 那里 渡 过 了 他 的 余生 一 一 生活 平静 简 杆 ， 
很 少 外 游 , 以 巨大 的 精力 从 事 数学 及 其 应 用 方面 各 式 各 样 问题 的 研究 . 
除了 科学 和 购 家 之 外 (他 结婚 两 次 ， 有 六 个 子女 ， 其 中 二 人 移居 美国 )， 
他 的 主要 兴趣 是 历史 和 世界 文学 ， 国 际 政治 以 及 财政 事务 ， 他 拥有 约 
六 车 着 各 种 文字 的 启 书 ,包括 希腊 ,拉丁 , 英 ,法 、 俄 , 丹 、 德 许多 文字 的 
书籍 ， 他 在 处 理 个 人 财务 问题 的 精明 能 于 从 下 面 事实 可 知 一 二 : 他 虽 
然 几乎 是 白手 起 家 的 ， 但 他 死 后 所 遗 财产 超过 他 后 半生 每 年 收入 的 百 
倍 以 上 . 
十 九 栓 纪 头 二 十 年 间 , 高 斯 不 断 写 出 一 些 天 文 著作 , 其 中 最 重要 的 
是 《天 体 运 动 理论 > (Theoria Motus Corporum Coelestium，1809) ， 
在 其 后 一 百 多 年 向 此 书 成 为 行星 天 文学 上 的 一 本 圣经 ， 书 中 处 理 摄 动 
的 方法 ,其 后 导致 海王 星 的 发 现 .高 斯 把 天 文 当 作 他 的 职业 而 把 缉 数 学 
当 作 他 的 消 遗 ， 他 时 时 发 表 个 人 研究 中 的 一 些 成 果 ， 他 在 超 几何 级 数 
方面 的 伟大 工作 (1812) 就 是 属于 这 一 时 期 的 .这 是 一 项 典型 高 斯 式 
的 成 果 , 充满 了 分 析 中 的 新 思想 , 使 他 以 后 的 数学 家 一 直 为 之 钻研 . 


@ 良 多 金 对 听课 的 详细 回忆 载 G. 多. Dunninstone 高 斯 ,科学 区 人 >(“Carl Friedri- 
ch Gauss Titan of Science"pp. 259, 261, Hafnef New York,1955) 一 书 中 。 该 书 的 困 
处 主要 在 于 有 许多 找 孙 , 布 吝 斯 所 发 表 若 述 的 文献 目 孙 ， 并 列举 高 斯 从 1808 到 1854 提出 打 
算 进 授 ( 伺 往往 并 未 讲授 ) 的 诬 程 单 。 
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1820 年 左右 他 应 汉诺威 <Hannover) 政 府 之 请 主持 该 王国 的 大 地 
测量 工作 , 而 六 一 工作 的 各 项 杂 务 (包括 大 量 的 野外 工作 和 许多 次 单调 
乏味 的 三 角 测量 ) 占 了 他 好 多 年 的 时 间 ， 我 们 自然 要 认为 象 他 这 样 的 
人 才 去 做 这 种 工作 是 浪费 ， 但 科学 上 的 伟大 思想 常 是 以 许多 奇特 的 方 
式 产生 出 来 的 ， 这 些 才 面 上 枯燥 的 工作 却 使 他 对 纯 数 学 作出 了 他 最 深 
刻 最 有 影响 的 贡献 之 一 , 没有 这 一 工作 , 爱 因 斯 地 的 一 般 相对 论 就 不 可 
能 有 . 

高 斯 的 大 地 测量 工作 是 要 准确 测 基 地 球 表面 上 的 大 三 角形 ， 这 促 
本 他 产生 出 4 关于 曲面 面积 一 般 论述 >(1827) (“Disquisitiones gener- 
ales circa snperficies curvas”) 中 的 思想 , 在 这 一 -著作 中 他 商定 了 关 
于 一 般 赂 面 的 内 在 微分 几何 外， 这 里 他 引入 了 曲面 上 的 曲线 举 标 % 及 
全 每 出 了 弧 素 ds 的 基本 二 次 微分 型 6s? 一 Bdu 十 2Fdwdv 十 Gdv’, 使 测 
地 线 的 确定 成 为 可 能 ; 提出 了 高 斯 直率 和 总 体 曲 率 (integral curvatu- 
59) 的 概念 @. 他 的 主 守 成 果 是 著名 的 颖 异 定理 (theorema egregium), 
它 指 出 高 斯 曲率 只 依赖 于 吾 ， 了 及 G, 因而 是 在 曲面 扭 变 下 的 不 变量 ; 
还 有 在 测 地 线 三 角形 情况 下 关于 总 体 曲 率 的 高 斯 - 波 内 (Gauss-Bonn- 
eb) 定理 , 它 的 一 般 形式 是 现代 大 范围 微分 几何 里 的 核心 事实 .除了 细 
节 上 的 发 现 之 外 , 高 斯 见解 的 突出 之 点 在 于 其 内 在 这 个 词 上 , 因为 他 指 
出 怎样 只 赁 曲面 本 身 进行 运算 而 不 必 答 其 所 在 的 周围 空间 ， 就 可 以 研 
帘 曲 面 。 为 把 这 事 说 得 更 具体 些 , 我 们 设想 有 个 二 维 空间 的 生灵 , 它 居 
住 在 一 曲 备 上古 从 不 知道 还 有 第 三 维 或 位 在 曲面 以 外 的 任何 素 物 ， 如“ 
果 这 个 生灵 能 够 在 曲面 上 走动 , 沿 曲面 测量 距离, 确定 曲面 上 从 一 点 到 
另 一 点 的 最 短路 线 ( 测 地 线 ), 那 末 他 也 能 测算 任 一 点 处 的 高 斯 曲率 , 搞 


四 直人.Hiltebeitel 和 J. Morehead 译 出 英文 本 “General Investigations of Cw- 
rved Surfaces"(Rayen Press, Hewlett, N.Y. ,1965). 

国 这 些 概念 在 C.Lanczos 所 闭 < 爱 因 斯 坦 及 字 宦 身 序 ;("Albert Einstein and the 
Cosmic World Order”, Chap. 4, Interscience Wiley, New York,1965)— 书 中 有 解 短 , 
而 不 用 专门 术语 ， 
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出 关 填 该 曲面 的 内 容 丰富 的 才 何 ， 而 当 生 仅 当 这 曲面 的 高 斯 曲率 处 处 
等 于 0 时 ， 这 种 几何 才 是 网 氏 (平面 ) 几 何 ， 如 果 把 这 些 概 念 推广 到 二 
维 以 上 , 那 就 向 黎 曼 几何 . 张 量 分 析 和 和 爱 因 斯 过 的 观点 打开 了 大 门 . 

这 时 期 的 另 一 伟大 著作 是 1831 年 发 表 的 关于 四 次 剩余 (biquadra- 
tic residues) 的 论文 ， 这 里 他 借助 于 一 种 新 方法 (纯粹 从 代数 观点 
来 处 理 复数 ) 推 广 了 他 早年 在 数论 中 的 一 些 发 现 ， 他 把 复数 定义 为 有 
序 的 实数 对 , 并 给 它 的 代数 运算 作 了 合适 的 定义 , 这 样 一 来 , 就 把 围绕 
着 复数 的 议论 纷纷 的 混 生意 见 平 息 下 去 ， 面 为 以 后 4 维 空间 的 代数 与 
几何 铺 平 了 道路 ， 但 这 具 是 附带 收获 ， 他 的 主要 目的 是 把 数论 中 的 思 
想 推广 到 复数 领域 上 去 .他 把 复 整数 《 现 称 为 高 斯 整数 ) 定义 为 复数 
Ga 一 证 , 共 中 心 及 了 为 普通 整数 ; 他 引入 质数 的 一 个 新 概念 , 核 照 这 个 新 
的 质数 概念 ，3 仍 是 质数 , 但 5 一 (1 十 28) (1 一 2 让 就 不 是 ; 并 且 他 也 对 
这 些 整数 和 质数 证 明了 唯一 质 因子 分 解 定理 .这 论文 中 的 思想 开创 了 
代数 数论 , 这 一 领域 从 他 那 时 起 至 今 仍 在 不 断 稳步 发 展 外 . 

从 1830 以 后 ， 高 斯 越 来 越 多 地 从 事物 理 研 究 ,而 凡是 他 所 接触 到 
的 分 支 都 有 他 所 增添 的 贡献 . 在 表面 张力 论 里 , 他 发 展 了 能 量 守恒 的 基 
本 概念 并 解决 了 变 分 法 中 最 早 涉 及 具有 可 变 积分 限 的 二 重 积 分 的 问 
题 ， 在 光学 方面 , 他 引入 了 透镜 组 的 焦距 概念 , 发 时 了 给 望远镜 和 照相 
机 作物 镜 用 的 高 斯 大 角 许 透镜 ( 它 的 色散 畸变 相对 说 来 较 少 )、 他 几乎 
一 手 创立 了 地 洲 学 , 并 兰 在 他 的 朋友 和 同事 W. 韦 粕 (Weber) 的 合作 之 
下 , 建造 和 经 管 一 处 无 铁 的 地 磁 观 测 所 , 创办 了 磁 学 联合 会 ， 以 收集 和 
公布 从 世界 许多 地 方 得 来 的 数据 ， 发 明了 电磁 电报 通讯 和 双 焦 测 磁 计 
(bifilar magnetometer). 在 麦克 士 书 (James Clerk Maxwell) 的 名 
著 ¢ 电 磁 学 >(“Treatise on Electricity and Magnetism”) 中 许多 地 
方 指出 刻 参 考 高 斯 的 著作 ， 当 克 士 书 在 序言 中 说 高 斯 “对 歼 学 及 其 观 


@ 和 参看.T. Belle 高 斯 及 代数 数 的 早期 发 展 史 > (“Gauss and the Early Develo- 
pment of Algebraic Numbers, National Math. Mag. vol. 18, pp. 188 一 204，219 一 


233,1944). 
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罕 方 法 运用 了 他 的 强大 智慧 ， 他 不 仅 使 我 们 大 大 增加 了 对 引力 理论 的 
知识 ， 并 且 在 所 用 仪器 -FE， 在 观察 方法 及 结果 的 计算 上 改造 了 整个 储 
学 , 因 和 再 他 的 地 三 学 著作 , 对 一 切 从 事 于 测量 任何 自然 力 的 人 来 说 ， 可 
以 说 是 物理 研究 的 典范 . ”1839 年 商 斯 发 表 了 关于 平方 反比 例 力 一 般 
理论 的 基本 论文 ， 作 为 数学 的 一 个 自 成 一 体 的 分 支 建立 了 势 论 D， 他 
照常 要 对 这 些 事情 熟 思 多 年 ; 在 他 的 发 现 之 中 有 : 近代 矢量 分 析 中 的 
散 度 定理 (又 叫 高 斯 定理 ), 关于 调和 函数 的 基本 均值 定理 , 以 及 那个 非 
常 有 用 而 日 后 称 为 “ 狄 利克 雷 原理 ”的 命题 ( 它 在 1899 年 终于 为 希 尔 柏 
脱 所 证 明 )。 

以 上 讨论 了 高 斯 金 部 成 就 中 已 经 公开 发 表 的 部 分 ， 但 其 未 曾 公开 
发 表 的 私人 保藏 部 分 几乎 同样 可 观 -. 在 他 死 后 人 们 仔细 分 析 他 在 笔记 
本 中 和 科学 通信 中 的 大 量 烤 料 , 并 将 它们 收集 在 他 的 全 集中 ,这些 东 西 
才 公 之 于 世 ， 他 的 科学 日 记 前 面 已 经 说 过 ， 这 本 只 有 19 页 的 小 山子 
是 数学 史上 最 珍贵 的 文献 之 一 , 它 是 直到 1898 年 在 高 斯 一 个 孙子 的 家 
串 信 件 堆 中 找 碟 后 才 为 世人 所 知 的 。 日 记 包括 1796 年 到 1814 年 这 段 
时 期 , 内 含 146 项 关于 他 研究 结果 的 简明 叙述 , 而 这 些 都 是 他 花 了 几 个 
星期 或 几 个 月 的 劳动 成 果 . @ 所 有 这 些 团 料 充分 证 明 , 高 斯 这 些 叙 述 得 
相当 详细 但 只 有 他 由 已 知道 的 思想 , 如 果 当 时 发 表 出 来 , 那 示 即使 他 并 
没有 做 出 凶 所 发 表 的 其 他 工作 , 也 会 使 他 成 为 当代 最 伟大 的 数学 家 ， 

例如 , 复 变 函数 论 是 十 九 世 纪 数 学 的 主要 成 就 之 一 , 而 这 门 学 科 的 
核心 事实 是 柯 西 积分 定理 (1827) 以 及 解析 函数 的 台 劳 展开 式 和 罗 朗 展 
开 式 (1831, 1843)。 高 斯 在 他 1811 年 致 友人 忠 塞 耳 的 入 中 明确 提出 了 
柯 西 定理 , 然后 又 说 , “这 是 个 很 妙 的 定理 , 它 的 证 明 颇 为 简单 ， 我 将 在 
适当 时 机 发 表 ， 它 同 别 的 一 些 有 关 级 数 展开 式 的 有 趣事 实 是 分 不 并 
的 ”.@ 所 以 在 这 两 个 重要 发 现 被 公众 承认 的 学 者 作出 之 前 许多 年 ， 高 


加 格林 (George Green) 的 < 数学 分 析 对 电 巩 学 的 应 用 > (1828) 当时 无 人 注意 并 几乎 
完全 为 人 道 忘 ,直到 1846 年 重印 之 后 才 知 名 

久 参看 高 其 (全 集 ? 第 10 卷 pp. 483 一 574,1917. 

图 参看 《全集 > 第 8 者 ,p, 91,1900. 
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斯 就 已 经 知道 柯 西 定 再， 而且 或 许 也 知道 两 个 级 数 展 开 式 ， 但 不 知 出 
于 什么 原因 ， 发 表 的 “适当 时 机 ”从 未 出现 . 我 们 从 他 给 双 , 鲍 里 于 
(Wolfgang Bolyai, 他 从 大 学 时 代 起 的 密 克 , 并 终生 保持 通信 关系 ) 一 
封 信和 中 的 话 , 可 能 狂 得 解释 这 一 情况 的 原因 ， 他 存 信 中 说 :“ 给 对 我 最 
大 愉快 的 事 不 是 知识 本 身 而 是 学 习 过 程 ， 不 是 所 取得 的 成就 而 是 得 出 
成 就 的 过 程 。 当 我 把 一 个 问题 搞 清楚 了 并 研究 透 汶 了, 我 就 放下 不 管 ， 
以 便 转 而 再 去 探索 末 知 的 领域 ".。 他 的 息 气 就 象 一 个 探险 家 , 如 果 他 在 
结束 一 次 探险 后 能 立即 并 始 作 另 一 次 探险 ， 他 就 不 愿 化 费时 间 来 写 他 
前 一 次 探 人 院 的 经 过 ， 所 以 事情 就 是 这 样 ,高 斯 虽然 写 出 很 多 作品 ,但 要 
他 把 色 一 项 基本 发 现 都 写成 能 使 他 自己 满意 的 形式 发 表 出 来 ， 那 就 需 
要 有 好 儿 个 长 寿 者 的 终生 时 间 ， 

另 一 个 例子 是 非 欧 几何 ， 它 对 文明 人 思想 冲击 之 大 曾 与 如 白 尼 在 
天 文学 上 的 革命 比美 . 从 欧 几 里 德 时 代 直 到 高 斯 的 童年 , 人 们 普遍 认为 
欧 几 里 德 的 公理 吓 思 维 的 必然 规律 然而 欧 儿 里 德 公理 体 系 中 有 一 个 
缺点 早 就 受 人 注意 , 这 就 是 所 谓 平行 公理 , 说 的 是 : 道 过 直线 外 一 点 , 只 
有 一 根 直 线 六 行 于 所 给 直线 ， 有 人 认为 这 个 公理 若非 独立 于 其 他 公理 
之 外 ， 许 多 人 想 把 它 作为 一 个 定理 来 证 明 而 不 得 成 功 ， 现 在 我 们 知道 
高 斯 十 五 岁 时 也 参与 这 项 工作 并 且 也 类 败 了 。 但 他 之 失败 不 同 于 前 
人 ， 因 他 不 入 就 得 出 了 惊人 的 结论 (这 是 他 前 人 都 没有 想到 的 ): 欧 儿 
里 德 形式 的 几何 并 非 唯一 可 能 的 几何 ， 他 多 年 来 时 断 时 续 地 按 这 种 思 
想 进 行 些 研究 ， 而 到 1820 他 已 完全 掌握 了 非 欧 几 便 的 主要 定理 (这 个 
名 称 也 是 他 起 的 } 了 , 但 他 并 没有 把 他 的 绪 果 透 露 给 人 ,而 1829 及 1832 
年 罗 巴 切 夫 斯 基 及 丁 鲍 里 耶 (W-. 鲍 里 那 的 儿子 ) 各 自 独立 地 发 表 了 他 
们 在 这 方面 的 工作 。 在 这 个 问题 上 ， 离 斯 之 所 以 守门 如 答 的 原因 是 很 
简单 的 ， 当 时 德国 知识 界 完全 受 康德 哲学 的 支配 ， 而 康德 体系 的 基本 
教条 之 一 则 认为 欧 氏 几何 是 思考 空间 阿 题 的 唯一 可 能 途径 ， 高 斯 知道 


名 已 知 的 他 所 写 的 关于 几 柯 大型 的 一 切 ， 都 发 表 在 他 的 < 全 集 ? 中 ， 第 八 卷 , PPp.169 一 
268,1900. 
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这 个 思想 是 完 爹 错误 和 的， 也 知道 康德 体系 是 建筑 在 沙 碎 上 的 ,但 他 珍 
和 异 他 平静 的 私生活 ， 为 免 于 浪费 时 间 去 同 芹 学 家 亲 焉 角 ， 他 就 沉默 不 
语 . 1829 年 他 在 给 贝 塞 耳 依 中 说 ; “我 对 于 这 一 问题 (几何 基础 ) 的 很 
广泛 的 研究 ， 在 很 长 时 期 内 (也 许 终 我 一 生 ) 都 不 会 写成 可 供 发 表 的 形 
式 , 因为 深秋 车 把 自己 在 这 个 问题 上 的 意见 完全 说 出 来 , 就 会 听 到 那些 
皮 奥 兴 人 的 尖 声 狂 叫 . 7@ 

在 椭 赂 函数 论 方面 也 有 同样 的 情形 ， 这 是 一 门 内 容 丰富 的 分 析 领 
域 , 主要 是 由 阿 倍 耳 在 1827 年 和 雅 可 比 在 1828 一 1829 年 发 表 的 . 高 斯 
在 这 方面 什么 也 没有 发 表 , 也 不 声称 哪些 发 现 是 属于 他 的 , 因此 当日 后 
数学 界 慢 慢 知道 ， 高 斯 发 现 阿 倍 寺 和 雅 可 比 的 许多 结果 是 他 早 在 二 人 
出 世 之 前 就 有 了 的 , 都 为 此 感到 信 异 不 止 ， 阿 售 车 幸而 在 1829 年 二 十 
六 岁 时 就 早死 了 , 免 于 得 悉 这 一 可 能 使 他 表 气 的 事 , 但 雅 可 比 却 不 得 不 
咽 下 他 的 失望 情绪 继续 于 下 去 ， 事 实 真相 部 分 是 道 过 雅 可 比 水 人 透露 
出 来 的 ， 他 注意 到 < 论 从 >( 第 335 款 ) 中 有 一 段 难 慌 的 文字 ， 它 的 意义 
只 有 知道 点 椭圆 函数 的 人 才能 理解 。 他 为 此 去 找 过 几 次 高 斯 以 便 证 实 
他 所 攻 论 的 事 , 同时 把 自己 最 新 的 发 现 告诉 高 斯 , 每 次 去 高 斯 都 从 他 的 
抽 导 里 拿 出 30 年 之 久 的 手稿 ,把 雅 可 比 所 告诉 的 新 发 现 指 给 他 看 ， 我 
们 不 难 想 象牙 可 比 是 多 么 失望 形 气 ， 但 高 斯 此 时 对 于 个 人 声 营 已 经 谈 
泊 ， 实 际 上 反而 因为 可 以 免 去 写 文章 论述 他 早已 计划 要 发 表 的 题材 而 
感到 高 兴 。1840 年 雅 可 比 在 高 斯 那里 作客 一 星期 后 写 信 给 他 的 兄弟 
说 ; “如 果实 际 天 文 工 作 没有 把 这 位 巨大 天 才 的 精力 ,从 他 那 光辉 的 事 
业 中 分 散 出 去 , 数学 的 情况 , 将 与 今日 大 不 相同 .? 

这 就 是 高 斯 ， 至 高 无 上 的 数学 家 ， 他 在 那么 多 方面 的 成 就 超过 一 
个 普通 天 才 人 物 所 能 达到 的 水 平 ， 以 致 于 我 们 有 时 会 产生 一 种 离奇 的 
感觉 ,以 为 他 竞 是 上 界 的 天 人 ， 


中 < 全 全? 第 八 首 Pp.200， 皮 奥 兴 人 是 古 希 脂 一 个 部 族 ， 以 总 毒 无 知 闻名 ， 受 雅典 人 
轻视 . 
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附录 D， 契 比 雪夫 多 项 式 及 极 大 中 的 极 小 性 质 
在 习题 30“6 中 , 我 们 用 超 几 何 函 数 来 定义 契 比 雪夫 多 项 式 了 sz) 
为 PD,(z)=F(w 一 壤土 二) 其 中 0 0 2 …， 当 然 , 这 个 定义 本 
身 一 点 不 说 明 问 题 。 因 为 重要 的 问题 是 :这些 多 项 式 有 什么 用 ? 现在 
我 们 来 回答 这 个 间 题 . 
先 莫如 用 多 项 式 思 (2z) 的 另 一 种 定义 比较 方便 ， 我 们 以 后 会 看 到 
这 两 种 定义 是 一 致 的 ， 我 们 的 出 发 点 是 这 样 一 个 事实 : 车 % 是 个 非 负 
的 整数 , 则 复数 理论 里 的 棣 莫 佛 (de Moivre) 公 式 给 出 
cosng tisinng= (cosd tising)’ 
一 cosrg Hneos" 9(ising) 
+ eos™ 06 sin0) +e Cising)", 
(1) 
故 cosm6 是 右边 和 式 的 实 部 ， 但 这 个 和 式 中 的 各 实数 项 正好 是 ising 
的 惕 次 需 的 项 ; 又 因 sin9=1 一 cos 听 ， 豆 cosxg 是 osg 的 多 项 式 函 
数 。 我 们 用 这 来 定义 % 次 身 比 雪夫 多 项 式 T(z) 是 如 下 的 多 项 式 : 
cosng=T,(cosO). (2) 
由 于 (7) 是 多 项 式 ， 所 以 它 对 一 切 ? 值 都 有 定义 ， 但 车 限制 2 在 区 
间 一 1Sx<1 内 ,并 写 x 二 cos0, 而 09<x, 则 (2) 变 为 
Tal) = 00s (acos -lz)。 (3) 
在 同样 条 件 限制 下 ， 可 以 得 出 Tx(x) 的 另 一 个 奇 全 的 式 子 .车 把 下 面 
两 个 公式 相 加 
cosnd + isinnd = (cosQ+i sin)", 
得 到 
cong HL(eos0+ising)"+ Co0s0 —isin0)"] 
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= [Coos0 ti I eo) (eos0— iv/1— cos:6)*1 


一 可 (eosg oO I)" | (cosg- Meos0—1)"] 


或 
DA) LFTs VT)"]. (4) 
车 用 二 项 公式 把 (1) 写 成 
cong+isinn0= SL( 
m= 
那 未 还 可 以 得 是 T(z) 的 另 一 个 显 式 ， 内 为 上 面 已 指出， 和 式 里 的 实 
数 项 相应 于 名 为 侦 数 值 的 项 , 即 相应 于 柬 一 22， 共 中心 =0， 1，2， 
[nf21 了 .由 于 
CisinO) = (ising) :=(—1)*(1— co0s0) := (e050— 1)., 
故 有 


名 
Je sing)™, 
mh 


[na/21 


eosnl = 3( eo no cos’0—1)5, 
ak 


因此 
Ea 


= La nm kp) 
7 DD (8) 


从 C4) 显然 知道 了 (x)=1 及 T(z)=z; 但 对 于 较 大 的 n 值 ， 英 如 用 一 
个 递 推 公式 来 算 最 为 方便 ， 若 写 出 
cosng—= cos[O+ (n—1)0]=cosbcos (n—1)0— singsin(n—1)0 
及 
cos{(n—2)0= eos[—8+ (n—1)8] 
一 cosgcos(%8 一 1)0 十 sinbgsin (1— 1)0, 
则 由 此 可 得 


四 标准 记号 Cn/12] 发 示 坟 mw/2 的 那个 最 大 整数 ， 
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cosdt+ cos(n—2)0—2cosPeos(n—1)0. 
车 用 (2) 把 cos8 换 为 <， 便 可 从 上 而 的 三 角 鲁 等 式 得 出 所 需要 的 递 推 
公式 : 
DAE) HT EF) 20P, FY. 《6) 
从 T(z)=1 及 了 D(zZ)=% 出 发 ,从 (6) 可 得 出 T(z)=22* 一 1， T(z)= 
4 3o TZ)-=8x1 一 8x? 小 1 等 等 
超 几何 函数 形式 ”为 建立 毁 比 雪夫 微分 方程 与 上 而 定义 的 万 比 当 夫 多 
-项 式 之 站 的 关系 , 我 们 利用 这 一 事实 : 当 多 项 式 y=T,《7) 中 的 自 变量 
2 通过 Y 一 co69 换 成 9 时 ， 它 克 变 成 函数 #:- cosn0， 而 函数 8 一 cosz8 
显然 是 微分 方程 
Yay=0 (7) 
的 一 个 解 , 而 经 过 简单 揭 运 算 把 凸 变量 从 日 变 回 到 * 后 ，(7) 就 变 成 契 
比 雪夫 方程 


C1) ty 0 (8) 
因此 我 们 知道 9=Ta(7) 是 (8) 的 一 个 多 项 式 解 ， 但 习题 30-6 告诉 我 


们 说 (8) 的 多 项 式 解 只 有 cg( mu 一 nm, 训导 种 形式 的 ;又 因 (4) 说 


明 对 于 每 个 都 有 TCD =1, 而 cF(w 到 寺 , 二 ~e 故 知 


Dr)=F(w - 坟 训 1) 9 
正 交 性 ”对 于 不 周 的 ” 值 ,函数 y"(6) = cosng 的 最 重要 性 质 之 一 是 它 
们 在 区 间 0<9<r 上 的 正 实 性 , 即 
fos = J eosmbeosndde= 0 ( 若 mn 产 ). (10) 
为 证 明 这 事 , 写 出 8= cosmg 及 # 一 cosng 所 满足 的 微分 方程; 
甸 十 msg 一 0 及 名 十 一 0 
把 第 一 式 乘 以 加, 第 二 式 乘 以 gw, 再 相 减 , 得 到 
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gy) 十 (ra 一 23 一 0 


把 上 式 每 项 从 0 积分 到 x, 则 由 于 y% 及 部 在 积分 限 都 等 于 0 而 吕 ' 一 
好 天 0, 就 立即 得 出 (10)， 

当 (10) 中 的 自 变 量 从 8 换 为 <=cos9, (10) 就 变 为 

{0 做 mmzxa， (11) 
对 这 事实 通常 的 说 法 是 : 契 比 雪夫 多 项 式 在 区 间 一 1<* 拟 1 上 十 对 于 权 
畏 数 (1 一 zz) 4 是 正 交 的 。 当 (ID 中 的 m=n 时 ,我 们 有 
了 Ea (n=0). 

上 述 命 题 来 自 


『 ee Ca¥:0), 
° 3 (n=0), 
而 这 是 可 以 通过 直接 积分 来 证 明 的 . 
正如 附录 B 中 所 讨论 的 厄 尔 米 多 项 式 的 情形 一 笠 , 正 交 性 (1 了 ) 及 
(12) 可 用 来 将 一 “任意 ”函数 了 (x) 展开 为 契 比 雪夫 级 数 : 


| fs) = Bor,(s). (13) 
”通过 象 以 前 那样 的 形式 运算 , 可 得 系数 为 
fo -3 A 人 《14) 
及 (对 9>0) ， 
a =2[ TOF (15) 
a) VM- 


这 里 真正 的 数学 问题 仍 是 ， 在 什么 条 件 下 级 数 (13)《 其 中 的 an 由 (414) 
及 (15) 确 定 ) 确 实 收敛 于 用 3). 


站 网 站 
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极 大 中 的 极 小 性 质 现在 要 讨论 的 这 个 契 比 雪夫 问题 ， 是 要 考察 在 区 
间 一 I<z<1 上 畏 数 四 能 为 m 一 1 次 多 项 式 an_iz" 十 … 十 ou 十 ogg 逼 
近 到 什么 程度 ; 也 就 是 要 看 看 数 


max lz"— Gr er— Gol 
1gz&1 


在 适当 选取 系数 后 能 够 小 到 什么 地 步 . 这 个 问题 又 等 价 于 下 列 问 题 : 
在 所 有 首 项 系数 为 ! 的 # 次 多 项 式 PCzD) 一 如 十 加 -十 十 GZ 十 G0 
中 , 求 数 


max|P(z)| 


的 极 小 情 , 如 壤 可 能 , 试 求 取 这 航 小 值 的 一 个 多 项 式 . 

我 们 从 了 T(z)=z 和 递 推 公式 (6) 显 然 可 知 : 当 m>0 了 时 了 ez) 中 
wr 的 系数 是 2 5 故 21-" 了 A(z) 的 首 项 系数 是 1， 这 些 多 项 式 完全 解决 
了 契 比 雪夫 问题 , 就 是 说 它们 具有 独特 的 
极 大 中 的 极 小 性 质 ”在 所 有 首 项 系数 为 1 的 n>0 次 多 项 式 PCz) 中 ， 
-oz) 在 区 间 一 1<cz<1 上 偏离 0 最 小 

max| P(r)|>maxl2" "P(r)| =21 0 (16) 


证 负 ”首先 , (16) 中 的 等 式 部 分 可 由 下 式 立即 得 知 : 


max [Tn (x)|= =max| cosng|= 
-lss 


为 完成 论证 , 假定 P(z) 是 所 说 这 类 多 项 式 , 然而 
_maxlP(z)|<2" ™, (17) 


然后 我 们 从 这 一 假定 推出 矛盾 . 首先 注意 ， 多 项 式 2 "TA(7)= 
2!-wcosn9 在 相应 于 8 一 0 fm 2r1z …， Rx jn 二 zt 的 Rn 十 1 个 x 点 处 ， 
交互 取 正 负 值 2 一 22:21*,…， 士 2 *"、 根 据 概 定 (17)，Q(*) 一 
21-"T(#) 一 P(z) 在 这 些 点 处 与 2-"T,(x) 有 相同 的 正 负 号 , 因而 在 区 
间 一 1<x 所 1 内 至 少 有 ww 个 零点 ， 但 由 于 QC*) 是 个 不 蚀 等 于 0 且 至 
多 为 % 一 1 次 的 多 项 式 , 这 是 不 可 能 的 . 

在 这 一 非常 葡 间 的 论述 中 ， 遗 短 的 是 极 大 中 的 极 小 性 质 好 比 是 从 
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天 上 掉 下 来 的 , 既 没 有 玉龙 失 脉 , 也 没有 提 到 为 芷 么 甘 比 委 夫 多 项 式 会 
有 这 种 特殊 的 性 质 ， 介 按 架 比 雪夫 原来 的 整个 思想 说 ， 这 个 惊人 的 性 
质 实际 十 是 来 得 很 自然 的 ， 读 者 可 以 放心 了 ， 对 于 那些 希望 知道 所 举 
数学 的 具体 应 川 的 读者 , 我们 可 以 告 折 他们, 极 大 中 的 极 小 性 质 是 同 契 
比 盏 天 多 项 式 在 近代 数值 分 析 靶 中 的 重要 地 位 密切 相关 的 


关于 契 比 霜 夫 的 注 记 。 契 比 否 天 (1821 一 1894) 是 十 九 忆 纪 最 杰出 的 俄国 数学 
家 ， 他 是 著名 几何 学 家 加 巴 切 夫 斯 点 〈1793 一 1856) 的 同时 代 人 ， 但 在 的 工作 
在 整个 西欧 有 运 为 深刻 的 影响 ， 开 被 人 认为 是 过 去 ~- 个 志 纪 旦 俄国 伟大 数学 学 派 
的 创始 人 . 

他 儿 时 就 倾心 次 爱 机 器 玩具 ， 并 因 认 识 到 几何 对 二 了解 顶 器 的 重要 性 市 爱好 
数学 ， 他 在 莫斯科 求学 之 后 成 为 彼 德 堡 大 学 教授 直到 他 退休 ， 但 父亲 是 场 国 贵 
族 ,但 自 1840 闲人 饥荒 后 ,家 业 萧 条 ,以 致 副 后 契 比 雪 夹 不 得 不 过 俭朴 正 医 市 且 从 来 
结婚 ， 他 把 他 的 非 功 收入 用 于 购买 机 器 模型 以 及 偶尔 去 西欧 旅行 ， 他 特别 欣赏 那 
黑 的 风车 , 燕 汽 机 等 等 . 

梨 比 当 夫 是 非常 多 才 的 教学 家 ， 对 于 用 初等 方 靶 解 决 难题 具有 罕见 的 专长 . 
他 大 部 分 精力 化 在 纯 数 学 上 , 但 也 了 重视 数学 的 实际 应 用 ， 例 如 他 曾 说 ;: “使 数学 脱 
离 科学 的 实际 圳 要、 就 好 比 把 丰 牛 关 起 来 不 让 它 接 触 公牛 ， 共 结果 是 使 它 不 出 成 
梁 . "他 的 工作 涉及 许多 领域 , 但 共 最 主要 的 成 就 在 慨 率 论 , 数论 , 函数 逼近 论 ( 那 是 
由 于 他 对 机 器 的 兴趣 而 引起 的 ) . 

在 概率 论 方 面 他 引入 了 许多 新 概念 , 如 数学 期 让 ,随机 变量 和 与 算术 中 值 的 离 
差 , 并 根据 现今 所 谓 的 如 比 雪夫 不 等 式 ,对 大 数 定律 作出 了 巧妙 简单 的 证 明 ， 又 对 
中 心 极限 定 现 作 了 广泛 的 研究 ， 他 被 人 认为 是 一 大 批 对 数理 概率 论 有 贡献 的 著名 
斤 国 数学 家 之 父 ;其 中 包括 人. A, 马尔 可 天 , 8. N. 伯 思 斯 坦 , A.S. 柯 尔 葛 戈 罗 夫 ， 
A 六. 半 有 隐 符 人 . . 

干 九 此 纪 浊 十 年 代 末 ， 契 比 雪 天 协助 准备 欧 拉 一 些 著作 的 出 版 工作 .看 来 这 
项 工作 使 他 转 而 注意 数论 , 特别 是 那个 很 难 的 质数 分 布 问题 ， 读 者 也 许 早 知道 , 质 
数 ?>1 是 只 有 1 及 2 为 正 因 子 的 那 种 整数 ， 头 几 个 易 知 的 质数 是 2, 3, 5, 7, 11， 


他，” 赋 有 坚 说 怀 疑 精神 的 读者 , 自然 不 会 接受 这 种 保证 , 而 必须 亲自 检验 ， 那 他 可 以 参 
阅 N.I.Achiesers 通 近 论 ? (“Theory of Approximation”,，Ungar, New York, 1956); 
E.W.Cheney< 通 近 论 引 论 >(“Introduction to Approximation Theory,” McGraw-Hi- 
,New York,1966): 或 G.G.Lorentz< 函 数 的 返 近 > (“Approximation of Functions,” 
Halt, New York,1966). 
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J3, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43,…, 质 数 在 所 有 正 整 数 时 的 分 布 显 然 是 不 规则 的 , 因 
越 往 后 ， 质 数 出 现 查 越 少 ， 然 而 仍然 有 许多 成 对 的 质数 紧 近 省 而 只 相 共 一 个 侦 数 
2. 发 据 它 们 出 现 的 规律 (以 及 了 原 国 )， 这 是 几 百 年 来 引起 人 们 好 名 
个 喇 题 ，1751 第 欧 拉 曾 用 如 下 的 话 天 达 他 对 这 个 辣 题 的 无 能 为 力 , “数学 家 想 找 
出 质数 数列 的 规律 ,站 今 徒劳 ， 因而 我 们 有 理由 相信 ,这 可 能 是 人 类 智 不 所 无 法 深 
究 的 -- 个 神秘 ”. 

许多 人 试图 寻找 第 个 质数 的 简单 公式 以 及 头 % 个 下 整数 里 质数 的 确切 个 
数 . 所 有 这 些 工 作 都 失败 了 , 只 是 靠 到 数学 家 另行 守 找 质数 在 下 整数 里 的 平 身 分布 
时 , 工作 才 真正 的 进展 . 通常 我 们 用 x(z) 来 记 小 于 或 等 于 % 般 质数 个 数 , 例如 
{1)=0, rt2)=1, (3)=2, r(x) (4) 二 2, 竺 等， 高 斯 在 青年 时 代 就 用 经 验 
方法 研究 x(x), 以 便 用 一 简单 函数 来 遂 近 它 , 而 使 其 在 必 到 大 信和 时 有 小 的 相对 误 
差 ， 他 人 根据 观察 猜测 (也 许 在 他 |- 四 ,五 岁 时 )wi log(z) 是 个 好 的 近似 函数 , 意 即 

a de 

这 个 命题 就 是 著名 的 岳 数 定 更, 季 根 据 现 用材 料 , 高 斯 从 未 能 对 此 作出 丝毫 证 明 . 

效 比 雪夫 并 不 知道 高 斯 有 这 一 猜测 ， 他 是 对 这 问题 作出 可 靠 结论 的 第 一 个 数 
学 家 。 他 在 1848 及 1850 证 明了 , 对 于 是 够 大 的 必 ， 


0.9213. < Es 11055., (19) 


人 


并 且 证 明 , 车 极限 (18) 存 在 , 它 的 值 必 等 于 1?， 作 为 这 一 工作 的 副产品 , 他 又 证 明 
了 贝尔 特 兰 (Berirand) 的 假设 .对 于 每 个 整数 % 室 1， 存 在 一 个 质数 了 适合 nn<< 
反 2n， 契 比 雪夫 于 未 能 景 后 证 明 质数 定 束 ( 这 是 1896 年 证 时 的 ), 但 他 的 工作 激发 
许多 别 的 数学 家 去 搞 这 个 门 题 ， 我 们 在 附录 己 里 对 于 黎 曼 作 注 记 时 还 要 和 讲 这 个 
问题. 
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本 附录 的 目的 是 要 了 解 高 斯 超 几何 方程 
rl1—2y"+[Le— (etd—D)e)y—aby=0 (1) 
的 结构 ， 我 们 在 第 30 及 31 节 中 知道 这 个 方程 正好 有 三 个 正则 奇异 
点 ， 而 且 在 点 #0 及 w=1 外 至少 有 一 个 指数 的 值 是 0. 我们 将 证 明 ， 


二 (19) 契 光 的 数 是 4 一 log2 935330 7， 下 右边 的 数 是 与 4， 
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{17 可 由 这 些 性 质 完全 确定 , 也 就 是 说 , 若 假定 一 般 方 程 
iP(r)y + Q(T) =0 (2) 
具有 这 些 性 质 , 则 (2) 必 然 具 有 (I) 的 形式 ， 
首先 ， 我 们 记得 在 第 31 节 讲 过 ， 若 把 (2) 中 的 自 变 量 从 z 变 到 
1 /my 
4 一 证 '(2) 就 变 为 
DE + (3) 
这 里 的 苛 是 指 对 i 求 导 ， 从 (3) 显 然 可 见 ， 才 ?一 oo 不 是 (2) 的 一 个 寻 


常 点 旦 函数 
了 (TD) 
在 +=0 处 解析 , 则 xz=co 是 (2) 的 一 个 正则 崎 异 点 . 
现在 我 们 明确 假定 (2) 有 正则 奇异 点 =0,% 二 1, 及 z 一 co, 而 所 有 
其 它 的 点 都 是 它 的 寻常 点 .于 是 2P(z) 在 %=0 解析 ，(% 一 1)P(z) 在 
?二 1 解析 , 因而 x(z 一 ID)P(z) 在 z 的 一 切 有 限 值 处 解析 :; 


ze-DP(CD)= 袜 mar。 (4) 
Er 


著作 置换 z= 十, 则 (4) 变 为 


区- 部 0 


lp/l\_ to, /lv_l1 0 
17(D)-Em(t) -Ii 全 ) 


由 于 一 ce 是 (2) 的 一 个 正则 奇异 点 , 这 个 函数 必 在 1 一 0 解析 . 由 此 得 
知 02 二 0s 二 … 二 0, 故 由 (4) 得 出 


(5) 
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其 中 4 及 吾 为 某 两 个 常数 ， 同 笠 , 妈 (z 一 DCz) 在 x 的 一 切 有 限 值 处 
解析 , 收 


(0 一 1D)20(2) 2 Ther 


=71= 0 tttbet 闻 + (6) 


和 以 前 一 样 ,= co 是 (2) 的 一 个 正则 奇异 点 这 个 假定 , 说 明 (67) 在 #=0 
处 必 为 解析 , 故 ta 一 一 … 一 0, 从 而 
十 DY 十 pa CO ， 吾 Ff 
Q(z)= a ei -+Fteite Ir 
但 (6) 在 t=0 阶 近 有 和 田 这 一 事实 说 明 xw?8(z) 对 于 大 的 z 值 为 有 界 , 故 


+ (| 


也 是 有 界 的 因而 C 十 召 =0， 这 就 使 我 们 能 把 (7) 写 成 


F 0 , 
QC)=B+ ti zr—1) 


于 是 根据 (5) 及 (8), 可 把 方程 (2) 写 为 形式 


+ ts) + 可 HG 《9) 


设 相 应 于 正则 奇异 点 0,1, 及 co 的 指数 分 别 为 wx 及 mm， 有 及 Ba ?及 
ys。 这 些 数 是 这 三 个 点 处 指数 方程 的 根 ; 
m(m—1)+Amt+D=0, 
m(m—1) +Bm+F=0, 
im(m—l) + (2—A—Bm+ (D+F—C) =0. 


《7) 


(8) 
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头 两 个 方 积 可 以 从 观察 (9) 直 接 写 出 ， 但 第 三 个 方程 党 要 根据 (3) 稍 作 
运算 才能 写 出 ， 更 苦 把 以 上 三 式 写 成 
ml2-| (4—1)m-tD=0, 
7 十 (及 一 1 各 十 不 一 0， 
ma2 十 (1 一 4 一 再 了 0 二 (个 十 有 一 CO) =0， 
则 根据 二 次 方 各 的 根 与 系数 问 的 熟知 关系 , 得 到 


oe 1—A, Qi0a = D, 
Bt B= 1—B, BiB2=F, (10) 
P14 y=A+B—1, yi1ys=DAF—O, 
从 第 一 列 的 三 式 , 显然 有 
gtoat Bt+pt yt ye=l; (11) 


故 利用 (10? 可 把 (9) 写 成 
2 一 + TY 
+ aa + + Ppa 和 = (12) 
上 式 叫 黎 曙 方程 ,而 (1D) 叫 获 曼 恒等式 . 

这 个 结论 的 定性 内 容 可 解释 如 下 : 车 规 定 (2) 只 有 三 个 正则 奇异 
点 x 一 0, wz 二 1, 及 z=co 并 规定 每 点 处 的 指数 值 ， 则 (2) 的 具体 形式 毫 
完全 确定 . 

现在 我 们 再 加 上 一 个 条 件 ， 即 在 点 z=0 及 z=1 处 至 少 都 有 一 个 
指数 的 值 是 0, 比方 说 有 & 王 6,=0, 则 稍 作 简化 并 借助 于 (11), 可 把 黎 
时 方程 化 为 

TH+ Lo) (pt yt Djy Piyay= 0, 
这 里 车 引 入 通用 的 记号 6=>t8=?2 =1 一 xs， 上 式 显 然 就 变 成 高 斯 
方程 (1)， 因 此 , 方程 (12? 有 有 时 则 广义 超 几何 方程 

上 述 结果 只 不 过 是 黎 曼 所 创 影 响 深 远 的 微分 方程 论 中 的 头 几 
步 ， 那 个 理论 的 日 标 之 一 , 是 以 尽 可 能 简单 的 方式 , 来 刻 划 所 有 那些 能 
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以 高 斯 起 尺 休 函数 米 表 示 上 其 解 的 微分 方程 。 另 一 个 日 标 吓 根据 奇异 点 

的 数 日 和 性 质 , 来 对 系数 为 有 理 函 数 的 所 有 微分 方程, 进行 有 系统 的 分 

类 ， 通 过 这 一 分 类 得 出 了 一 项 知人 的 结 末 : 数学 物理 中 产生 的 几乎 所 

， 有 这 类 方程 , 都 可 通过 正则 奇异 点 的 合流 从 如 下 一 个 单独 的 方程 得 出 : 


恋 方 程 具有 五 个 正则 奇异 点 , 而 每 一 点 处 的 指数 之 莽 为 二 了. 


关于 黎 曼 的 注 记 ”黎明 (Bernhard Ricmann. 1826 一 1866) 是 德国 北部 一 个 维基 
多 村 牧师 的 儿 于 ， 他 对 二 十 世纪 数学 影响 之 深 超过 任何 别 的 伟大 学 省 ， 和 他 在 中 学 
时 代 上 就 杀 研 欧 拉 和 勒 让 特 的 著作 ， 并 据说 在 不 到 一 吕 戎 的 时 间 内 掌 提 了 寺 让 特 的 
数论 著述 ， 但 他 龙 个 及 肤 廊 避 的 入 , 并 不 认识 到 自己 其 有 非凡 的 才能 , 因此 在 十 九 
岁 时 上 格 延 根 大 学 攻 神 学 , 打算 将 来 也 当 牧 师 , 以 博 他 父亲 的 欢心 ， 但 幸而 他 不 外 
就 打消 了 这 番 孝 心 , 并 在 他 父 类 的 狗 许 之 下 转 而 改 读 数学 ， 

有 神话 式 的 人 物 高 斯 在 那里 ， 格 延 根 自然 而 然 就 包 为 数学 田 的 中 心 ， 但 高 斯 
是 个 可 望 贞 个 可 太 的 人 ,特别 对 十 新 生 更 是 如 此 , 所 以 殖 上 党 在 这 不 惰 意 的 环境 里 学 
了 一 年 之 后 便 转 到 析 林 大 学 ， 在 那里 他 受到 狄 利克 雷 和 雅 多 比 的 友爱 重视 ， 并 从 
他 们 二 人 那里 学 到 不 少 本 事 ， 两 年 之 后 他 又 回 格 廷 根 , 于 1851 年 在 那 轩 北 消 十 学 
位 ， 在 其 后 的 八 华中 , 他 列 受 了 难 插 的 清贫 而 全 出 了 他 最 伟大 的 著作 、1854 年 他 
被 任 为 编外 讲师 (没有 正式 工资 的 讲师 )， 这 在 当时 是 进入 高 管 学 府 工 作 的 第 一 步 
必 由 之 阶 、1855 年 高 斯 去 世 ， 狄 利克 震 应 聘 到 格 延 根 继 他 的 职 。 狄 利克 雷 尽 一 
切 力 盘 玫 助 黎 曼 , 先 让 他 训 有 微薄 上 资 (大 约 是 一 个 正教 援 工资 的 十 分 之 一 )， 然 后 
提升 他 为 付 教 檬 ，1859 年 犹 利克 雷 也 去 世 了 , 歼 曼 被 任 为 正教 授 接替 他 ， 黎 曼 的 
穷 册 了 振 过 发 了 , 但 他 的 身体 已 经 塔 了 ， 为 了 县 开 德国 北部 寒冷 潮 温 的 气 使, 他 去 
意大利 旅行 过 元 次 , 但 在 最 后 一 次 的 旅程 中 因 肺 结核 死 于 意大利 ， 歼 晕 一 生 短促 
发 表 的 作品 相对 说 来 较 少 , 但 他 的 工作 永远 改变 了 数学 在 分 析 , 几 和 与 数论 方面 的 
远程 2， 


号 ”要 完全 到 解 这 些 进一步 的 事实 需要 掌握 复 函 分 析 的 基本 原理 .然而 不 具 香 这 种 知 
识 的 读 省 也 可 从 下 列 书 中 获得 一 些 有 用 的 印象 : E.T. Whittaker and G. N. Watson< 近 
世 分 析 ?("Modern Analysis"，pp. 203 一 208,1935)， 或 上 上. D. Rainville < 中 级 撤 分 方程 > 
CTntermediate Differential ‘Equations", Chap. 6,1964), 

加 ”他 的 4 全 集 > 只 有 一 着 (1953 Dover 出 版 社 重印 ), 共 中 三 分 之 二 的 篇 幅 是 他 死 后 发 
过 的 材料 ， 他 自己 发 在 的 九 篇 论文 中 . 只 有 五 篇 是 关于 纯 数 学 力量 的 
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但 发 表 的 第 一 篇 论文 是 1851 年 关于 复 变 函 数 一 般 理论 的 名 作 P， 歼 曼 在 这 
论文 中 的 基本 目标 是 尼 使 解析 水 数 这 一 概念 摆脱 任何 所 式 家 东 { 例 如 和 宕 雏 数 ) 的 束 
缚 , 而 注重 于 一 般 原 理 及 几何 购 念 ， 他 把 他 的 理论 建 训 在 今日 六 衣 坷 此 - 黎 晕 方程 
之 上 , 创立 了 巧妙 的 黎 曼 曲面 这 个 工具 ， 以 说 明 多 值 国 数 的 性 质 ， 症 引 褒 黎 曼 映射 
定 亚 ， 高 斯 对 他 同时 代 人 的 数学 成 就 是 很 少 赞扬 的 ， 但 他 在 “ 份 正式 报告 中 却 热 
销 芯 奖 歼 归 的 工作 : “ 黎 最 先 生 提 出 的 论文 是 一 种 令 人 信服 的 证 己 , 说 明 作 者 对 做 
所 论述 的 那些 题材 有 彻底 而 深入 的 研究 , 说 明 他 其 有 创造 性 的 ,活跃 的 和 真正 数学 
家 的 头脑, 浊 具 有 辉煌 而 丰富 的 独创 精神 . ” 

黎 曼 以 后 运用 这 些 思 想来 研究 历 儿 何 医 数 与 阿 悄 下 函数 。 在 他 论述 阿 倍 征 铺 
数 的 著作 中 , 他 把 几何 推理 与 物理 洞察 力 结合 得 很 出 色 , 而 打者 则 体现 为 势 论 中 的 
狄 利克 苗 原 理 的 形式 他 利用 歼 曼 曲面 沟通 分 析 与 此 何 的 轿 诬 ， 使 郧 数 的 最 
深刻 的 解析 性 质 有 可 能 用 几何 语言 来 表达 ， 他 那 了 不 起 的 直观 能 力 ， 使 他 只 要 设 
想 闭 曲面 上 可 能 有 的 构 形 并 对 这 此 曲面 做 理想 的 物 加 试验 ， 就 可 发 现 销 数 的 深刻 
解析 性 质 一 一 例如 他 对 黎 曼 - 罗 吝 定理 (Riemann-Roch theorem) 的 叙述 方式 就 
是 这样， 黎 曼 在 复 且 分 析 中 的 郊 何 方法 是 拓 补 学 的 真 止 开始 ， 面 拓 杆 学 是 研究 图 
形 在 连续 变形 下 保持 不 变 的 那些 性 质 的 一 门 内 容 丰 富 的 儿 何 . 

1854 年 当局 要 求 他 递交 一 篇 鉴定 论文 以 便 接 纳 他 为 编外 讲师 , 他 的 反应 是 号 
出 一 篇 思想 丰富 的 成 熟 著 作 , 其 不 可 磨灭 的 影响 仍 铭刻 在 现代 数学 之 中 5 他 所 讨 
论 的 问题 是 分 折 一 个 沙 数 能 为 共 贸 氏 级 数 所 去 达 的 狄 利克 苗 亲 件 (1829)， 这 里 面 
的 一 个 条 件 是 函数 必须 可 积 ， 但 可 积 表示 什么 意思 ? 狄 利克 需 用 的 是 柯 西 的 可 积 
性 定义 ， 这 只 适用 于 连 继 函 数 或 充其量 具有 有 限 个 网 断 点 的 随 数 . 黎 曼 从 数论 中 
出 现 的 一 个 函数 体会 到 这 一 定义 必须 予以 推广 ， 他 阐 伙 了 如 今 在 大 多 数 激 积 分 教 
科 书 中 所 讲 的 歼 晕 积分 概念, 建立 了 这 种 积分 存在 的 必要 充分 条 件 , 推广 了 保证 福 
氏 展 开 式 成 立 的 狄 利克 苗条 件 ， 康 托 尔 的 著名 集合 论 就 是 在 这 篇 论文 中 所 提 一 个 
问题 的 直接 启发 下 摘出 米 的 ， 而 集合 论 概 念 又 引 何 勒 员 格 积分 以 及 更 一 般 的 积分 
概念 ， 所 以 黎 曼 的 初创 研究 又 是 走向 一 门 新 数学 分 支 一 一 实 变 荔 数 论 的 开头 多 砂 
工作 , 

无 穷 级 数论 中 的 歼 曼 重 排 定理 也 是 上 述 论文 中 的 一 项 偶然 结果 ， 独 利克 雷 曾 


间 ” 题 为 * 一 元 复 变量 函数 一 般 再 沦 基 础 >(“Grundlagea fiir eine allgemeine The- 
orie der Functionen einer verinderlichen complexen Grisse") 见 < 金 集 » pp. 3 一 
43. 

国 4 沦 欧 数 能 用 一 个 三 角 级 数 表 达 的 问题 > (“Ueber die Darsteilbarkeit einer Fu- 
mtion dureh eine trigonometrische Reihe”), 见 《全集 ?pp,227 一 264. 
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举例 阅 明 “个 条 件 收敛 级 数 的 和 在 重 排 项 的 次 序 后 可 以 改变 , 这 事 黎 曼 是 熟悉 的 ， 
例如 


1-414- 工 + 工 _ 上 二 本 -二 二 一 oB2， (13) 


,il 1 1 11 .3 
1 二 一 宫 十 呈 十 = be2. {14) 
在 这 里 , 具 冯 同样 ~- 些 项 的 级 数 显 然 不 同 的 和 ; 因 在 (1 分 中 的 项 是 : (13) 中 的 


藉 两 个 正 项 之 后 接 第 一 个 负 项 ，4 次 亢 个 下 项 之 后 搂 第 二 个 负 项 ， 如 此 等 
等 。 黎 曙 证 明 ; 可 以 把 任 一 条 件 收 效 级 数 的 项 适当 重 排 ， 使 新 级 数 收 化 于 任 一 巴 
类 指定 的 和 , 或 发 散 为 co 或 一 

除了 这 篇 鉴定 论文 之 外 , 大学 当局 在 任命 他 当 这 个 不 领 工资 的 讲师 职务 以 前 ， 
还 要 求 他 在 教授 集团 面前 进行 一 次 试 讲 ， 按 慨 例 试 讲 的 人 要 提出 三 个 题目 ， 而 系 
十 任 通 常 总 引 他 讲 第 一 个 题目 ， 黎 受 肥大 包头 地 把 几何 基础 列 为 他 的 第 三 个 题 
日 ,这 是 一 个 深奥 的 题 日 ,对 此 他 是 没有 准备 的 , 条 高 斯 却 早 在 心头 蔓 旋 了 60 年 之 
外 的， 高 斯 自然 怀 着 好 奇 的 心情 想 看 看 这 位 候补 讲师 的 “ 远 烽 而 丰富 的 独创 精神 ” 
怎样 来 对 付 这 … 挑 战 , 因而 就 指定 这 一 辐 目 让 他 来 讲 , 这 使 黎 曼 大 伤 其 脑筋 ， 黎 曼 
立即 摆脱 他 当时 深 感 兴 趣 的 共 他 什 究 一 “我 对 于 电 ， 磁 ， 光 与 引力 之 亲 的 关系 的 
研究 ”一 一 而 看 这 之 后 的 两 个 有 内 写 电 了 他 的 讲稿 ， 结 果 双 是 一 篇 数学 经 典 忆 著 ， 
而 和 可 能 臣 有 史 以 来 最 重要 的 一 次 学 术 讲演 9， 捐 记 载 当时 连 高 斯 也 为 之 惊 界 狗 
赏 

黎 曼 在 他 的 讲演 里 用 韭 行家 的 普通 诺言 ， 对 所 有 已 知 的 几何 一 一 包括 欧 民风 
何 与 非 欧 几 他 , 作 了 气短 山河 的 概 揪 ， 这 个 数学 领域 现今 明 做 黎 曼 几 何 , 它 除了 在 
纯 数学 上 极为 重要 之 外 , 竟然 还 在 60 年 之 后 为 爱 因 斯 坦 的 广义 相对 论据 供 了 景 会 
适 不 过 的 骨架 子 ， 正 如 大 多 数 伟大 的 科学 思想 那样 ， 如 果 印 开 它 的 技术 细节 而 集 
中 注意 其 基本 精神 , 黎 曼 几何 是 很 容易 理解 的 ， 我 们 先 迫 述 高 斯 在 他 之 前 25 年 发 
现 的 关于 曲面 的 内 在 微分 儿 何 ， 将 符 人 三 维 空间 内 的 一 个 曲面 通过 参量 用 三 个 男 
数 f 一 x4 四 ,g(t 切 以 及 > 一 zu 人 来 定义 , 则 可 把 x 及 ， 解释 为 曲面 上 的 些 
标点 。 央 面 上 两 邻近 点 (u, 妇 及 (十 名， ?十 ge) 之 加 的 距离 gs 击 高 斯 二 次 梓 分 齐 
式 给 出 


dat—Bdu:+2Faudvt Gdv’, 


外” 题 为 < 论 作为 几何 基础 的 诸 公 设 ?(“Ueber die Hypothesen, welche der Geom- 
etrie zu Grunde liegen?)、 见 全集》pp- 272 一 286， 在 忆 .E， Smjth 的 < 数学 资料 ?CA 
.Source Book in Mathematics") 中 有 英 译文 . 
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其 中 吾 FE， 及 是 刀 及 4 的 菜 些 函数 ， 有 了 这 个 微分 齐 式 , 就 可 计算 曲面 上 的 曲 
线 弧 长 , 求 测 地 (最 短 此 离 并 计算 曲面 上 性 一 点 处 的 高 斯 几率 ,而 可 以 完全 不 
管 周围 空间， 黎 曼 抛弃 了 关于 周 国 ( 欧 氏 ) 空 间 的 想法 ， 并 引入 nn 维 点 (ze go …， 
zs) 的 壕 续 流 形 概念 , 而 对 此 进行 推广 ， 然 后 ,他 对 于 相近 的 两 点 

CB wa Bn) KR A) 


利用 二 次 微分 齐 式 


de: = DJsdride, 《15) 


来 给 它们 任意 规定 … 个 距 广 ( 或 度量 )@s， 这 里 1 是 mi, za ,an 的 一 些 合适 的 函 
数 ， 面 不 网 的 几 批 9;; 就 在 所 论 流 形 上 定 出 不 同 的 歼 曼 几何 ， 接 者 他 考察 黎 曼 流 
形 上 的 曲率 扳 念 并 研究 党 曲率 的 特殊 情 撕 。 所 厂 这 一 切 要 依赖 手 大 基 的 复杂 计 
算 , 而 这 些 他 在 讲演 中 咯 去 了 ,以免 伤 听 讲 者 的 脑筋 ， 但 详 述 在 他 死 后 发 表 的 一 篇 
论 热 传导 的 著作 市、 在 那个 著述 中 黎 曼 明确 引入 了 黎 曼 册 率 张 量 ,这 个 量 在 m 一 2 
的 情形 就 化 为 高 斯 曲率 ， 而 他 证 明 这 个 量 之 等 本 0 总 折 给 二 次 襄 县 等 价 于 欧 兵 度 
基 的 必要 充分 条 件 ， 根据 这 一 观点 ， 昌 这 张 量 之 值 就 才 即 了 (15) 式 所 定义 的 黎 曼 
几何 偏离 欧 氏 几何 的 程度 . 爱 因 斯 翰 曾 用 一 句 话 概括 了 这 些 思想 : 税 维 空间 黎 
曼 几 何 与 # 维 空间 欧 氏 几 何 之 间 的 关系 ， 好 比 是 曲面 的 一 般 儿 何 与 平面 几何 之 间 
欧 关 系 一 样 .” 

在 变 分 法 里 可 得 出 哈 米 尔 顿 原理 的 一 个 推论 ， 这 是 说 归 测 地 线 物 理 意 义 的 最 
芒 单 形式 ， 若 限定 一 .质点 在 曲面 上 移动 而 不 受 其 他 力 的 作用 ， 则 它 会 沿 测 地 线 滑 
动 O， 广 义 相对 论 的 核心 就 是 这 一 感想 的 一 个 直接 推广 ， 而 广义 相对 论 基 本 上 是 
一 种 引力 球 论 、 爱 因 斯 坦 认 为 空间 的 几何 是 那样 一 种 歼 达 几何 ， 共 中 曲率 和 测 地 
线 要 由 物质 分 布 情况 来 确定 ; 在 这 卷曲 的 空间 里 , 行星 之 所 以 循 着 其 轨道 在 太阳 四 
周 绕 行 ,只 不 过 足 沿 着 它们 的 测 地 线 移动 , 而 并 非 由 于 受 那 神秘 引力 的 拉 紧 而 采取 
弯曲 运动 路 线 的 , 因为 引力 的 本 性 谁 也 没有 真正 理解. 

1859 年 黎 曙 发 表 了 他 在 数论 方面 的 哈 一 著作 ,这 是 关于 质数 定理 的 一 篇 不 到 
10 页 的 极为 深刻 的 论述 >。 这 ~ 伟大 工作 在 纯 数学 的 好 些 分 支 里 掀起 了 浪潮 ， 而 
它 的 影 山 也 许 在 今后 “于 年 内 还 会 党 察 到 ， 他 的 出 发 点 是 欧 拉 在 一 百年 以 前 发 现 
的 一 个 了 不 起 的 近 等 式 : 若 8 是 个 大 于 1 的 实数 , 则 

包 这 事 在 第 九 章 附 录 B 中 有 证 明 . 

图 题 为 < 学 小 于 所 给 数 的 质数 个 数 y(“Ueber die Anzahl der Primzahlen unter 
ejner Begebenen Grissc")， 载 全集?pp.145- 153， 又 参 闵 附 录 了 关于 契 比 雪夫 注 记 中 
对 质数 定理 的 叙述 . 
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sc ] 1 

#7 Jr 46) 
这 里 右边 的 起 了 应 于 一 切 奈 数 的 数 (1 一 -的 乘积 ， 为 了 解 这 个 恒 等 
式 是 怎么 米 的 ， 我 人 对 于 1x| < 有 工人 1 一 四 一 1 十 z 十 z2 十 …， 枚 对 于 每 一 个 


名 我 们 有 
1 


1 1 


IP) “了 
令 名 取 所 有 的 质数 们 ,然后 把 所 有 这 些 级 数 冬 起 来, 同时 利用 每 个 整数 >1 可 唯 
一 雪 示 为 不 同 质数 知 权 各 这 个 事实 , 便 可 五 出 


机) 


这 就 是 恒等式 (16), 而 (16) 左边 级 数 之 和 显然 是 实 变量 s>1 的 一 个 函数 , 同时 这 
个 恒等式 建立 了 这 函数 的 性 态 与 质数 性 质 之 间 的 一 种 过 系 ， 欧 拉 自 己 也 从 多 方面 
探索 了 这 一 连 系 , 但 黎 曼 认识 到 只 有 让 s 成 为 一 个 复 变 量 , 才能 更 深入 探索 质数 分 
布 的 情况 . 他 把 这 复 国 数 记 为 《(s), 而 从 此 以 后 这 闻 数 就 岂 称 曼 《( 读 seta) 范 数 : 


四 
S(T1+t ta i so0tif. 


黎 受 在 他 的 论文 中 证 明了 这 个 函数 的 一 些 重要 侍 硕 ， 并 简单 断言 了 几 个 其 他 的 得 
质 而 未 予 证 明 ， 在 他 死 后 百年 同 ， 批 界 许 多 最 优秀 的 数学 家 尽 了 最大 的 努力 想 证 
明 他 的 这 些 断 言 ， 并 在 作出 这 些 努 力 的 过 程 中 在 分 析 上 创立 了 新 的 内 容 丰 富 的 分 
支 ， 第 一个 逆 得 成 功 的 人 是 阿达 马 (J. Hadamard, 1893?， 而 辆 后 除了 一 个 断言 
之 外 其 余 都 按 黎 曼 所 期 望 的 那样 得 到 解决 ?那个 尚未 解决 的 例外 是 著名 的 袭 曼 


很 设 :5(e) 在 异形 威 0<o<<l 里 的 所 有 零 什 点 都 位 在 中 央 线 一 翅 上 ， 这 在 今日 


仍然 是 数学 上 尚未 解决 的 最 重要 问题 ， 而 且 也 许 是 人 类 智慧 所 能 想 得 出 来 的 最 难 
问题 ， 在 他 造 稿 的 零 亿 杂记 中 ， 黎 曼 说 这 些 定理 是 在 他 寻求 “函数 4(s) 的 表达 式 


这 项 工作 如 化 他 在 1896 年 证 明了 质数 定理 ， 和 参看 E. EC. Titchmarsh < 歼 
读书 附 布 文献 髓 苇 目 326 件 . 
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时 得 出 来 的 , 而 这 表达 式 我 还 没 在 把 它 化 简 到 可 人 殿 发 表 的 程度 "P，1944 年 隔 达 马 
在 提 到 这 篇 杂记 时 不 无 道理 地 生气 说 ; “这 表达 式 究竟 总 全 什么 样子 的 东西 我 们 
还 是 连 一 点 影子 都 没有 看 到 "8、 人 也 接着 又 说 ,“- - 般 说 歼 昌 的 直观 是 高 度 妃 何 性 
的 ; 但 对 他 的 这 篇 数论 文章 来 说 情形 却 并 非 如 此 , 那里 这 种 直观 本 应 症 最 起 作用 并 
昌 最 神秘 终 测 的 ,” 


名 见 < 爹 集 ? p154. 


的 < 数学 领域 里 创造 发 明 的 心理 研究 > (“The Psychology of Invention in the 
Mathematical Ficid”, p. 118,1954), 
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32， 勒 让 特 多 项 式 

这 一 书 及 下 一 节 全 部 讲 盘 让 特 多 项 式 的 定义 并 建立 它 的 一 些 特殊 
性 质 ,内容 是 技术 人 的 ， 恋 考 自然 会 问 要 这 些 繁 开 的 技巧 二 什么 , 或 者 
更 一 般 地 , 究 竞 为 什么 刁 研 究 革 让 特 多 项 式 , 最 简单 的 回答 是 ， 勤 让 特 
多 项 式 在 数学 物理 上 有 许多 重要 应 用 ， 而 这 些 应 用 又 需要 懂得 这 些 技 
巧 ， 为 让 那些 想 亲 自 知道 其 究 况 的 读者 感到 放心 , 我 们 在 附录 人 里 讨 
论 了 物理 背景 和 一 些 典型 的 应 用 ， 但 是 我 们 还 胞 一 方面 的 理由 可 以 
作为 回答 , 这 理由 的 实用 主义 成 份 较 少 , 但 对 以 后 所 处 理 的 由 塞 耳 函数 
也 同样 适用 。 这 就 是 对 畦 萄 函数 及 凑 个 别 性 质 的 研究 ， 可 对 数学 中 有 
时 占 主 导 地 位 的 抽象 观念 起 一 种 有 益 的 平生 作用， 此外， 我 们 列举 一 
些 在 叙述 本 章 内 容 时 自然 会 出 现 的 儿 项 内 容 ， 它 们 对 于 所 有 学 数学 的 
人 是 不 会 不 感 兴趣 的 : YX 读 如 嗓 马 ) 隐 数 及 公式 (一 去 )! 二 V 却 ; 正切 困 


数 的 兰 伯 特 连 分 式 


fan 多 一 


以 及 有 名 的 级 数 
ll zx CT 二 
它们 欧 和 是 欧 拉 早 在 十 八 世 纪 初 就 发 瑰 了 的 ， 而 它们 又 在 以 后 讨论 贝 
塞 耳 函 数 的 零 值 点 时 意外 地 出 现 了 . 
现在 关于 勒 计 特 多 项 式 本 身 ， 我 们 通过 超 几 何方 程 来 对 它 进行 讨 
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论 D， “ 

在 第 27 节 中 , 我们 以 勒 让 特 方程 为 例 ， 来 说 明 在 寻常 点 处 求 夭 级 
数 解 的 方法 ， 根 据 附录 A 中 有 所 说 明 的 理由 , 现在 我 们 把 这 方程 写成 
如 下 形式 : 


(1— wx)y"— 2ry +n(n 1)y= 0, (1) 
这 里 应 理解 呈 个 非 久 的 整数 .读者 记得 第 27 节 中 求 得 的 {1) 的 所 有 
的 解 在 区 间 一 1<x<1 上 都 是 解析 的 然而 在 应 用 问题 .上 最 有 用 的 解 
是 在 z= 工 附近 有 界 的 那些 解 ， 而 为 了 便于 把 这 些 钥 单 独 拿 出 来 考 坪 ， 
我 们 把 自 变量 从 x 变 到 t= 主 (1 一) 这 就 使 x=1 相 应 于 t=0， 并 
把 (1) 变 为 
t(1—y + (1—2t) y+ntnt+1)y =0, 《2) 
这 里 的 搬 表 示 对 t 求 导 . 这 是 超 几 何方 程 , 它 的 g 一 一 5 一 2 二 1， 而 
c= 二 1, 故 它 在 4 一 0 附近 有 下 列 多 项 式 解 : 
=F(—n, n+l, 1, 0). 《3) 
由 于 (2) 在 原点 处 的 指数 都 是 0(mp: 一 0 及 m2 二 1 一 6 二 0), 故 得 骨 第 16 
节 的 方法 米 求 第 二 个 解 ， 这 第 二 个 解 是 y, 二 V9， 共 中 ， 通 过 初等 积分 
法 ， 


1 1 1 
-zn-i ao-} 
由 于 好 是 具有 常数 项 1 的 多 项 式 ， 改 有 边 方 括号 时 的 式 子 是 形 如 1 十 


外 和 勒 让 特 (Adrien Marie Legendre,1752 一 1833) 是 在 研究 椭 球 体 的 引力 时 袜 到 坟 
他 命名 的 多 项 式 的 ， 他 是 个 很 好 的 法 国 数学 家 , 然而 站 不 闫 导 , 烷 眼 看 到 他 大 部 分 最 得 混 的 
工作 都 被 更 年 青 和 更 有 才能 的 人 所 超过 , 例如 在 椭圆 积分 , 数论， 最 小 二 乘 方法 方面 的 工作 
都 是 如此， 他 化 了 40 年 功夫 研究 椭 加 积分 , 他 对 这 个 问题 的 两 卷 论 著 刚 出 版 、 : 阿 售 耳 和 雅 
可 比 的 发 现 就 使 这 领域 的 面目 完全 改观 ， 但 他 那 休 慨 大 度 的 精神 也 是 很 不 寻常 和 的， 因为 他 
总 是 一 再 地 欢迎 更 新 殉 好 的 工作 出 琵 , 员 然 那 会 使 他 自己 的 工作 变 得 陈旧 过 时 . 
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Ga 十 和 的 解析 函数 , 从 而 有 


v 一 二 + 二 at 十 


这 舟 得 出 也 -1ogtTet 二 wy 收 
yllogt att.) 
于 是 (2) 在 原点 附近 的 通 解 大 
Cty (4) 
因为 里 含有 1ogt 项 , 故 当 且 仅 当 cz= 0 时 (4) 在 1=0 附 近 为 有 界 . 车 


力 (3) 中 的 钦 为 去 (一切 , 则 知 (T) 的 作 z= 工 附近 有 界 的 解 正好 就 是 


多 项 式 Fn, n+ 1 二 的 常数 信 . 


这 就 使 我 们 得 到 下 面 的 菇 本 定义 ， 记 为 Px?) 的 第 % 个 勒 让 特 多 
项 式 的 定义 是 


= 1 Dl 
Pe) -7( 1, % 二 1, 1， =1+ sz 全 
《一 何人 -3 十 了 (二 1) 十 2A1 一 2 
十 Cr (+ 
CR) R11) (ns Dt (ey 
" CR!1)? 2 
nD n(n—1) 十 二 (8 十 2) 
一 1 十 CT 人 Dt a (x—1)? 
A! gD" 
十 tonya D™, (5) 


我 们 从 第 27 节 知 道 PA(2Z) 是 % 次 多 项 式 , 且 按 8 为 偶数 或 奇数 而 只 含 
偶 次 或 奇 次 的 项 ， 故 可 写 为 
Pilt) =0nr" Taner Taare (6) 
这 和 式 的 景 末 项 在 % 是 偶数 时 为 mw， 在 对 是 奇数 时 为 ar， 由 (5) 显 见 
对 于 一 切 % 有 Ps.(1)=1, 又 由 于 (6), 我 们 还 有 P.( 一 1 一 (一 1 
用 上 面 这 种 形式 的 公式 (5) 来 研究 P,(z) 是 很 不 方便 的 , 故 得 找 比 
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较 简 单 的 式 子 ， 我 们 可 以 把 (5) 中 每 一 项 展开 , 合并 x 的 同 千 项 ， 把 结 
果 安 排 成 (6 ) 那 种 形式 , 泵 过 这 太 麻 烦 , 划 无 必 有 要， 我们 要 做 的 是 从 (5) 
可 以 看 出 0 二 (22)1/(n1)?2", 然后 从 ar 递 推算 出 4s-2,0r-4,…， 这 里 
需要 的 是 公式 27-(9), 但 须 把 共 中 的 包 换 成 部 而 严 换 成 天 一 2 


ht ED), 
CR— DR 册 


Gr= 


或 
加 kk—1) a 
Cn—k+2) ntE—1) 


取 =,n 一 2,…, 由 此 得 


Gr-2 = 


Rn— 1) 
Dn 1 
a 一 2 人 2 一 3) 
4(28 一 9] 
_n(n~—1)(n—2) (2—3), 
~ 2.4(2%—1) (2n—3) 


ea 一 一 


-和 


等 等 , 故 (6) 变 为 


QL fs nn) jas nl) (m2) (m3) ns 
Pun) =a |e 6 二 TD + Dn Cn 


n(n nt] 
2381 (2%— 1) (22— 3).. (2%—2k+ 1) 


、 (7) 


+ tl)* 


由于 


n(n— 1 (n—28+1) = 


及 
(2n—2k+1) (2n—28+3). (2n—3) (2n—1) 
_ (2n—2% 1) (2n—2+2) (2n— 26+3) "(2n— 3) (2n— 2) (2n— 1)2n 
(2n—28+ 2) (2%-~2)2n 
2n! 1 (2n) 1 (mE)t 
C2 2 mE) Rn 《2 一 28)125017 
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C7) 中"-* 的 系数 是 
(~ Dr UH {2n—2k) 12*n! 


= DD) (2n -28)1 
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226 六 意 ”数学 物理 中 的 某 些 特 萄 函数 _ 
式 提 供 了 较 容易 的 方法 ， 这 里 列举 头 几 个 轩 让 特 多 项 式 如 下 (图 32); 


P72)=1, P(7)=%, ao 


Pz)= 寺 (30 一 D)， Pi(z) 一 寺 (529 一 3w). 
习题 2 里 还 提出 一 个 更 简便 的 算法 , 下 地 要 讲 (9) 的 一 个 更 重要 的 
“应 用 . 


习 题 
1 勒 证 特 多 项 式 的 华威 丙 数 是 指 下 式 左边 的 函数 : 
J Ti Po) + P(t Pa) tt P(e) te 
假定 这 关系 式 成 立 , 试用 它 来 
a 验证 Pn(1D)=1 及 Pa(D 一 (一 D™ 


b 求证 Pasr1(0) =0 及 Pn(0) 一 (D3 (2 


2 按照 生成 式 
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a， 将 其 两 边 对 上 微分, 以 证 
(z OP) (1—22t ~t) SnPlz)te, 
A nc 
b， 使 (8) 中 两 思 如 的 系数 相 丙 , 以 得 出 递 推 公式 
DParir)= (n+ DP) ~ aPa- (72). 

5， 设 已 知 卫 (2) 一 1 及 P(x) 一 wm, 试用 (b) 中 的 递 推 公式 算出 Ps(#), Ps(z)， 

PTOR Psls), 

， 试 按 下 到 步 又 推出 习题 1 及 2 中 的 生成 式 : 

a， 用 二 项 级 数 今 出 


[ItGz 一 区 -1 二 二 (C28) 十 


1:3 
pn 


(BR 3) ga (or Hat 
tn 2 
十 上 上 32 一 De Da 二 


2 
了 b， 很 明显 ，t* 只 出 现在 (9) 中 的 最 末 项 及 它 前 而 的 一 些 项 中 ， 通 过 将 2z 一 上 
的 各 次 乘 填 展开 , 试 证 i" 的 系数 总 共 等 于 


L328 D) pn T3203) plo na 
ene)" a Ti 2 
.8 (28—5) (n—2) (no3) py nt 
tn a)1 21 {20) “ 


c， 试 证 {b) 中 的 和 就 是 (8) 所 给 出 的 PCZ). 
。 本题 是 对 下 列 率 实 的 直接 蛤 证， 共 P(X) 由 公式 (9) 宏 义 , 则 它 满足 勒 让 特 方 
程 (1) 且 其 有 人 性质 Pa(1) 二 1， 设 有 为 次 多 项 式 定义 如 下 ; 


Ds 
yD 


8 车 见 = (g2 一 1)u 则 (z2 一 ])o' 一 2nxzzg 一 0， 试 将 此 式微 分 天 一 1 次 , 以 证 
人 ra_Daotra 二 2 十 DaaodrD 十 (Taot 
—2new tt —2(k+ Ln =0, 
并 推 斯 二 wm 是 方程 (1) 的 一 个 解 . 
b， 令 4 三 (zw 一 ])* 及 v=(z 十 1)"， 并 利用 公式 
yO) ae 十 cns 二 aaa 二 at 


以 证 六 1)=n12"。 
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33， 勒 让 特 多 项 式 的 性 质 
上 一 节 里 我 们 定义 了 瘟 让 特 多 项 式 序列 
Po (x), P(x), Pear) Pa) (1 
读者 也 昕 说 过 这 些 多 项 式 从 数学 物理 到 明 近 论 邦 有 ~- 些 应 用 ， 现 在 我 
们 米 讨论 这 些 应 用 所 依据 的 基本 居 想 
正 交 性 勒 让 特 多 项 式 的 最 重要 性 质 是 
1 0 车 宫 关 ph 
二 pee) -| 2 (2) 
228 十 开 
这 一 事实 我 们 常 把 它 说 成 : 《1) 是 区 间 一 1<z<1 上 的 正 郊 数 序列 
我 们 先 来 证 明 , 然后 说 明 这 一 性 质 的 重要 总 义 ， 
设 邦 z) 是 在 区 间 一 lx<1 上 至 少 有 阶 连续 导数 的 任 一 函数 
我 们 来 考察 积分 


=- f(z)P, (rds. 
用 罗 德 里 克 人 下 汪 可 分 实 成 
I= | fr) et — Dds, 


2 
进行 一 次 分 部 积分 , 得 到 
= fr D"], 
1 2 六 
-有 fe 其 二 re Dd 
方 括号 里 的 式 于 在 两 个 积分 限 处 部 等 于 0, 故 
1 的 
I- ff HET Dd 
继续 进行 分 部 积分 , 得 到 
1= 扩 二 人 fo ldr. 
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著 f#)=Pnk7) 而 < 则 J”(z) 一 和 从 而 有 了 0， 这 就 证 明了 (2》 
的 第 一 部 分 . 为 证 明 第 二 部 分 ， 设 fz)=Pe(z)， 由 于 PPCz)= 
(2n) 1/2"pb 故 有 


(2m! [ey 

了 | (1 一 z9nadg 

一 -2028)1 人 roaya 

= ha az。 (3) 


车 用 z= sing 曾 换 自 变 量 . 并 利用 公式 (通过 一 次 分 部 积分 法 可 证 明 ) 
1 cos?ng sin0 + 2 [eos -+0a0, (4) 


ee” +1040= 


2%+1 27 十 1 
则 (3) 中 的 定 积分 变 为 
ntiggg 2 
了 eos tigd0 = FT| os -dg 


2n 2n—2.. 2 ve 
“Tanti 2 一 引 cos0d0 


311 2 (21)? 
1.3…(22 一 1]) (2n41) (Can)1(2n+) 


于 是 可 知 在 这 情形 下 了 =2/ (2n 十 1), (2) 就 完 金 得 到 证 明 . 

勒 让 特级 数 ” 如 同 竹 附录 A 中 所 要 举例 说 明 的 , 势 论 中 有 许多 问题 依 
赖 于 一 给 定 函 数 之 能 否 展开 为 勒 让 特 多 项 式 级 数 ， 容 易 看 出 ， 若 给 定 
函数 本 身 是 个 多 项 式 ， 这 事 总 能 办 得 到 ， 例 如 ， 公 式 32-(10) 告诉 
我 们 


1=Po(z),#=Pi(z), tr = + Pr) = P(r) 2 p(s), 


set ape) = Ps) + Ps); 


只 而 知 任何 一 个 三 次 多 项 式 KZ) = 如 十 Dw 十 bx? 十 Baw 可 写 为 
2(e) boPas) + bps) td 于 Pie)+ 呈 Ps] 


+0s| BP + Spr)] 
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-人 PAs) (6 + GP C0) + Ps) te Pes) 


= PapPils). 
之 


更 一 般 地 说 , 出 于 对 任何 正 鉴 数 % Ph(z) 是 个 次 多 项 式 , 故 若 将 这 些 
步 又 简单 推广 ， 可 证 ?总 能 表示 为 Po(z), PICZ) PaCz)》 的 线性 组 
合 , 所 以 任何 天 次 多 项 式 总 具有 下 列 形 式 的 晨 开 式 : 


PF5)= onPr(z). 
从 以 上 所 讲 ( 以 及 出 于 应 用 上 的 需要 ) 自然 会 产生 能 否 把 一 个 “ 任 
意 "函数 用 +) 展 成 所 谓 勒 让 特级 数 


f(s)= DP.(#) (5) 


的 问题 。 显 然 , 我 们 圳 有 有 一 种 新 方法 来 计算 (5) 中 的 系数 ， 而 这 种 新 
方法 的 关键 在 于 公式 (2)。 
如 果 我 们 一 点 不 讲究 数学 严格 仁 , 用 Pa(z) 科 (5), 并 到 项 从 一 1 积 
分 到 1, 则 得 到 
{fpsca)ae= 二 [Passa 
而 由 于 (2》, 上 式 收编 为 
人 FPP 一 于， 
故 得 (5) 中 on 的 公式 如 下 : 
q(t fr) P(t) (6) 


如 果 预 先知 道 f(z) 具有 (5) 这 种 形式 的 级 数 展开 式 ， 并 且 这 级 数 在 区 
间 一 1Sx 委 1 上 逐 项 可 积 , 那 就 不 难 证 明 上 面 这 些 运算 步骤 是 合法 的 . 
在 天 z) 是 多 项 式 时 这 两 个 条 件 显然 是 满足 的 ; 但 在 共 他 类 型 的 函数 时 
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就 不 可 能 知道 这 因而 对 于 (5) 中 的 系数 m 可 出 (6) 给 出 这 个 论断 
是 否 成 立 便 几 可 疑 ， 然 而 这 一 套 形式 运算 是 非常 富 于 启发 性 的 ， 而 且 


如 果 我 们 提出 以 下 的 问题 ， 那 可 能 会 引 向 合法 的 数学 ， 这 就 是 : 如 采 
用 公式 (6) 定 义 ar 这 些 数 , 然 后 用 它们 来 形成 级 数 (5)， 那 末 什 么 样 的 
函数 f(z) 能 合 这 些 a 存在 并 使 展开 式 (5 成 立 呢 1 读 考 应 当 记得 我 
们 在 第 24 节 中 讲 到 福 氏 级 数 时 也 出 现 类 似 的 问题 ,在 现在 这 情形 下 ， 
我 们 也 有 有 类似 的 回答 , 但 这 里 还 不 宜 十 详 谈 作 . 
撒 式 如 (5) 的 展开 式 之 可 能 成 立 , 尼 然 与 让 特 多 项 式 的 下 交 性 质 
(2) 大 有 关系 ， 这 是 在 特 处 函数 沦 里 常 碰 到 的 一 种 普遍 现象 的 具体 例 
子 ， 这 现象 是 ， 痢 定义 在 a<e<b 上 多 困 数 序列 加 (2)， 人 i(z) 
dz),… 具 下 列 性 所 : 
0 车 0 去 %， 
[CL AGL 1 基本 07) 
则 说 向 籽 这 区 间 上 的 正 交 国 数 ， 同 以 前 的 情形 一 样 ,对 于 这 类 函数 序 
列 欠 引起 的 一 个 普遍 的 问题 ,是 一 “任意 "函数 也 z) 可 否 用 下 列 展开 式 
来 卖 示 的 问题 : 


| 


Ho) Danba(?), 
而 形式 地 运用 (7) 的 结果 ,提示 我 们 系数 a 应 为 
m= fle) haba)de. 


@ 扩 涪 这 个 回答 (通常 称 为 勒 让 特技 开 定 理 ) 是 不 兹 理解 的 ， 但 共 证 明 适 要 用 勒 让 特 
函数 的 许多 性 质 ,而 我 们 这 里 尚未 担 及。 这 定理 的 内 容 是 :车 fC) 及 站 (2) 在 区 间 一 1<z 攻 
1 上 到 多 具有 有 限 个 跳跃 间断 点 且 若 f(x 一 ) 及 f(z) 表 示 内 的 在 一 点 x 的 左 有 极限 ， 列 
ou 存在 , 且 其 让 特级 数 在 一 1<z<1 上 收效 于 

到 [Ge-)+f(e+， 


而 在 x= 一! 处 收 钱 于 f( 一 1 十 ), 在 x 一 1 处 收敛 于 f1 一 ), 特别 是 , 它 在 每 个 连续 点 2 收 伐 
于 jz)， 参 看 N.N, Lebedev 人 特殊 函数 及 其 应 昨 > (“Special Functions 4 Their App- 
lications"pp. 53—58). 
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在 第 五 章 的 附录 B 及 D 小 所 提 关 于 厄 尔 米 管 多 项 式 及 问 比 雪夫 多 项 
式 的 正 交 性 (对 于 适当 的 权 隐 数 )， 是 这 上 面 的 另外 一 些 钢 子 ， 这 一 类 
问题 成 功 角 是 十 刀 纪 及 一 十 刘 纪 初雪 学 上 的 主要 记 吉 之 一 
它 将 在 本 从 书 往 后 出 的 一 卷 里 加 以 研究 
最 小 二 沫 方 尖 近 、 设 fz) 是 定 久 在 区 间 一 1<x<<1 上 的 一 个 本 数 ， 我 
们 来 考察 有 <n 次 多 项 式 KKz) 来 尽量 返 近 《就 相差 二 乘 方 为 最 小 的 意 
义 说 ) fz) 的 内 题 . 老 认 为 积分 
I Ce 一 zz] (8) 
代表 2(z) 往 离 KKz) 的 平方 和 ， 所 说 问题 便 是 怎样 来 适当 选取 87) 以 
使 这 积分 取 极 小 值 ， 研 究 的 结果 表明 ， 使 积分 取 极 小 值 的 多 项 式 丛生 
就 是 勒 让 特级 数 (5) 的 头 十 1 个 项 之 和 
2(2) =0 Pz) + ta Plz), 
其中 请 系数 由 (6 给 出 . 
为 证 明 此 事 ， 利 用 这 一 事实 ， 即 所 有 <<n 次 的 多 项 式 都 可 表示 成 
BPotz) 十 十 bPu(z) 这 种 形式 ， 于 是 积分 (8) 训 写 为 


=| 190- dz 


= fart Da -Z| tpsYds] 
= Drae+ 写 二 让 2 


=| f(adrt+ Dd) 
[ a Eat 


因 gi 这些 数 是 固定 的 ,5 是 可 以 任意 选取 的 , 故 显 然 可 见 了 在 取 5 一 
ez( 对 于 有 一 他 时 取 极 小 值 ， 这 个 论证 里 所 需 的 唯一 假定 是 f(z) 
及 扰 z 关 应 为 可 积 ， 若 苹 数 所 2) 的 性 态 足够 好 , 使 它 在 区 间 一 1Sxss1 
上 共有 一 个 世 级 数 展 开 式 ， 那 末 大 多 数 学生 总 以 为 逼近 fz) 的 “最 
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佳 ?多 项 式 必 是 震级 数 的 部 分 和 ， 然 而 上 述 结果 证 明 , 若 衣 近 的 准则 是 
按 最 小 二 乘 方 计 , 那 末 这 一 猜测 是 错误 的 ， 


习 
1 验证 公式 (4). 
2， 勒 让 特 方 各 也 可 以 写成 下 列 形式 ; 
a ， - 
1 y=0, 
故 有 
Ta) Pm(m+ DD) Pa —0 
Ax 
及 
A 
ax 
利用 这 王 个 方程 ， 试 对 不 依 闲 于 勒 让 特 多 项 式 特殊 形式 的 公式 (2) 的 第 一 部 
分 , 作出 一 个 证 明 ，( 提 藉 ; 以 已 乘 第 一 个 方程 , 以 忆 滋 第 二 个 方 各 ， 把 结 
果 相 减 , 然后 从 一 1 积分 到 1, ) 
3， 若 把 第 32 节 习 题 1 及 2 中 的 步 成 式 平方 并 从 x 二 一 1 积分 到 w==1， 则 自 (2) 
的 第 一 部 分 可 知 


[ee -rr -Ef Pryde) 
试 证 去 边 的 积分 等 于 


2 
、 re 
er 
以 证 明 (2) 的 第 二 者 分 , 
4。 求 下 询 族 数 的 勒 让 特级 数 的 头 三 项 。 
项 一 1<z<0， 
a f= 可 消 0<x<0 
b，f( 人 =er， 
5. 和 蒋 3(zZ) 是 ”1 次 和 多项式, 它 适合 
{mpls)de 0 (=0, 1 4 D), 


试 证 Bz) 一 Ps(z)》 其 中 为 某 一 常数 . 


234 第 六 竟 ”数学 物理 中 的 某 些 特殊 国 数 


6。 若 以 x" 山系 数 的 倒数 7 条 PafT), 则 扬 得 多 项 式 TPA《*) 第 一 项 系数 足 1， 试 
证 这 多项式 其 有 以 下 的 极 小 性 质 : 在 首 面 系数 为 1 的 所 有 x# 次 多 项 式 小 ， 
YPn(z) 在 区 问 一 1 和 rz<1 上 汪 0 的 偏离 为 最 小 (在 最 小 二 乘 方 意 义 上 )， 


34， 贝 塞 耳 函 数 ， 嘎 马 (gamma) 函数 


微分 方程 

wg" + xy (sp) y=0, (1) 
其 中 了 是 个 非 负 的 常数 , 叫 贝 塞 耳 方 程 , 它 的 解 中 贝 塞 耳 函 数 ， 这 些 函 
数 其 早出 入 在 戎 尼 尔 ， 伯 努 利 对 十 悬 链 振 动 的 研究 中 《习题 24-4)， 
后 来 又 出 霹 在 欧 拉 的 图 膜 振动 理论 及 贝 塞 于 的 行星 运动 研究 中 了 ， 近 
代 又 发 现在 物理 与 工程 上 ， 关 于 波 的 传播 流体 运动 ,特别 是 在 具有 加 
柱 对 称 性 的 许多 势 论 和 扩散 问题 中 ， 中 塞 重 函 数 有 多 方面 的 应 用 ， 其 
至 在 纯 数 学 的 许多 有 意义 的 问题 中 也 用 到 贝 塞 耳 函数 .我 们 将 在 附录 
B 里 讲 它 的 一 些 应 用 ， 但 首先 必须 定义 比较 重要 的 一 些 贝 塞 耳 函数 并 
推出 其 比较 简单 的 性 质 包 
函数 Jxz) 的 定义 ”在 研究 (1) 的 解 时 , 我 们 人 先 指 出 ， 以 至 除 (1) 后 , 久 


及 9 的 系数 是 P(z) 一 二 及 Q(?) = (re —Pp)/Y, 故 zP(z) =12Q(7) = 


一 2 十 x*， 于 是 原点 是 个 正则 奇异 点 ， 指 数 方程 29-(5) 是 m* 一 P=0， 
指数 是 一世 ma 一 一 有 由 定理 29-A， 可 知 方 牺 (1) 具 有 下 列 形 式 
的 解 ; 


@@ 贝 塞 耳 (FE, 码 . Bessel,1784 一 1846) 是 著名 袍 国 天 文学 家 ,加 为 高 斯 的 密友 ， 两 人 通 
讯 多 年 .他 是 确定 恒星 距离 的 第 一 个 人 ， 他 1838 年 有 视差 法 测 得 天 玖 座 61 号 昌 (61 CyB- 
” ni 的 蝶 离 为 11 光 年 (或 地 球 航 造 直 饶 的 369,000 局)。1844 年 他 发 现 屠 个 最 充 的 和 天狼星 有 
个 伴星 , 因而 它 是 如 今 所 亩 的 双星 ， 天 狼 星 的 这 个 伴星 体积 和 行星 -- 梯 大 但 质量 相当 于 恒 
虽 , 因而 它 的 密度 是 水 的 几 手 卉 , 成 为 字 宙 中 最 可 注意 的 对 象 之 一 ， 它 是 最 时 发现 的 一 个 死 
星 , 在 现代 恒 录 演化 学 说 中 占有 特殊 地 位 . 
图 其 全 部 内 容 在 G.N. Watson 的 《风寒 耳 乓 数论 》 (“A Treatise on the Theory 
of Bessel Functions”, 2nd ed.,1944) 中 有 讨论 ， 我 们 所 要 讨论 的 只 不 过 是 科学 家 钻研 近 
300 年 之 久 的 沧海 中 的 一 栗 . 
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=e" Ean, | (2) 
其 中 天 0， 卓 竹 级 数 Zawe" 对 一切 w 收 但 为 求 出 这 个 和解 ， 我 们 
号 出 
=n+p ar"?! 
及 
y=E(n+p—1) +a 
这 就 可 以 把 方程 (1) 左 边 各 项 分 别 写 成 
ZW" =ER+P— 1) np) ost?, 
Wy = TER) ?, 
TY = Ean sg ?, 
—py= E>— pamw"t?. 
车 把 这 些 级 数 机 加 ,并 使 <*? 的 系数 等 和 于 0， 则 稍 加 简化 后 得 出 中 的 
递 推 公式 如 下 ; 


R(2p+ NH) dt Gn_2=0 (3) 
或 
Gn 
m= ty (4) 


我 们 知道 go 是 韭 0 的 任意 数 ， 由 于 9_1=0, 帮 由 (4) 知 =0; 再 反复 
应 用 (4), 可 知 对 于 每 一 个 奇数 下 标 郊 都 有 as 一 0， 所 以 解 (2) 的 非 零 系 
数 是 


Go a Go 


Wo OT Ip) 7 Ip) ap 2 pT 


mu 一 Go 0 
6(2p+6) 2.4:6(2p12) (2pTA PTO 


A= 


而 解 本 身 则 是 


= 0 Ca 


— 2 一 一 一 一 一 
| PRE I Ey) 


本 
TEC "| 
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一 as Dr 
DD" got TD ED (5) 


了 阶 第 一 类 贝 宕 耳 函 数 了,(7) 的 定义 是 取 (5) 中 的 oo=172274 故 


gr 


0 
TD pi D" wnt IT 


hd 
-Er C6) 


用 处 最 多 的 贝 寒 耳 函 数 是 0 阶 和 1 阶 的 ,它们 站 


wa 


ne0 


we Ea 


lt (7) 
及 
re 
(~ ® 


它们 的 图 形 各 图 33 所 孙 ， 这 些 图 形 显示 出 落 数 VuCz) 及 T(z) 的 … 些 


图 33 
有 趣 的 特性 : 每 个 函数 具有 衰减 的 振 葛 性 , 产生 无 穷 多 正 的 零点 ; 这些 
零点 交替 出 现 的 情况 有 点 象 函数 cosz 及 sing 的 样子， 这 一 粗略 的 类 
似 之 处 从 关系 式 J5(7)== 一 J.(7) 而 进一步 加 强 ， 读 者 试 加 以 证 明 , 并 


34， 风 塞 耳 函数 . 咀 马 (gamma) 范 数 “ 237 
将 其 应 用 于 习题 1 及 2， 

我 们 希望 读者 已 经 注意 到 这 个 讨论 具有 有 下列 缺 点 : (6) 所 定义 的 

(xz) 只 有 在 那个 非 负 实数 2 为 一 整数 时 才 有 意义 , 因为 具有 在 那 种 情 
形 下 我 们 才能 给 分 母 中 的 因子 (p 十 x) ! 以 确定 意义 ， 现 在 我 们 来 讨论 
怎样 克服 这 个 困难 . 
嘎 马 (9gammaq) 函 数 ” 我 们 之 所 以 要 旁 涉 这 个 问题 ,是 为 了 要 对 非 负 实 
数 儿 不 是 整数 的 情形 , 来 给 P1( 以 及 更 一 般 地 对 (p04,%==0, 1,2,…) 
确定 一 个 合理 而 有 用 的 党 义 ， 为 此 我 们 引 人 骂 马 (9amma) 国 数 工 (2 
的 定义 如 下 ; 


rp= ete, p>0. (9) 


当 #>02 时 因子 e7'->0 的 速度 很 快 , 所 以 不 管 是 什么 值 ， 这 个 芍 义 
积分 在 积分 上 限 收 葡 ， 然 而 在 积分 下 限 处 所 一 3 而 当 2<1 财 1! 过 ， 
co， 故 为 保证 在 积分 下 限 处 收敛 , 必须 限定 2 为 正 数 . 
容易 看 出 
Tp+1) =gT (2 了 (10) 
因 分 部 积分 后 可 得 
T+ Dliml ie 二 
bm 
=lin( — tre | ea 


B30 


=p(limf teat) = (0), 
这 是 因为 6 一 oc 时 57/e*>0。 若 利用 
ro = Pei=1, GD 


则 自 410) 可 得 (2)=17(1)=1,T(3)=2T(2)=2.1,T(4)=37(38)= 
3.2.1, 而 一 般 对 于 任 一 整数 w 之 0, 有 

Tnt+l)=n! (12) 

我 们 开始 讨论 咀 马 函数 时 假定 了 是 非 负 的 ， 然 后 一 开头 就 如 出 积 
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分 (9) 在 P=0 时 不 存在 ， 然 而 我 们 可 以 不 殿 助 于 积分 (9》 而 对 许多 负 
的 了 全 来 定义 工 芭 , 头 一 步 是 把 (10) 写成 如 下 形式 : 


TO = HY. 413) 


对 定义 的 这 一 亚 扩 充 在 应 用 上 是 必要 的 ， 它 的 做 法 是 : 若 一 1<p<0， 
则 0<2+31<T 故 (13) 式 右边 有 一 个 值 ， 而 人 13) 起 的 左边 则 以 右边 的 
值 来 定义 ， 下 一 步 是 , 我 们 注意 到 : 兰 一 2<2< 一 1 则 一 1<p 十 1<0， 
歼 仍 可 用 (13) 通 直上 一 步 已 定义 的 (p+1) 值 在 区 间 一 2<p< 一 1 上 
来 定义 Tp)， 这 种 步 曲 显然 可 以 无 限制 地 做 下 去 ， 又 从 (11) 容易 看 
出 , 按照 了 是 从 右边 或 从 左边 -0， 


limT (PD) =lim PFD 
20 p20 了 


函数 了 (2 在 所 有 负 整 数 附近 的 性 态 都 相似 , 所 以 它 的 曲线 大 体 土 呈 图 
34 所 未 的 形状 ， 我 们 还 需要 知道 


士 oo 
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r($)-v# (14) 
这 个 奇特 的 事实 。 这 在 疼 中 有 所 标明 , 我 们 留待 读者 去 证 明 (习题 3) 
由 于 (办 决 不 会 等 于 0, 琢 若 对 于 8=0, 一 1, 一 2,… 约 定 LM(p) -0 
则 可 予 函数 LCp) 以 定义 , 并 且 它 对 一 切 卫 值 的 性 态 正常. 
按照 这 些 思想 ,对 于 除 负 整数 以 外 的 - 切 3 值 , 可 定义 8! 为 
=T(p+1), 
而 当 p 为 非 负 整 数 时 ， 这 函数 仍 按 公 式 (12) 具有 它 通常 的 意义 ， 它 的 
倒数 1/1 一 1/T(p+ 1 对 于 所 有 了 都 有 意义 ， 且 当 了 为 一 负 获 数 时 它 
的 值 症 0. 
晓 马 函数 本 身 也 是 一 个 很 锐 超 味 的 函数 ， 木 丛书 以 后 将 有 一 卷 对 
蕊 的 性 质 和 应 用 作 更 为 充分 的 讨 沦 ， 这 里 之 所 以 要 讲 一 下 ， 是 为 了 保 
证 (6) 式 所 定义 的 函数 Ji(z) 对 每 一 pz0 都 有 意义 ， 但 其 好 处 还 不 仅 
在 此 , 因为 肥 然 现在 对 于 第 一 个 ?二 都 能 使 1/ (P+! 具有 意义 ， 基 
(6) 对 于 所 有 了 值 都 诸 开 例外 地 定义 了 x 的 一 个 可 区 的 函数 . 
贝 密 耳 方程 的 通 解 ”目前 的 情况 是 ， 我 们 已 经 得 出 了 (1) 的 相应 于 
指数 mi=2 的 一 个 特 解 Jx(z)， 为 求 通 解 ， 必 须 作出 第 二 个 线性 无 关 
解 ， 也 就 是 不 等 于 Pi(z) 的 常数 信 的 解 ， 任 何 一 个 这 梯 的 解 岂 第 -二 类 
贝 塞 耳 函 数 ， 自 然 的 做 车 是 用 另 一 个 指数 m= 了 来 试 一 下 ， 但 这 样 
做 的 时 候 , 我 们 预计 在 差 m; 一 ms 一 22 等 于 0 或 站 整数 时 会 碰 到 困难 ， 
也 就 是 当 非 负 常 数 p 为 一 整数 或 等 于 和 整数 之 半 时 会 有 困难 ， 但 所 预 
计 的 困难 只 有 在 第 一 种 情况 下 才 是 不 易 对 付 的 . 
所 以 我 们 先 假定 2 不 是 一 个 整数 ， 在 这 情况 下 ， 我 们 把 上 述 论证 
中 的 8 换 为 一 Bp 且 易 知 整 个 讨论 几乎 无 需 改 变 ， 唯 一 例外 是 (3) 现 在 
变 成 了 


%(—2p+n) Gt ors =0; 
而 车 出 砚 9= 志 的 情况 ， 则 可 令 w=1 便 知 不 一 定 需要 取 a = 0，、 但 因 
我 们 所 要 的 只 是 一 个 特 解 ， 帮 肯定 可 取 o, 二 0， 间 样 的 问题 在 p==3/2 
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及 n=3 等 等 情形 下 也 会 出 现 ; 而 我 们 每 次 可 令 @ 一 03 二 :… ==0 来 加 以 
解决 ， 其 余 一 切 都 照 以 前 那样 区, 于 是 得 出 第 二 个 解 : 


DM (15) 


这 个 级 数 的 第 一 项 是 


1 wyY? 
Ht) 
故 了 -Xz) 在 %=0 附 近 是 无 只 的 、 由 于 wx(z) 在 z=0 附 近 有 界 ， 所 以 
这 两 个 解 夺 线性 无 美的 , 于 是 (1) 的 通 解 是 
3 一 cyr(z) 十 es-KZ) 2 为 非 整 数 . (16) 
当 了 是 个 整数 mw 之 0 时 情况 就 完全 不 同 ， 这 时 (15) 变 为 
at) DD" sD 


所 CE 

ST C2 ad 

一 之 ( D nl(—m+n)!’ 

这 是 因为 当 %#=0, 1 …, 1m 一 1 有时, 11( 一 m 十 n) ! 这 些 因 子 都 是 0, 把 求 和 
的 变量 ( 呆 咀 变量 或 临时 变量 )% 换 成 % 十 mm,- 并 在 求 和 步骤 中 从 ww 一 0 
开始 作为 补偿 , 得 到 


J Dn 


pa ~ Cnt m) rnt 


-i 
=(— DJn(?). 
这 说 明 7-s(z) 同 va(z) 并 非 线性 无 关 , 因而 在 这 情形 下 
gcd nt)t on -mt) 
不 是 (1) 的 通 解 , 我 们 还 得 继续 找 别 的 特 解 . 
到 这 里 过 程 就 变 得 上 为 复杂 ， 我 们 先 非常 简略 地 概括 说 一 下 、， 一 


种 可 能 的 做 法 是 用 第 16 节 所 讲 的 方法 , 易 见 那 时 将 得 出 与 yw(z) 线 性 


妈 熏 
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无 关 的 第 二 个 解 是 


Tr 
然而 通常 的 做 法 与 此 稍 有 不 同 ， 而 是 下 面 这 样 的 。 当 名 不 是 一 个 整数 
时 , 形 如 (16) 而 其 中 cs0 的 任何 函数 ,包括 /olz) 本 身 ， 都 是 第 二 闫 
贝 塞 耳 函数 .标准 第 二 类 贝 塞 耳 函数 的 含义 是 


Yo7) = Top TA). (17) 


选择 这 样 一 个 奇特 的 形式 是 有 理由 的 ， 这 个 我 们 马上 就 要 讲 到 ， 但 首 
先 读者 应 往 意 到 (16) 肯 定 可 以 写成 下 列 等 价 的 形式 : 

zy= egxz) 二 cz) 了 为 非 整数 ， (18) 
我 们 仍然 面临 着 了 为 一 整数 时 怎么 办 的 问题 ， 因 为 在 这 情形 下 (17) 
是 无 意义 的 ， 但 详细 分 析 的 结果 发 现下 式 所 定义 的 函数 


了 nm(z) 一 limya(z) (19) 
存在 ,并且 是 个 第 二 类 贝 塞 耳 函数 ; 因而 可 知 
y=C A(T)+ eT A(z) 《20) 


在 所 有 销 形 下 都 是 贝 塞 耳 方程 的 通 解 ,而 不 管 2 是否 为 整数 ， 了 Zu(z) 的 
图 形 在 图 33 中 用 虚线 标 出 ， 这 图 线 说 明 一 个 重要 的 情况 , 对 于 每 一 个 
?之 0, 函数 了 sz) 在 原点 附近 无 界 ， 因 此 , 如 果 我 们 感 兴趣 的 只 是 贝 塞 
耳 方 程 的 在 z=0 附近 有 界 的 解 (而 在 应 用 问题 中 情况 往往 就 是 这 样 )， 
那 就 必须 取 (20) 中 的 cs= 0. 

现在 我 们 来 说 明 (17) 取 这 种 奇特 形式 的 理由 .我 们 说 过 ， 第 二 类 
贝 塞 耳 函 数 可 用 许多 方式 来 定义 ，(17) 及 (19) 这 两 种 定义 之 所 以 特别 
方便 , 有 两 个 理由 ,, 第 一 , (17) 这 种 形式 使 我 们 比较 易于 证 明 极限 (19) 
存在 (参看 习题 9)， 第 二 ， 这 两 个 定义 意味 着 , 对 于 大 的 2 值 ,Ys(z) 的 
性 态 自然 而 然 地 同 Ja(z) 的 性 态 配合 ， 为 理解 这 名 话 的 意思 ， 可 回顾 
习题 22-3, 在 那里 我 们 引入 新 的 因 变 量 (x)= za(z)， 把 贝 塞 耳 方 
程 (1) 变 为 
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wi 二 蕊 信 )-0 (21) 
当 Y 的 值 很 大 时 , 方程 (21) 非 常 接近 于 熟知 的 微分 方程 2 TY 一 0， 而 
它 具 有 线性 无 关 解 4(z)= eosz 及 sa(z)= sinz。 因 此 可 以 料想 , 对 于 


很 大 的 < 值 , 任何 内 塞 耳 基 数 的 性 态 将 类 似 于 两 个 图 数 
1 ‘COS 及 1 sing 
ME Va 
的 线性 组 合 . 这 种 料想 因 下 列 事实 而 增加 其 份量 : 


TD-V 本 co(z- 于 -全 ) 芭 全 


2 
及 
mom 了 本 9 


其 由 rz) 及 ms(z) 在 zco 时 是 有 界 的 四 . 


习 是 

1， 利 用 (7) 及 (8), 试 证 

一 一 wz 

b. LeT 2s)] =zya(z)， 

dar 

2， 利 用 题 1 及 多 和 尔 定理 , 试 证 

a 在 Jo(z) 的 在 何况 个 正 零 点 之 向 有 J.(z) 的 一 个 零点 。 

b， 在 J,(z) 的 任何 两 个 正 等 点 之 间 有 Jez) 的 一 个 零点 。 
3， 接 定义 (9) 

r(#)- [ee 
a. 试 证 , 换 自 变量 += 82 可 得 


"(ee 


中 参看 Watsone 贝 塞 耳 函数 论 > 第 七 章 及 R,Courant and D. Hilbertt 堵 学 物理 方 
法 > 第 一 着 (pp. 331, 334, 526, Interscience-Wiley, 1953). 
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b、 由 于 (a) 中 的 s 并 非 直 变 巩 , 故 可 写 出 
"ee ) ee 
试 将 这 二 重 积 分 化 为 援 米 标 


1) =- 外 en 


4 当 也 不 是 负 的 甘 数 时 ,由 于 Bi 一] (十 D，(1 人 告诉 我 们 ( 一 霹 1!=VF. 试 
计算 (二) 及 ( 主 )!， 更 收 地 , 试 就任 何 北 负 的 整数 芭 证 明 


[GD 


ET 


CZ)! 
(全 
5.， 当 8- 二 时 ， 方 程 (21) 表明 贝 守卫 方程 的 遂 解 可 表示 为 下 列 两 种 签 价 形式 的 
任何 一 种 : 


1 
YE e100sT+ easins) 


Y=0 (5) es (7). 


Nw ST)=0r0s2+ bsiny 
上 


V(r)=ecosstdsing, 
其 中 心包 ec 及 对 为 基 些 常数 . 通过 计算 这 些 常数 , 试 证 
TD Esine Rh TC)-Y eo 
6 试 直接 对 (2 及 J VC3) 的 级 数 展 式 进行 运算 ,以 证 题 5 中 的 两 个 公式 . 


7， 谋 多 微 分 方程 实际 上 是 化 妆 成 别 的 形式 的 贝 塞 耳 方 称 ， 央 而 它们 也 可 用 贝 塞 
开国 数 求解 ， 例 如 , 若 将 贝 赛 耳 方程 写 为 
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tw 


试 证 , 将 变量 按 zaz 及 由 =#z' 改换 {其中 q,5, 及 c 为 常数 )， 可 把 这 个 方 
程 化 为 


wt Qot a treba t (es— pe Jy—0. 
试用 由 窄 卫 函数 表示 这 个 方程 的 通 解 。 
， 试 用 题 7 的 结果 , 证 明 获 利 (Airy) 方 程 六 十 zy 二 0( 参 看 习题 27-5) 的 通 解 是 


A | 
9， 用 罗 筱 结 法 则 求 (19) 四 的 极限 , 以 证 


了 | 2 nm 2 
EA 区 yo | 


35， 贝 刻本 函数 的 性 质 
对 于 性 何 实数 2 贝 塞 耳 函 数 ya(z) 的 定义 是 


Cd 
Tn) = D'or (1) 


这 一 节 里 要 讲 这 些 函 数 的 一 些 性 质 , 那 是 在 它们 的 应 用 上 很 有 用 的 ， 
一 些 恒等式 及 函数 J :4(z)。， 首 先 考察 公式 


EL) wT) (2) 


Er) = wn(z) (3) 


为 得 出 (2), 只 要 用 x? 乘 级 数 (1) 并 微分 : 


a 3 a bd C—1)"w*tas 
Elks 2 -8p1 (R+P)L 


, (—1) "w+ 
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2 

一 2 pa 1) RT rr p(T). 
《8) 的 验证 也 相似 , 我 们 把 细节 放 在 底下 习题 1 里 让 读者 自己 去 做 ， 车 
把 (2) 及 (3) 中 的 求 导 运 算 做 出 米 ， 再 以 x2* 除 所 得 结果 ， 这 些 公式 就 


灾 为 


T(E)t ETAT) ss) (人 
及 
VCz) 一生 TCD) 二 一 Jori(z)。 (5) 
淮 将 (4) 及 (5) 权 加 并 相 践 , 则 得 、 
278(z) 一 (的 一 Jo (6) 
及 > 
E27 a ts) 07) 


有 了 这 些 公式 , 便 可 把 贝 塞 耳 函数 及 其 导数 用 其 它 贝 塞 耳 函数 来 表示 . 
(7) 的 一 个 有 趣 的 应 用 是 从 下 面 的 公式 开始 的 ; 


站 GD- 二 sine 及 14=V eoss, 
这 两 个 公式 已 在 习题 34-5 中 作出 证 明 ， 现 从 (7) 得 到 . 
.GD (2) — (7)= /之 (0) 


及 
RO AOE AC NE 
又 
1 2/ cost’, 
CO RN eeing) 
及 


T= our) 


让 
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这 类 计算 显然 可 以 无 限制 地 做 下 去 , 因而 每 一 个 象 Vw. 共 2)(m 是 个 整 


数 ) 的 贝 塞 耳 隔 数 足 初等 函数 ， 利 乌 维 得 证 明 JAz) 中 只 有 这 些 吨 数 
是 初等 随 数 器 . 
公式 (7) 的 另 一 个 应 用 见 附 录 C 的 未 尾 , 那里 可 以 看 到 怎样 用 它 得 
出 tanz 的 兰 伯 特 连 分 式 . 这 个 连 分 式 有 很 大 历史 价值 ， 因 为 它 导致 = 
不 是 有 理 数 的 第 一 个 评 明 . 
若 把 微分 法 公式 (2) 及 (3) 写 成 
人 eyeoz=ayxz)+e (9) 
及 
[eaCam= -rarr(z)+e (9) 


的 形式 , 那 末 它们 可 用 来 对 于 一 些 含 贝 塞 耳 国 数 的 简单 式 子 进行 积分 ， 
例如 , 当 了 二 1, 《8) 给 出 


[rcyzz=anG?+e (10) 


对 于 一 些 更 复杂 的 积分 ， 如 共 中 的 宕 指数 不 能 与 贝 塞 耳 函 数 的 阶 数 配 
合成 公式 (8) 和 (9) 中 那样 , 通常 必须 用 分 部 积分 法 作为 辅助 工具 . 
零点 与 只 塞 写 级 数 ， 由 习题 22-3 可 知 对 于 每 一 个 了 值 , 函数 Jr(z) 具 
有 无 穷 多 个 正 的 零点 ， 特 别 对 于 yu(z) 来 说 也 是 这 样 ， 这 函数 的 零点 
我 们 知 遵 得 很 准确 ， 许 多 数学 表 里 都 给 出 它们 的 值 ， 头 五 个 的 近似 值 
是 2.4048, 5.5201, 8.6537, i1.7915 及 14.9309; 它们 的 租 继 各 个 差分 是 
3.1153，3.1336，3.1378 及 3.1394，J,(z)》 的 家 应 正 的 零点 是 3.8317， 
7.0156, 10.1735, 13.3237 及 16.4706; 以 及 差分 3.1839，3.1579，3.1502 
及 3.1469， 注 意 这 些 差分 值 肯 定 了 习 23-1 所 要 证 明 的 事项 . 


他 ”这 项 工作 的 细节 可 在 Watson 书 的 第 四 章 中 训 了.F, Ritt“Integration in Finite 
Terms"(1948) 一 书 中 找到 ，7r 十 于 (人 这些 函 数 党 称 为 球 (坐标 ) 贝 塞 耳 函数 , 因为 它们 出 
现在 解 球 坐 标 波 忒 方程 的 问题 里 . 
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为 什么 要 这 样 关 心 va(z) 的 零点 呢 ? 因为 在 数学 分 析 里 常 需 把 所 
给 困 数 展 成 贝 寨 耳 函数 项 级 数 ， 而 有 一 类 特殊 的 展开 式 依 蚁 于 Ya(z) 
的 零点 ， 基 简单 而 又 最 有 用 的 这 一 类 展开 式 是 下 面 这 样 的 级 数 


HF) = PaarT pMat) = pt) tao oAgt) 十 (1D) 


这 里 Az) 是 定义 在 区 间 0 过 zx 系 1 上 的 函数 , 4, 是 某 个 回 定 贝 塞 耳 函数 
Ja(z)(E20) 的 正 的 零点 .我 们 取 区 间 os<<z<sl 是 为 了 简便 ,对 于 定义 
在 0 和 zss 上 的 一 个 邱 数 来 说 , 只 要 作 一 次 简单 的 变量 置换 , 都 能 使 它 
适合 下 面 所 给 出 的 -~` 切 公式 ， 这 种 展开 式 在 物理 问题 中 的 作用 ， 间 第 
24 节 及 附录 A 中 举例 说 明 的 福 氏 级 数 和 得 让 特级 数 的 作用 相似 , 那里 
所 讨论 的 问题 涉及 弦 振 动 和 球 内 温度 分 布 ， 在 附录 B 中 ， 我 用 实例 说 
明 (11) 在 求解 振动 圆 嵌 一 维 波动 方程 时 的 用 处 ， 
根据 我 们 以 往 对 福 氏 级 数 及 勒 让 特 弘 数 的 经 验 ， 可 以 料想 在 多 定 
(11) 中 的 系数 时 将 依赖 于 函数 Jo(4sz) 的 某 些 积分 性 质 ， 这 里 所 需要 
的 事实 是 
i o 车 驹 天 9 
| gw pt) Te An) ds ~ | 1 (12) 
。 省 Tw)! 者 ma 
用 第 33 节 中 所 引入 的 概念 来 说 , 这 些 公式 表明 MV zs(hz) 这 些 函 数 
在 区 间 0<x 志 1 上 下 交 .， 这 些 公 式 我 们 将 在 本 节 末 尾 证 明 ， 但 首先 我 
们 来 说 明 它们 的 用 处 . 
若 假 定 (11) 那 种 形 式 的 展开 式 是 可 能 的 , 则 用 pCinz) 去 乘 两 边 ， 
并 形式 地 逐 项 从 0 积分 到 1 再 利用 (12), 恰 出 


| aT Gadde= lon 
把 名 换 成 就 得 到 6 的 公式 如 下 


mp | zf) mdr (13) 
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ohio ent FC) 的 内 罕 字 级 数 (有 时 站 


理 ， 在 人 友 委 和 下 级 吉大 日 共 和 为 Te 外 
定理 A，( 贝 塞 耳 展开 定理 .)” 设 函数 fz) 及 1x) 在 区 间 0s<yss1 
七 至多 有 有 限 个 幅 路 间 产 点 . 如 果 0- 0<w<1， 放风 此 了 级 数 {1D 在 %* 


去 [fe +f i)]. 


我 们 自然 要 问 区 间 端 点 处 的 情形 如 何 ， 在 x=1 处 ,不管 函数 的 性 质 如 
何 ,级 数 总 收 化 于 0， 因 为 每 个 ys(4) 是 0， 著 pz>0 这 级 数 在 z=0 也 
收 煞 了 0, 面 阁 7=0 则 收效 于 J(0 二 )， 

作为 一 个 例子 ， 我 们 来 算 函 数 fC7)==1 在 区 间 0 和 z 和 1 上 以 函数 
Jo(4u2) 为 项 的 贝 塞 耳 级 数 , 这 里 的 4 应 理解 为 Jo(z) 的 正 的 零点 .这 
时 的 (13) 是 


= el TJo Asx yd, 


J ty 

由 (10) 知 

! -| 1 

fn as= [zw Ca 了 2 
故 

_ 2 
TD 

出 此 得 所 要 的 由 塞 耳 级 数 是 


2 
1 TO) (0<x<1D。 


正 交 性 的 证 明 .为 证 明 (12), 先 从 y 二 Js(z) 是 
2 
ty + (到 jp=0 


号 ”其 证 明 参 在 Watson 一 书 第 18 章 - 
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的 解 这 一 上 事 实 出 发 ， 藻 a 及 5 是 不 同 的 正 的 常数 , 则 wz)=Jslaz) 及 
愉 z) 二 Jp(bz) 满足 方程 


。 
wt +(o -到 = (0) 


及 
Di 二 他 一 要)*=% (15) 
以 ?及 * 分别 乘 二 式 并 把 所 得 结 某 相 减 , 得 到 
型 rn Jo py = hp 
遍 甸 一) + 一 光合 ) 一 (0 —0) uv 
乘 以 z 后 , 上 式 变 为 
号 [ero 一 oz 四] 一 人 一 四 E74 (16) 
将 (16) 从 z=0 积分 到 z==1, 得 到 
(bi~—a’) 人 xuvdr = [ru — Vu) J]. 
方 括号 里 的 式 子 显然 在 +=0 处 等 于 0, 而 在 区 间 的 另 一 头 财 有 uw(1) 二 = 


Tt9) 及 1) 二 J sl6)， 故 若 & 及 65 是 J(Y) 的 不 同 的 正 的 零点 加 及 
,左边 的 积分 就 等 于 0; 就 是 说 ,我 们 有 
ss Gm ToC)as=0, (17) 
这 是 (12) 的 前 半 部 分 ， | 
最 后 一 项 工作 是 计算 (17) 中 的 积分 在 m=n 时 的 慎 ， 若 以 2z?w 
乘 (14), 它 就 变 为 


232e2t 十 2zat2 + 2 一 2D22 = 0, 


即 
dr .a a _a 
全 十 功 《Ga2z2202 一 2G20u2 直人 0, 
于 是 从 x 一 0 科 分 到 x 二 1 得 到 


20: | wu dn = [emu Crm — prey C8) 
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当 z -0 峙 ， 方 括号 里 的 或 子 苦 耶 0 又 因 we(1) -aa14(a)， 故 (1i8) 给 出 
， 加 
fa Gar) dr = 17 四 全 二 (1 一 0 
若 令 56= 加 , 则 得 


| ‘pT, Oot)? ds = 7 CA): = 1 (as), 
， 3 2 


上 式 最 后 一 步 中 应 用 了 (5), 这 就 完成 了 (12) 的 证 明 . 


习 题 


1， 试 验证 公式 (3)- 

2， 试 证 jn(2 及 Jp+tz) 的 正 的 零点 彼此 交错 出 现 . 邑 在 每 个 函数 的 每 两 个 相 邻 
的 下 的 零点 之 阅 , 人 恰好 有 另 一 函数 的 个 零点 . 

3 试用 VCz) 及 Ja(z) 表 示 Vz,JA《T) 及 J (2)。 

4 若 藉 z) 定 义 如 下 : 


试 证 


< fF 
f= 可 
各 


其 中 4, 是 Jz) 的 正 的 零点 . 
5， 著 在 区 间 0<x<1 上 定义 了 (e) =z?， 试 证 它 的 Jpl4ax) 函数 项 风 塞 耳 级 数 
{其 中 4。 是 Js(z) 的 正 的 零点 ) 是 


-号 2 
TI) 


8。 用 题 5 中 的 记号 ， 试 通过 形式 计算 证 明 : 若 男 数 g(e) 在 区 间 0<*<1 上 的 性 
态 是 是 蚁 好 的 , 则 . 
| sg, (has) dz 


» 工人 sonageoar Sn 1 
#9 de Tl, 


附录 A. 勤 让 特 多 项 式 与 势 沦 


取 9(8) 2 及 2 试 由 此 推出 * 
ol 1 1 


1 
A 47 及 ET 


7。，sinz 的 正 的 零点 是 zx，27r,3x,…. 利用 题 6 的 结果 (以 及 


立 
ni 1 9 6 


n=1 


8， 试 证 , 若 按 


置换 同安 明 , 可 将 转 殊 歼 卡 提 (Riceati) 方 程 


9 By Con 
tt By =— Cx 


2)“ 
习题 3 生起 来 征明 


化 为 
du a 
-BC0r"u—0. 
车 Wm 关 一 2 试 应 用 习题 34-7 证 明 这 方程 可 用 初 竺 函数 表示 它 的 解 , 当 且 仅 当 


现 二 一 入 i(2k 十 1， 而 名 为 某 一 整数 ，( 芳 吉 一 一 2, 则 作 置 换 =v/x 后 便 把 
黎 卡 提 方 程 化 为 可 分 离 变 量 的 方程 , 它 的 解 是 初等 函数 . ) 


9. 试 证 


dy _ pe 
1 


A ) 
a) (7) 

附录 A， 勒 让 特 多 项 式 与 势 论 

车 在 点 PP … PP 处 分 间 有 质量 为 misma 


的 通 解 可 写成 


们 按 平方 反比 例 引 妃 律 产 焉 引力， 那 末 这 些 质 点 在 任 一 点 卫 处 所 产 下 
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的 位 势 〈 部 将 单位 质 寻 从 已 移 到 无 穷 远 处 反抗 这 些 质点 的 引力 所 需 的 
功 ) 是 


_Gm Gm .Gan 
V=Ept Pp,t 十 二 PP (1) 


这 里 是 引力 常数 DP， 车 点 PP， Po …, Ps 的 直角 些 标 是 《x,y, 2)， 
Cr £1) (Has Ya #2) sr Tas Yo; 40), 从 而 有 

PP=V (eo) Ty) tC) 
以 及 其 它 距 离 的 类 似 式 子 ， 则 容易 通过 汶 偏 导数 验证 这 位 势 U 满足 拉 
普 拉 斯 方程 ; 


0 (2) 
这 个 偏 微分 方程 中 并 不 含 多 质点 的 畦 殊 质 量 ， 也 不 含 它们 所 在 位 置 的 
坐标 ， 所 以 它 能 为 任何 离散 或 和 续 分 布 质点 在 真 室 中 所 产生 的 位 势 所 
请 足 ， 这 方程 党 写 为 

VU=0, (3) 

这 里 的 记号 V:( 读 如 “del 平方 *， 或 " 倒 三 角 平方 ") 只 不 过 是 代表 征 
分 算 子 ， 

+ 部 
前 一 种 简明 写法 ,函数 吕 叫 引力 位 势 ， 若 所 讨论 的 是 电 襟 为 gg …， 
gs 的 机 电 质点 , 则 它们 的 表 电 位 势 同样 具有 (1 的 形式 ,但 其 中 的 一 些 
咽 换 成 一 些 2 而 G 的 成 座 仑 常 才 , 因 笛 它 也 满足 拉 普 柱 斯 方程， 这 个 
方程 的 应 用 范围 是 如 此 之 广 ， 以 致 对 它 的 研究 自 成 其 为 分 析 中 的 一 个 
分 友 , 叫 位 势 沦 ， 与 此 有 关 的 方程 


avD= 红 


强 (4) 


网 热 (传导 ) 方 程 , 它 出 现在 热传导 问题 中 , 这 里 刀 婚 是 时 间 4 的 函数 又 
是 空间 些 标 的 函数 ， 波 动 方 和 


二 大 看 方程 21-(17). 
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vv (5) 
是 眼 振动 现象 有 关系 的 . 

我 们 简单 讲 几 杀 话 , 来 明和 这 些 方程 的 物理 窟 义 、 方 程 (5) 只 不 过 
是 我 们 早已 充分 讨论 过 的 一 维 波动 方程 24- (8) 在 三 维 情形 下 的 翻版 
到 于 拉 普 拉 斯 方程 (3), 则 可 以 看 出 它 对 于 函数 吕 所 规定 的 事 ， 类 似 于 
一 维 方程 5 全 一 0 对 的 一 元 函数 Kz》 所 规定 的 事 ， 但 后 一 方程 表明 


gz) 具 有 线性 形式 g= mz+ 可 而 对 于 每 个 这 样 的 函数 来 涪 ， 它 们 在 一 
个 区 间 中 点 的 值 等 于 在 端点 处 值 的 平均 数 。 由 (1) 显 然 可 见 , 拉 普 拉 斯 
方程 的 解 术 必 是 “9, 及 % 的 线性 函数 ， 并 且 它 们 事实 上 可 能 是 很 复杂 
的 函数 ， 然 而 , 我 们 可 以 证 明 (这 是 高 斯 发 现 的 )，(3) 的 任何 一 个 解 都 
有 这 样 独特 性 质 ， 它 在 球 心 处 的 值 等 子 它 在 球面 上 之 值 的 平均 数 . 更 
一 般 地 ， 函 数 VV 可 大 致 看 成 是 在 一 小 球面 上 的 平均 值 与 它 在 球 心 
处 的 准确 值 之 差 ， 例 如 , 车 品 表 示 立 体内 一 任意 点 处 的 温度 , 而 在 某 
点 也 处 的 VV 是 正 数 , 则 区 在 Ps 处 的 值 一 般 小 于 它 在 附近 点 处 的 值 . 
因此 可 料想 热 会 流向 P, 处 , 使 那 单 前 温度 增高 ; 而 由 于 温度 是 在 增 
高 的 ， 帮 20134 在 Po 是 正 数 ， 而 这 实质 上 就 是 热传导 方程 (4) 所 告诉 
我 们 的 ，3U /3t 与 Y 正比 且 正 负 一 样 . 车 在 整个 物体 内 温度 口述 到 
稳 恒 状态 ， 从 而 在 所 有 点 处 30 /91 = 
0% 则 =0, 我 们 又 回 到 拉 普 拉 斯 方 - 
程 的 情形 
我 们 有 时 要 用 到 杜 坐 标 (r，4 4) 
和 球 学 标 (P, 0, 内 中 VD 的 式 子 ， 这 
些 坐标 与 直 逢 坐标 ( 见 图 35) 之 阿 的 关 一 一 一 一 一 
系 如 下 : - 


w=rc0s0, Y=?sinG, ¢=2. 


及 - 图 35 


日 


二 
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x psingeos0, y-- psingd sing, a =peosg. 
通过 和 费时 然而 简 座 的 运算 、 > 发 慰 的 情形 下 


Tv a0 aa 
Vo- 于 + 二 如 + 吉 加 +3 (6) 


而 在 球 华 奈 的 情形 下 


/上 0 av 1 av 
= 点 电 (p 22 yt ， 
YY pp’ i( sds 2ging 部 (sing 六 ry 2ein2$ 20 

(7) 


每 个 学 数学 的 学 生 一 生 中 应 该 做 一 次 这 种 必要 的 运算 ， 但 也 许 做 一 次 
就 够 啦 ! 

球 内 稳 恒 温度 状态 ， 讲 这 个 例 了 的 目的 , 是 想 以 尽 可 能 简单 的 方式 ,来 
说 明 勒 让 特 多 项 式 在 解数 学 物理 中 某 些 边 值 问 题 时 的 作用 了 D. 

设 球 坐 标 系 中 有 一 半径 为 1 的 球 ， 球 心 在 原点 处 ， 设 成 面 保持 一 
特定 温度 了 (5$), 放 且 为 了 简便 起 见 , 假定 这 得 度 不 依赖 于 所 直到 热 的 
流动 使 球 内 达到 稳 生 温度 了 (P, $)， 我 们 的 问 题 是 要 求 出 温度 函数 的 
显 式 、 “ 

稳重 温度 了 满足 球 比 标 拉 普 拉 斯 方程 ;而 由 于 于 不 依赖 于 8, 故 可 
将 (7) 写 为 . 
i (9) 
为 求 (8) 在 所 给 边界 条 件 

了 (1 的) 一 了 区) 《9) 
下 的 解 , 我们 用 第 24 节 中 的 分 离 变 量 法 ; 这 就 是 求 (8) 的 形式 为 
T(p,$) =u(p)v(D) 
的 解 ， 把 这 代入 (8) 并 分 离 变量 后 ,得 到 


A 010) 


人 D 在 Lebedev< 特 殊 函 数论 ;第 八 章 中 讨论 许多 更 复 罗 的 阿 题 . 
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这 方 小 的 关 健 是 下 列 事 实 : 因 (10) 虑 左边 是 只 含 记 的 函数 ， 别 右边 是 
只 舍 4 的 函数 ,所 以 绿 一 边 必 为 常数 ， 若 用 4 上 示 这 一 党 数 (四 分 离 当 
数 ), (19) 就 分 成 两 个 常 微分 方程 


PT 2p 和合- =0 GD 
上 用 
(sind). (12) 


方程 (DD 是 欧 拉 方程 , 其 了 二 2,4= 一 X, 故 其 指数 方程 为 
m{m 一 ])+2m 一 4=0 或 wm:--m 一 A4=0. 
于 是 指数 是 于 (一 1-WT +47), 得 (11) 的 通 解 为 
wp ts Cap BE (13) 
或 
wep liop tlogp. 
为 保证 4 是 单 值 的 并 在 p=0 附近 有 界 ， 我 们 完全 抛弃 第 二 种 可 能 的 
形式 ,而 在 (19) 中 取 os 一 0 及 一 二 V4+ 十 一 w， 基 中 为 非 负 的 加 


数 ， 于 是 4 二 n(n-hP1), 故 (13) 化 为 
Wop", (1 
而 (12) 变 成 - 


Wo cos$ dy 
dp’ aing dg$ 


若 把 自 变量 从 少 变 换 为 = cost, 这 个 方程 就 变 为 
Do, (15) 
这 恰好 就 是 惑 让 特 方程 ， 根 据 问题 的 物 环 条 件 ， 函 数 ? 必 在 0<g<r 


或 者 等 价 地 在 一 1<<x* 信 1 上 有 界 ;而 从 第 32 节 ， 我 们 知道 只 有 勒 让 特 
多 项 式 Pu(z) 的 常数 借 才 是 (15) 的 具有 这 种 性 质 的 解 ， 者 把 这 个 结果 


= 十 n(n 十 1)v 一 0. 
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同 (4) 结合 , 便 知 对 于 每 个 n=0, 1, 2,…, 可 得 (8) 的 下 列 形 起 的 特 解 
onp"P, Ceosg), (16) 
这 里 mm 是 些 任意 常数 .我 们 不 可 能 指望 个 别 地 用 这 些 解 使 边界 条 件 
《9) 得 到 满足 ， 然 而 凤 于 拉 普 拉 斯 方程 是 线性 的 , 所 以 它 的 解 的 和 式 仍 
旧 是 它 的 解 , 因而 我 们 自然 会 想到 把 竺 和解 (16) 加 在 一 起 形成 无 穷 级 数 ， 
以 使 ?(p, 多 能 类 达 成 这 种 形式 


Tp,$) = Pap"P, (cosg). (17) 


no0 


现在 边界 条 件 (9) 要 求 
TD = Darkeost), 
或 者 其 等 价 形式 
了 (eos 7) -Pape). (18) 


我 们 从 第 33 节 知 道 , 若 国 数 /(cos 2 的 性 态 足够 好 , 它 就 可 展 成 (18) 
形式 的 朝 让 特级 数 , 共 中 的 系数 m 由 下 式 给 出 


=(n [| eos PCa). (19) 


车 以 这 些 m 作为 系数 , (17) 就 是 我 们 这 个 问题 的 解 . 

我 们 是 通过 相当 多 的 形式 运算 步 又 得 出 解 (17) 的 ， 所 以 应 访 措 出 
这 里 牵涉 到 纯 数 学 上 的 困难 问题 ， 而 我 们 根本 没有 提 和 到， 对 于 一 个 物 
理学 家 来 说 , 物体 表面 温度 规定 了 之 后 , 其 内 部 任 一 点 处 总 会 达到 一 个 
确定 而 唯一 的 稳重 温度 ， 这 似乎 是 很 显然 的 事 ， 但 数学 家 从 痛苦 的 经 
验 深 知 表面 上 显然 的 事 往 往 不 正确 @， 位 势 理 论 中 的 所 谓 狄 利克 雷 问 


他 在 0.D.Kellogg 的 < 位 势 理论 基础 > (“Foundations of Potential Theory”,p. 
285,1929) 由 有 一 些 相当 简 闽 的 例子 , 可 说 明 风 理 学 家 的 上 述 息 法 不 正确 ， 管 十 提出 阁 言 的 
爱 因 斯 坦 曾 说 :“ 最 惟 能 可 中 的 思想 品质 是 怀疑 显然 事物 的 能 力 .” 


go 


附录 A. 勒 让 竺 多 项 式 与 势 论 257 


通 , 要 求 产 格 证 明 在 整个 域 上 存在 `- 个 位 势 细 数 , 使 它 在 域 的 边界 上 取 
给 定 的 值 . 二 十 世纪 初 德国 大 数学 家 希 尔 柏 脱 对 于 非常 一 般 然而 有 明 
确定 义 的 边界 与 边 值 函数 艇 决 了 这 个 问题 ， 

静电 偶 极 子 位 势 ， 习 题 32-1，32-2 反 32-3 中 讨论 了 勒 让 特 多 项 式 的 


(1 20641) EP) C20) 
作为 直接 说 明 其 用 处 的 一 个 物理 例 F 
子 ， 我 们 用 它 来 求 两 个 异性 而 带 等 
电 景 & 的 点 电荷 所 产生 的 位 势 ， 车 2 A fn 
把 这 画 个 点 电荷 放 在 极 坐 标 系 里 gy 
(图 36), 则 在 合适 的 度量 单位 下 , P = 
处 的 位 势 是 图 36 
v=2-4, QD 
rT 
其 中 , 根据 余 纺 定理 ， 


r=MVTe Grcos0 及 rs 一 /天 十 时 十 297ros9 。 
当 r>6 时 , 可 用 (20) 写 出 


1 1 . 1 本 __l bd ‘ay 
rr rl—2(a/r) eos0+ (ofr Poeo0 人 人) “ 


同样 ， 


1_ 1 1 ll ~ aY. 
nr VI od a) 7 ZP.( eo) (4) 
现在 可 把 公式 (21) 写 成 
Uv-45 [PCeos0) 一 Pu 一 cos0)1( 人) 


a 


我 们 知道 ，% 次 刺 让 特 多 项 式 随 ”之 为 奇偶 面 为 纯 奇 偶 次 多 项 式 ， 因 


(22) 
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此 根据 # 之 为 奇偶 , 方 括号 里 的 式 子 将 分 别 等 于 2Pa(cos 国 或 0， 于 是 
《22) 就 变 为 


1 


v -MSP Ce0s0) (2) 


= Prteost) (8)—Ps Coos0) (DO +] {23) 


车 假定 在 7 与 4 相 比 很 大 时 可 略 去 第 一 项 之 后 的 各 项 , 并 记 住 
P(x)=7, 


则 可 从 (23) 得 出 
-aa 人 (sy 


这 就 是 物理 学 家 所 用 的 偶 极 下 位 势 的 近似 公式 ， 


附录 B， 贝 塞 耳 函数 与 振动 膜 

贝 塞 耳 函数 的 最 简单 物理 应 用 之 一 , 是 欧 拉 关 于 图 膜 振 动 的 理论 
这 里 所 谓 噶 是 均匀 风 紧 在 zy 平面 给 定 闵 册 线 内 的 多 质 柔 性 葡 片 . 若 把 
膜 稍 离 其 平衡 位 置 然 后 松 开 ， 则 因 变 形 而 产生 的 困 复 力 将 使 膜 产 上 振 
动 ， 我 们 的 问题 是 要 分 析 这 个 振动 
和 运动 方程 ， 讨 论 的 方法 同 第 24 委 关 于 扰动 纺 的 情形 类似 ; 这 就 
是 , 我 们 要 作出 一 些 使 问题 简化 的 假定 ， 以 便 写 册 一 个 微分 方程 , 并 项 
望 这 个 方程 能 相当 礁 确 地 描述 这 一 运动 ， 这 些 简化 假定 可 以 简单 概括 
为 一 旬 话 :我 们 只 考虑 自由 振动 膜 的 伍 小 振东 ， 随 着 以 后 的 讨论 ， 我 
们 可 以 看 出 这 些 假定 的 各 种 用 法 ， 

首先 假定 振动 是 如 此 之 小 ， 使 膜 的 每 一 点 只 褒 * 方向 有 和 运动 ， 而 
它 在 ! 时 的 位 移 由 菜 一 函数 *=z(z 也 幻 给 出 我们 来 考察 一 小 块 路 
它 是 由 zy 平面 上 过 点 (人 四， (x 二 Av, 四， (7 二 Az 十 A) 及 (x 十 AY) 
的 竖 直 平面 所 制 出 的 { 图 37?， 若 草 位 面积 膜 的 质量 是 mm， 那 末 这 小 块 
膜 的 质量 是 mAzAy, 于 是 由 牛顿 适 动 第 二 定律 ， 知 在 # 方向 上 作用 于 
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盏 一 六 AxAgS (1) 


当 膜 处 于 平衡 位 置 时 , 车 说 它 的 张力 等 于 常数 卫 , 那 表 示 如 下 的 物 
理 意义 : 灌 着 长 度 为 As: 的 任 一 线段 , 其 一 侧 的 膜 向 另 一 侧 施加 一 个 大 
小 为 了 As 的 力 , 其 方向 则 与 线段 相 重 直 ， 在 这 种 平衡 的 情形 下 ， 小 块 
膜 对 边 上 所 受 的 力 平行 于 wy 平面 且 互 相抵 消 , 当 腊 身 弯曲 , 如 图 37 所 
示 那 个 运动 才 那 间 的 情形 , 我 们 假定 形变 很 小 ,使 腊 上 张力 仍 是 但 
它 的 作用 方向 平行 于 膜 的 切面 ， 因 而 它 有 一 个 相当 大 小 的 垂直 方向 分 
量 ， 由 王 这 块 慌 有 曲率 ， 因 而 产生 对 边 上 的 这 些 垂直 分 量 ， 引 起 产生 
运动 的 恢复 力 . 

我 们 在 分 析 这 些 力 的 时 候 ， 假 定 记 为 48CD 的 这 块 膜 只 是 稍 有 倾 
斜 、 这 就 使 我 们 对 于 某 些小 的 角 能 用 正切 来 代替 正弦 ， 情 况 如 下 沿 
DC 及 4B 边 上 的 力 垂 直 于 « 轴 且 几乎 平行 隆 # 轴 , 它 在 = 方向 的 分 量 
很 小 ， 约 等 于 


2 ge 
TA 允 ) ZA ¥) 
"(名 a gy) 


az 9z 
(的 -的 
这 些 偏 导数 的 下 标 指明 它们 存 点 (x,y 十 AD) 及 (z, 纺 处 的 值 ， 对 BC 及 
4D 边 同 样 处 理 , 便 得 到 = 方向 的 总 力 ( 忽 上 略 所 有 其 它 外 力 ) 约 等 于 


故 其 和 为 
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2 的 的 | 的， 的 


页 (1H) 可 写 为 
(92/ 9x) 5 nx— (0/7), (g2j9y) sens (92/ dy) 
TA rr 十 于 A 2 


Og 
— mr 
若 设 @=T/m， 并 令 Ax>0 及 Agy>0， 上 式 变 为 
二 维 波动 方程. 


ER 
(3 到 2) 


读者 可 能 对 导出 方程 (2) 的 推 型 过 程 皮 感怀 疑 ， 如 果 这 样 , 那 是 不 
足 为 奇 的 ， 因 为 象 他 那样 表示 怀疑 的 人 很 多 ; 因为 对 寺 描 述 一 给 定 物 
理 系统 的 微分 方程 ， 什 么 样 的 推导 过 程 才 能 令 人 满意 ， 这 从 来 不 是 一 
个 容易 解决 的 问题 ， 而 在 波动 方程 的 情形 下 特别 难以 解决 ， 要 把 所 涉 
及 的 极限 步骤 加 以 严格 化 是 毫 无 好 处 的 ， 因 为 归根 到 底 膜 是 由 原子 组 
成 的 , 它 根本 不 是 连续 体 ， 所 以 最 合理 的 态度 也 许 就 是 接受 上 述 一 切 ， 
作为 得 出 波动 方程 这 个 数学 模型 的 合 情 论证 .然后 我 们 可 以 用 这 个 方 
程 ， 作 为 描述 “理想 膜 "的 理性 力学 中 的 一 个 公理 ， 而 这 个 方程 的 数学 
性 坊 则 也 许 能 够 也 许 不 能 名 符合 具体 膜 的 实际 性 态 @. 
园 腊 .现在 我 们 专门 来 讲 团 膜 的 情形 ， 这 时 我 们 自然 要 用 极 坐 标 并 

圆心 为 原点 .从 附录 入 的 公式 (6) 可 知 这 时 波动 方程 (2) 的 形式 是 


1 3 1 92 32 
(+ (3) 
这 里 sz 一 z(r, 上 是 极 坐 标 与 时 间 的 函数 ， 为 方便 起 见 ， 假 定 膜 半 径 
为 1 内 而 忆 的 平衡 平面 是 网 紧 在 四 7 二 1 上 的 。 于 是 我 们 的 边界 条 你 


+ 


取 


名 关于 “什么 是 合理 力学 "这 个 问题 , 请 读者 参考 C.Truesdell¢ 力 学 中 文集 > (“Essa- 
ys ip the History of Mechanics") 中 具有 真知 均 见 的 话 , PP. 334 一 340, Springer，New 
York,1968. 
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是 
2(1,0, 1) =0. 四 
我 们 的 问题 是 求 (3) 在 这 个 边界 条 件 及 其 后 将 另行 规定 的 某 些 初 始 条 
件 下 的 解 . 
应 用 标准 的 分 离 变 基 法 时 ， 我 们 先 求 下 列 形式 的 特 解 

(0 t) =u(r) (0) wt). (5) 

将 (5) 代 入 (3) 开 整理 所 得 结业 后 , 得 到 


ur), wr) (w(t) 
Wr) 7 ur) ri vO) oo wt) (6) 


由 于 (6) 式 左边 是 只 含 7 及 的 函数 ， 而 右边 是 只 含 二 的 函数 , 所 以 两 
边 必须 等 于 一 个 常数 .要 使 膜 振动 ， 包 ( 引 必 须 是 周期 函数 ; 而 (6) 的 
右边 说 明 如 要 w(t) 是 周期 函数 ， 那 个 分 离 变 量 的 常数 必须 是 个 负数 . 
因此 我 们 使 (8) 的 两 边 竺 于 一 化 (4>0)， 而 得 以 下 两 式 ; 


tot) Adanw(t) = 0 (7) 
及 
wr) Le 1 oD 
PO 全 
(7) 的 通 解 显然 是 
w(t)=0e1cosdat + ezsin Aat, (9) 
《8) 可 改写 为 
ur) Cr) 202 90) 
WT 人 9) 


在 (10) 由， 左边 是 + 的 函数 而 右边 是 6 的 函数 ， 因 此 两 边 又 必须 等 于 
一 个 常数 .但 我 们 知道 ， 平 面 上 一 点 的 极 角 数 信 可 以 相差 2 的 整数 
俏 ; 而 根据 问题 的 性 质 , 任 一 点 处 的 2 值 应 与 描述 该 点 的 4 值 无 关 . 这 
说 要 求 是 个 常数 或 者 是 个 周期 为 25 的 周期 函数 ， 考 察 (10) 的 右边 ， 
我 们 看 出 ， 卉 要 满足 这 些 条 件 ， 就 得 把 分 离 常数 写成 至 的 形式 ， 其 中 
2 一 0, 1,2,…, 于 是 (10) 就 分 成 

af9) +n 0) =0 、 (11) 
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Pap) ru + Cor nr) =0. {12) 
由于 ， 必 为 一 个 常数 或 周期 等 于 2x 的 一 个 周期 函数 ， 故 由 (11) 可 知 ， 
对 于 每 个 x， 有 

v0) =d, cosnd + dad, sainnd, (13) 

虽然 (13) 在 %=0 时 并 闽 (11) 的 道 解 。 共 次 ， 从 习题 34-7 显然 可 以 看 

内，(12) 是 形式 稍 加 改变 的 ” 阶 贝 塞 丁 函数 ， 它 县 有 一 个 有 界 的 解 

Ja0r) 以 及 一 个 线性 无 关 的 无 界 的 解 了 (47). 由 于 2 (7) 在 ?=0 附近 
必然 有 界 ， 故 得 抛弃 第 二 个 解 ， 而 写 出 

wT) =n (Ar). (14) 


现在 可 取 w(1)=0 或 

Ja(Ad)=0 {15) 
而 使 思 界 条 件 (4) 得 以 满足 、 因 此 4 所 能 取 的 值 只 洗 是 函数 .C2) 的 
正 的 零点 ， 而 我 们 从 第 35 节 知 道 J,(+) 具 有 无 穷 多 个 这 样 的 零点 . 二 
是 我 们 可 以 得 出 结论 : 根据 这 一 分 析 求 得 的 特 解 (5) 是 双重 无 穷 的 一 
批 鸥 数 


JulAr) (dicosnd + dsinng) (ccosAat + co sindat) {16) 
的 常数 售 , 共 中 n==0, 1,2,…, 而 对 于 每 一 %, 相应 的 4 是 (15) 的 正 根 . 
特 吻 初始 条 件 ， 以 上 所 讲 ， 目 的 是 为 说 明 物 理 问题 里 的 整数 阶 贝 塞 耳 
函数 是 怎样 出 来 的 , 它 也 说 明了 这 些 函 数 的 正 的 零点 的 重要 性 在 那里 . 
为 求 简化 , 我 们 把 往 后 的 讨论 限于 下 列 特 殊 情 形 : 膜 起 初 被 拉 成 为 2 二 
fr) 这 一 不 依赖 于 变量 9 的 形状 ， 然 后 在 t==0 时 从 静止 状态 松 开 . 这 
就 是 ， 我 们 给 它 外 加 初始 条 件 


z{7,0,0)=f(r) 《17) 
及 

Bz 

天 8 一 0. (18) 


现在 的 问题 是 要 确定 膜 在 其 后 任 一 时 刻 i>>0 的 形状 z (7, 6, 四. 
我 们 的 做 法 是 使 已 求 得 的 特 解 适合 所 给 初始 条 件 ， 第 一 ， 说 到 初 
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冶 形 状 不 依赖 于 9 的 那 部 分 初始 条 储 (17)， 它 意味 着 2 (9) 是 个 常数 ， 
芍 由 (13) 可 知 #=0， 若 记 yo(z) 的 正 的 零点 为 4 和, 2 …， 那 末 
刚才 指出 的 事实 就 使 (16) 那 一 批 函 数 减 少 色 
agoryCcicoshact 十 22sinAanGt)》， n=1,2, 
其 次 ， 由 (18) 可 知 cz 一 0， 这 就 使 我 们 的 特 解 只 剩 下 
TolAnr) cosAsat, R=1, 2, 
这 些 函 数 的 常数 倍 ， 到 这 时 为止 ， 我 们 还 没有 利用 这 一 事实 ; (3) 的 
一 些 解 之 和 仍 是 (3) 的 解 ， 册 此 , 我 们 现在 从 形式 上 所 能 得 到 的 最 通用 
的 解 是 无 穷 级 数 


5 一 了 auyoCMor)eos Muct. {19) 


n= 
最 后 一 步 工作 是 取 (19) 中 的 1 二 0 并 使 其 结果 等 于 f(r)， 以 求 满足 条 
件 (17): 


1 = Tawaar). 
根据 第 35 节 的 贝 塞 耳 展 下 定理 , 当 (的 性 态 足 够 好 , 月 若 系数 由 


2 1 
Gn -7 rf(r} TolAdar dr 


确定 ， 则 可 保证 了 (7) 的 级 数 展 式 成 立 ， 有 了 这 些 系数 mm，(19) 价 是 
《3) 的 这 样 一 个 形式 解 ， 它 能 满足 所 给 边界 条 件 与 初始 条 件 , 而 这 就 结 
束 了 我 们 所 讨论 的 问题 @. 
附录 C， 贝 塞 耳 函 数 的 一 些 其 他 性 质 

在 第 34 及 第 35 节 中 , 限于 篇 幅 , 我 们 没有 讲 贝 塞 耳 函数 的 一 些 理 
应 提 及 的 重要 性 质 , 因此 就 把 它们 放 在 这 个 附录 里 ， 遗 憾 的 是 , 要 使 我 
们 的 做 法 显得 完全 合理 , 还 需要 有 分 析 中 一 些 更 高 深 的 定理 , 但 这 仍 无 
损 于 这 些 结果 本 身 的 正确 考 . 


中 ”由 塞 下 函数 的 许多 其 他 应 用 还 可 在 Lebedev 一 书 第 太 章 中 找到 。 另外 可 参看 A，. 
Gray and G,B, Mathews “A Treatise on Besse} Fungti9ns and Their Applica- 
tions to Physics" :952, 
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生成 函数 ， 整 数 阶 的 贝 塞 玫 男 数 之 加 , 有 下 列 事实 作为 连 系 : 


Gam TD 


n= 


岂 于 J 了 .a(7) 二 (一 10Jn《2), 故 上 式 常 写 为 


ome 写生 2) 
为 得 出 (1), 我 们 形式 地 把 下 列 两 个 级 数 相 乘 ; 
a UW ore (一 了 ge 
& 一 之 万 2 6 -5 art + (3) 


相 乘 的 结果 是 一 个 所 谓 二 重 级 数 ， 其 各 项 是 第 一 级 数 中 的 一 项 与 第 二 
级 数 中 的 一 项 相 乘 的 一 切 可 能 有 的 乘积 . 由 于 (3) 中 每 个 级 数 都 绝对 收 
敛 , 故 可 断言 这 个 二 重 级 数 收敛 于 它 的 合适 的 和 , 而 不 管 其 各 项 的 排列 
次 序 如 何 ， 对 于 每 一 固定 的 整数 8 六 0， 在 恰好 当 j=9+ 时 ， 可 得 出 
二 重 级 数 中 含 大 的 一 个 项 ; 而 当 我 们 把 所 有 可 能 的 天 值 都 算 进 去 之 后 ， 
如 的 总 系数 是 


gt 1) /te 
Toi kr 2 -之 和 下 而 1 


=Ja7). 
同样 ， 在 答 好 当世 一 2 二 时 可 出 现 信 六?(z 关 贡 的 一 项 , 故 1* 的 总 系 
数 是 


lr Di 1 (of) tn 
SE mi Dt 


=(—D"J(z), 


1=0 


对 于 (1) 的 证 明 就 此 完毕 . 
从 (2) 可 得 出 一 个 简章 的 结论 加 法 公式 


Tet = HL T2719). (4) 


[eee 
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为 证 明 此 式 ， 首 先 注 意 


ED/ e901 elet/al ts 


= Drtyt". 


但 左边 两 个 指数 的 数 的 乘积 又 等 于 


评 zeoo| 三 woo] 


了 = 站 


= | Er le, 


mel Ee 


于 是 车 使 以 上 两 式 中 "的 系数 彼此 相等 , 便 立 即 可 以 得 出 (4). 当 %=0 
时 , (4) 可 写 为 


Tst = DT (rT) ay) 


Rs 


= FE A) + DET 
B= 天 一 1 
EACGIAORD MRA OE TRA A 


=JoDT ND) F227 (6y), 
b=1 ， 


az 十 及 一 JoCz)yo( 拉 一 27 2) (9) (5) 
人 +2) (PD) ~ 


车 将 8 换 成 一 z,， 并 利用 如 之 奇偶 决定 Ja(7?) 之 为 纯 奇 教 次 或 纯 侦 数 次 
震 这 一 囊 实 , 则 自 (5? 可 得 出 一 个 很 妙 的 全 等 式 
1=J0(7) +127 7) +2 (r+, (8) 
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这 说 明 , jyn(zD1 生 1 而 对 于 we 2 17) 所 1M 2. 
贝 塞 耳 积 分 公式 ， 当 1--e* 时 ,(2) 太 边 的 指数 变 为 


i 
=izsing, 


是 (2) 本 身 就 变 为 


erin = 57 Ts)em, (7) 


由 于 eissint= cos (ysinf) 二 isin (wsing) 以 及 ei" 二 cosp0 十 tb3innB, 均 
若 使 (7) 两 边 的 实 部 与 虚 部 各 自 相 等 , 则 得 


cos (zaing) = pl T(z) cosnd (8) 
及 
sin (rsin 们 一 Jar)sinngd. (9) 


现 车 利用 J_,(2)=( 一 1)"J(x), cos{ 一 m9) 二 cosn0， 及 sin( 一 08) = 
一 sinn6 这 些 关系 式 ; 则 (8) 及 (9) 变 为 


cos (ssin0) =J(£) 125s) eos2ng 《10) 
及 
sin (zsing)=27o (zsin(2n 一 D6， GD) 


作为 (10) 的 一 个 特例 , 我 们 指出 6=0 时 可 得 有 意义 的 级 数 
1=J02) F272 +22) + 
又 ,车 在 (10) 及 (11) 中 取 9=x/2, 则 得 公式 
eost=Jo(7)—2T(s) + 2 (r)— 
及 
sint =2J (7)—2Js(7) 27s(F)— 
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这 又 一 次 表明 了 贝 塞 耳 函数 与 三 角 蝎 数 之 加 的 密切 连 系 . 
(8) 和 《9) 的 最 重要 的 应 几 在 十 它 可 以 证 明 贝 塞 入 积分 公式 


Tz) = eo (n0— zsinO) dg. 12) 
为 证 此 式 , 以 cosmd 乘 (8), 以 sin mb 乘 (9), 然后 相 加 , 得 到 


coa (CI 一 23in 0) 一 立 Vr) eos (m—n) 0d. 


当 两 边 都 从 6 一 0 积分 到 6 一 .看 边 化 为 wJat2), 于 是 把 % 换 成 后 便 
得 (12) 式 、 贝 塞 耳 企 他 的 天 文 工 作 中 磁 到 这 种 积分 形式 的 函数 J(2) 
并 根据 这 种 形式 椎 册 了 它 的 许多 性 质 
一 些 连 分 式 ， 若 将 35-(7) 中 的 恒等式 写 为 

J 7)=20 2) Is (2), 


然后 以 Ta(z ) 除 之 ,得 至 


Ja-i(z)_ 2D 1 
Sz) wo TA te) 


著 再 把 这 公式 用 于 右边 第 二 项 的 分 苹 ( 以 P+1 代替 了 ), 并 继续 不 断 地 
这 样 做 下 去 ， 便 得 出 


Tort) 22 1 
Ji] x 2+2 1 
2 2pi4™ 


到 


”这 是 比 Jo-1《#)1J sz) 的 无 穷 连 分 式 展开 并 ， 我 们 不 能 在 这 里 考察 这 


种 展开 式 的 理论 ， 然 而 值得 指出 的 是 , 车 了 二 去 ， 则 自习 题 34-5 可 知 
TC7)/J3(7) 二 cotz, 故 


名 要 了 解 贝 罕 耳 原来 闭 个 问题 ， 可 参看 Gray and Mathews 一 书 中 的 叙述 ，pp。 
4 一 7 
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4 


lan 


w 
这 个 连 分 式 是 兰 伯 特 (Lambert) 于 1761 年 发 现 的 , 他 以 此 来 证 明 xw 是 
无 理 数 ， 他 的 推理 方式 是 这 样 的 ， 省 zx 是 个 非 0 的 有 理 数 ， 则 此 连 分 
数 的 形式 说 明 tan x 不 可 能 是 有 理 数 ; 然而 tanx/4=1, 故 zx/4 与 5 都 
不 是 有 理 数 . 兰 伯 特 论证 中 的 一 些小 组 漏 在 大 约 30 年 之 后 为 动 证 特 所 
补正 . 
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36， 微 分 方程 组 概 说 


个 联 立 的 一 阶 微分 方程 的 方程 组 是 分 析 的 基本 概念 之 一 . 车 
YZ), Ya(5) ,ya(Y) 是 一 个 自 变量 x 的 未 知 函 数 , 则 在 我 们 所 慨 研 究 
的 最 一 般 的 方程 组 中 , 它们 的 导数 后 ,8 …，9 是 以 2 及 9s， 
的 显 函 数 形式 给 出 的 : 

F=f Cr, ,2s Ya) 


9 fC, 1 #2 gm Cn 


Fn = fa 1 Ya, "1, Yn). 
在 许多 科学 问题 中 很 自然 地 会 出 现 微分 方程 组 ， 在 下 面 的 例子 中 ， 我 
们 将 看 到 它们 是 怎样 出 现在 有 几 个 自由 嵌 的 动力 系统 中 , 并 在 第 39 节 
中 ， 我 们 将 用 它们 来 分 析 由 相互 制约 的 不 同类 动物 组 成 的 简 革 生物 集 
国 + 
从 数学 上 讲 , 研究 方程 组 的 一 个 重 机 的 原因 , 是 由 于 单独 一 个 4 阶 
方程 


yf ,oy 1) (2) 
党 可 看 作 是 (1) 的 一 个 特殊 情形 为 此 , 可 令 
i= 加 一 基 人 (3) 
并 注意 (2) 等 价 于 下 列 方程 组 - 
#1! =¥2, 


(4) 


gn =f (2, 1 Ya, "1 gn) 
而 这 显然 是 (1) 的 一 个 特 俩 ， 我 们 说 (2) 与 (4) 等 价 ， 意 思 是 : 若 y (5) 
是 方程 (2) 的 一 个 解 , 则 由 (3) 所 规定 的 函数 六.(z)，yz(Z),…，yn《*) 满 
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电 (4); 反之 ,车 如 (7),Y2(7),…, Yn(7) 满 足 (4), 则 8 (7z) 二 六 (7) 是 (2) 
的 一 个 解 . 

把 一 个 % 阶 方程 这 样 化 成 个 一 阶 方程 的 方 各 组 后 有 好 些 好 处 . 
例如 ， 我 们 试 斌 方程 姐 (1) 和 方程 (2) 米 考察 它 们 的 存在 和 唯一 性 基本 
定理 之 间 的 联系 . 

车 选取 一 固定 点 z=xo, 并 注意 指定 未 知 的 数 的 值 

3 《20) 一 人 ga (2o) 一 Go， Ya (W0) 一 Go 《5) 
使 函数 扩 , 产 …… 访 能 有 定 又 , 则 (1) 就 给 出 扩 (zo)， 狂 (zo)， gs(zo) 
这 些 导数 之 值 ， 这 一 情况 与 第 2 节 所 讨论 的 类 似 之 处 ， 引 起 我 们 提出 
类 似 毕 卡 定理 的 下 述 命 题 : 
定理 A， 设 函数 fi, fz,…, 及 其 偏 旺 数 3 128，…，37 /ago，…， 
31w/3g ,113 加 在 (ogg …， 加) 空间 一 个 域 吾 上 连续 若 (zo， 
9， go Go) 是 吾 的 一 个 内 点 ， 则 方程 组 (1) 具 有 满足 初始 条 件 (5 的 只 
一 的 解 加 (Z) (2), BCZ)- 

我 们 不 拟 证 明 这 个 定理 ， 只 是 指出 , 当 准 备 好 适当 的 基础 之 后 , 它 
的 证 法 同 第 十 一 章 中 毕 卡 定理 的 证 明 完 全 一 样 ， 又 由 于 上 述 那 种 互相 
转化 的 关系 ， 定 理 AA 也 把 基于 方程 (2) 的 下 述 相应 定理 作为 其 特例 包 
括 在 内 . 
定理 了 设 函 数 了 及 其 偏 导数 9f/3y, 3f /9y'，…，9f/9y" 在 (x,g， 


ge 汶 空 间 的 域 有 上 连续 革 (20) 6 th oa) 是 书 的 一 个 内 点 ， 


屿 各 C) 有 有 页 和 站 和 件 ， Lo = GY (10) 一 aa YO YF0) = 


作为 说 明 商 阶 方程 化 成 一 阶 方程 组 后 有 什么 好 处 的 另 一 个 例子 ， 
我 们 来 考察 古典 力学 中 著名 的 % 体 问题 . 

设 有 % 个 质量 为 mr; 的 质点 分 别 位 于 (x., yi, sz 处 ， 并 假定 它们 按 
和 牛顿 引力 定律 互相 吸引 。 若 7; 是 mi 与 m; 问 的 距离 ， 6 是 它们 的 连 
线 与 正 ? 辆 的 夹 角 〈 图 38)， 则 mm; 作用 于 m; 上 的 为 在 zx 方向 的 分 量 


是 


36， 微 分 方程 经 概 说 2 


Ty 
A 


站 


图 38 


Gmemy og mm (vs— re) 
ri 他 
四 


其 申 G 是 引力 常数 ， 由 于 对 一 切 .j= 和 这 些 分 其 之 和 等 所 mat 
d#?), 鼓 得 # 个 二 阶 微分 方程 ， 
dw, TG Ts, 


dt py TI = 
并 类 似 地 有 
i- 三 人 3 ， 
-及 
8 — 6 ER } ~ 


La 让 和 的 
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度 (到 各 未 知 函 数 企 肯 “时刻 1= 二 的 值 ) 已 经 给 定 ， 生 藻 各 质点 并 不 
互 挤 ( 意 即 7i; 这 些 数 不 等 于 4 )， 则 各 质点 在 此 后 的 位 置 和 速度 都 唯 
一 和 确定， 这 一 结论 曾 是 那 在 哲学 上 一 度 殉 行 的 机 械 确 定论 所 产生 的 背 
景 , 而 根据 机 械 确 定论 ， 字 宙 只 不 过 是 个 无 比 庞大 的 机 器 , 它 的 未 来 状 
态 由 它 侍 任 一 时 刻 的 给 定 状态 无 容 置 辩 地 决定 吕 ， 


习 是 
1 试 将 下 列 微分 方程 换 成 等 价 的 一 价 微分 方 稳 组 ; 


2， 若 质量 吕 的 粒子 华科 平面 运 动 , 它 的 运动 方程 是 


QT Oy 
ma fh ht 


共 中 了 及 9 是 作用 了 粒子 上 的 力 药 z 分 量 及 # 分量 、 试 将 此 二 阶 微分 方程 组 
改换 成 形式 如 (1) 的 四 个 一 阶 方程 的 等 价 组 


37。 线 性 方程 组 


为 便于 讲解 并 使 其 头绪 清楚 ， 本 章 以 后 部 分 将 只 限于 讨论 两 个 来 
知 函 数 的 一 防 方 程 组 , 其 形式 为 
罕 = Pd 2 的 
a (1) 
Gtr, 8). 


左边 的 花 括号 是 为 了 强调 指出 这 两 个 方程 是 连 系 在 一 起 的 ， 至 于 到 字 


@ 这 霜 况 点 使 全 斯 天 十 (Sir James Jeans) 把 字 涛 定义 为 “6 个 联 立 微分 方程 的 自 
行 共 解 太 程 组 ,其 中 放 是 艾 芽 蛋 (Eddington) 数 ." 光 丁 顿 和 指出 《其 协 意 超 过 科学 真实 性 ) 
字 宙 中 质点 的 总 数 是 
N= x X22", 


读者 可 参阅 Jeans 著 * 天 文 世界 >(*The Astronomical Horizon”, Oxford University Pr 
easy 1945) 一 书 , 或 Eddington 著 < 彩 胀 中 的 字 宙 >(“The Expanding Universe”, Cambri- 
dge University Press, London, 1952). 
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母 二 为 自 变量 取 z 及 为 因 变 显 是 在 这 种 情形 下 的 通常 习惯 ， 其 型 由 
往 下 可 以 知道 . 
在 本 节 及 下 一 节 中 , 我 们 还 避 进 一 步 加 以 限制 ， 即 专门 讨论 线性 方 
程 组 ， 其 形式 为 


-tro yt) 
ay (2) 
d= tet ba ty fa ty 
在 现在 进行 的 讨论 里 以 及 在 往 下 所 氢 述 的 定理 中 , 我 们 假定 函数 9:(D， 
Bt), 及 f(t)Gi=1,2) 在 t 轴 的 某 个 闭 区 间 [a，5] 上 连续 若 了 (2) 
及 了 人) 昼 竺 于 0， 方程 组 (2) 就 叫 艇 齐 次 的 ; 否则 就 岂非 齐 次 的 (2) 
在 [9,51 上 的 一 个 解 当然 是 在 整个 区 候 上 满足 方程 (2) 的 两 个 销 数 x(t》 
及 Y(t)， 我 们 将 把 这 样 一 个 解 写成 如 下 形式 : 
fe 
yy(t). 
这 样 , 我 们 易于 验证 ( 常 系数 ) 齐 次 线性 方程 组 
yy 
(3) 
Barty 


在 任何 六 区 间 上 有 两 个 解 
T= et Xe 
:{ 及 | (4) 
y 


一 6 3 一 2821. 
现在 我 们 概要 讲 一 下 线性 方程 组 (2) 的 一 般 理 论 ， 我 们 将 看 到 , 这 

一 理论 同 第 14 及 15 节 记 描述 的 二 阶 线性 方程 理论 非常 相 岂 我 们 车 
叙述 基本 的 存在 与 唯一 性 定理 , 其 证 明 在 第 十 一 章 中 给 出 . 
定理 A， 省 4 是 区 间 Im 的 任 一 点 且 关 及 w 是 任 间 的 玫 ， 凤 在 
个 [we 的 上, (2) 且 有 且 仅 有 一个 多 

0 

y=yt), 
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以 使 z (in) 一 加 及 引 (加 ) 一 加 
我 们 的 第 二 步 是 研究 齐 次 方程 组 


a et bt)y 

加 (5) 

-a tbat)y 
(这 是 外 (2) 中 去 掉 了 1(t) 及 疡 (t) 而 得 出 的 ) 的 解 的 结构 ， 显 然 ，(5) 
可 以 被 一 个 所 谓 开 几 解 所 满足 ， 这 就 是 指 3(t) 及 y(t) 都 惜 竺 于.0 的 
种 解 。 我 们 之 借以 得 出 更 有 用 的 解 , 主要 工具 是 下 述 定理 ， 


CE] 


Ea 


” 定理 B， 若 齐 次 方程 组 (5) 在 [c, 5] 上 有 两 个 解 


r=2 (Ct) 2=Xa(t) 
by “ 和 -ee 《9 
划 
0 (0) 
yoy(i)t+ eya(t) 


是 [a5] 上 的 一 个 解 ， 共 中 co, 及 为 任何 常数 。 
证 胃 ， 这 个 证 明 步 骂 不 过 是 例 行 的 验算 ， 留 待 读者 自己 去 做 。 
(7) 这 个 解 是 由 (6) 中 的 两 个 解 得 出 的 , 它 是 由 61 乘 第 一 个 解 c: 乘 
第 二 个 解 后 相 加 而 得 出 的 ; 因此 (7) 叫 做 (6) 中 沽 个 解 的 线性 组 合 . 利 
用 这 个 术语 , 便 可 把 定理 也 重新 氢 述 为 : 齐 次 方程 组 (5) 的 两 个 解 的 任 
何 线性 组合 仍 是 一 个 解 ， 于 是 (3) 具 有 一 个 解 为 
X= C6! Ce 
和 ‘(8) 
其 中 o 及 02 为 任意 选取 的 常数 ， 
我 们 必须 解决 的 第 二 个 问题 是 : (7) 是 否 包含 了 (5) 在 [4,5] 上 的 所 
有 的 解 , 即 它 是 否 为 (5) 在 [a,5] 的 通 解 ， 根 据 定理 A， 车 可 把 (7) 中 
前 常数 c, 及 cs 这样 选取 , 使 它 能 满足 [a, 5] 的 任 一 点 如 处 的 任意 条 件 
z(to) 一 mm 及 3 (to) = 加 , 则 (7) 将 是 通 解 ， 或 者 ,等 价 地 说 ， 若 以 ci 及 
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oz 为 未 知 数 的 线性 代数 方程 组 
Gym (bo) + Cpe (#0) 一 2 


Gig {to) + aya (0) = yn 
对 于 [e, 的 的 每 一 个 如 以 及 每 两 个 数 ma 及 加 都 可 解 , 则 (7) 是 道 和 解 . 而 
根据 行列 式 的 初等 理论 , 这 企 系 数 行列 式 
mt) walt) 
i) yat) 
在 区 间 [6,5]]: 不 等 于 0 时 是 可 能 的 ， 这 个 行列 式 岂 (6) 的 两 个 解 的 朗 
氏 式 (参看 习题 4), 而 以 上 所 讲 就 证 明了 下 述 定 理 . 
定理 CC、 若 齐 次 方程 组 (5) 的 两 个 解 (6) 具 有 在 Las，58] 上 不 等 于 0 的 大 
氏 式 环 () 如 (7) 是 (5) 在 该 区 间 上 的 通 解 . 
从 这 个 定理 可 知 (8) 是 (3) 在 任何 闭 区 间 上 的 通 解 , 因为 (4) 中 两 个 解 的 
朗 氏 式 


W(t)= 


et e 
est 282: 
决 不 会 等 于 0. 下 如 这 个 例子 所 提示 给 我 们 的 , 两 个 解 的 遍 民 式 多 (2) 
之 是 否 为 零 并 不 依赖 于 t 的 选取 ， 这 一 点 很 和 值 得 知道 ， 现 把 它 正式 陈 
述 为 


WD)= =e" 


证 明 ， 从 简单 的 计算 可 知 玉 (#) 满 足 一 阶 微分 方程 


to) Fh) IW, (9) 
由 此 知 

WO =60l ， (10) 
共 中 e 为 某 一 常数 。 由 士 (10) 的 一 个 因子 指数 函数 在 [6，5] 上 决 不 会 
等 于 0, 定理 的 结论 就 很 显然 了 . 


定理 C 足以 用 来 验证 (7) 是 (5) 的 通 解 ， 只 和 要 证 明 两 个 解 (6) 的 朗 
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开 式 W(t) 不 锋 十 0 就 行 了 ， 现 再 讲 一 个 更 直接 而 方便 的 检验 法 . 
两 个 解 (6) 说 是 在 [q 5] 上 线性 相关 的 ， 共 其 中 之 一 是 昂 一 个 的 党 

数 俏 , 也 就 是 , 若 对 于 某 个 常数 让 以 及 Fa, 里 的 所 有 5， 有 
z(t)=hrat) rt)= kr(t) 
byl) gt)=ky(t); 

并 且说 它们 是 线性 无关 的 , 若 它 们 之 中 那 一 个 他 不 是 另 一 个 的 常数 们 . 

线性 相关 显然 相当 于 下 面 的 条 件 : 存在 两 个 不 全 等 于 零 的 常数 01 及 cs 

使 得 对 于 [6, 51 里 的 一 切 + 有 


Cmt)+ comat)=0 


Ct)t ey (t)=0, 01D 
现在 我 们 有 下 面 的 定理 , 
定理 E、 苛 齐 次 方程 组 (5) 的 两 个 解 (6) 在 [w% 8] 上 线性 无 关 ， 则 (7) 是 
《5) 在 这 区 间 上 的 通 解 . 


证 明 . 由 于 定理 C 及 D, 现 上 只 要 证 明 两 个 解 (6 ?为 线性 相关 ， 当 且 仅 当 
它们 的 朗 氏 式 焉 (t) 重 等 于 0、 先 假定 它们 线性 相关 , 因而 有 
rt)=kr ty 
g(t) =kya(t). 
于 是 对 于 La,b] 里 的 一 切 1 有 
mt) waAt)| [ert) zat) 
gt) get)| lyst) yt) 
=kvat tga i)— krat)y(t)=0. 
如 果 常 数 记 在 方程 (12) 的 另 一 侧 ， 同 样 的 论证 仍然 照旧 有 效 ， 现 在 假 
定 W(+) 恒 等 于 0 而 来 证 明 两 个 解 (6) 按 方程 (11) 的 意义 线性 相关 , 设 
to 是 [4,58] 里 一 个 定点 ， 由 于 政 (to) 一 0, 线性 代数 方程 组 
em (#0) + cate to) =0 
Cg1 (to0) + coga(t0) 一 0 
其 有 不 爹 为 0 的 解 cb cx， 十 是 (5) 的 由 


(12) 


W(t)= 
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全 cmt) +t car t) (13) 
y=e(t) | eya(t) 
所 给 出 的 解 ， 等 于 二 处 的 平凡 和 解 ， 现 根据 定理 A 的 唯一 性 部 分 ， 可 知 
(13) 在 整个 区 间 [w, 8 上 必 等 于 平凡 解 ,于 是 (11? 成 立 * 定 理 证 毕 . 
这 个 检验 法 的 优点 是 :在 有 些 特定 问题 里 , (5) 的 两 个 解 是 否 线性 
相关 往往 是 一 腿 就 能 看 出 来 的 事 . 
现在 回 到 非 齐 次 方程 组 (2), 并 以 下 述 定理 来 结束 我 们 的 讨论 ， 
定理 下 ， 车 者 次 方程 组 (5) 的 两 个 解 (6) 在 [a, 51 上 线性 无 关 , 且 者 
{= z(t) 
y=y(t) 
是 (2) 在 该 区 间 上 的 任 - 特 解 , 则 
i 生 - euzi(t 十 coxa t)+ rt) 
y=o(t) tea t)t y(t) 
是 (2) 在 [e,5] 上 的 通 解 
证 明 ， 这 里 只 要 证 明 ; 车 


(14) 


人 
y=y(t) 
是 (2) 的 任 一 解 , 则 ， 
0 
y=(t) y(t) 
是 (5) 的 一 个 解 。 这 事 留 给 读者 去 做 . - 

上 述 对 线性 方程 组 (2) 的 处 理 方法 , 说 明 尼 的 通 解 (14) 可 以 息 样 从 
比较 简单 的 部 分 构成 ， 但 怎 料 能 找 出 这 些 部 分 呢 ? 遗憾 的 是 ， 正 如 在 
二 阶 线性 方程 的 情形 一 样 ,并 没有 什么 万 无 一 失 的 通用 方法 .下 一 节 里 
我 们 要 讨论 这 个 问题 可 得 到 解决 的 一 个 重要 畦 殊 情 形 ， 当 系数 a:(1) 
及 Bt 人 一 1 2) 为 常数 时 的 情形 

习 
1， 求 证 定理 B. 
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2， 试 完成 定理 下 的 证 盟 ， 
3 试验 证 方程 (9). ~。 
4， 设 : 阶 线 性 方程 


dr, peiy dx 
~ + 0 {4) 
已 化 为 方程 组 
dr 
mY 
ay 《+ 
a Or PY. 
车 z(t) 及 za( 引 是 方程 (+) 的 解 , 且 壤 
fF (2) DD 
= (4) ¥— y(t} 
是 (4*} 的 相应 的 解 , 试 证 前 者 按 第 15 节 所 齐 的 前 摊 式 丛 好 就 是 后 者 按 本 季 所 
讲 的 朗 氏 式 . 
5，2， 试 证 


人 


ye 
是 下 列 齐 次 方程 组 的 解 : 
dr 
Ee 


EE 
at 


b. 试用 两 种 方法 证 明 (a) 中 所 给 解 在 每 一 闭 区 癌 上 线性 无 关 ， 并 写 出 这 个 方 
5 求 这 个 方程 组 的 转 解 ~ 
[i 
y=y(t) 
使 它 适合 #(0) ==5 及 #0) 二 1 
6. a， 试 证 
fe 
Y=3et 
是 下 列 齐 次 方程 组 的 解 : 
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ar 


dz _ 
本 一 2 
时 

2 一 3z 二 2 
下 322 


b， 试 用 两 种 方法 证 明 (a) 中 所 给 方程 组 的 解 在 得 个 闭 区 疗 上 线性 无 关 ， 并 写 
出 这 方程 组 的 通 解 . 
<， 试 证 


是 非 齐 次 方程 组 
dr 2 
天 = Ww 二 29 十 tt 一 J 
和 一 ty 3t—2 


的 一 个 特 解 ,并 写 出 这 个 方程 组 的 道 解 . 
7， 试 接 下 述 步 又 , 求 出 题 6 中 所 给 出 的 齐 次 方程 组 的 解 。 
a。 把 第 一 个 方程 对 + 微分 并 消去 六 
b- 把 第 二 个 方程 对 微分 并 消去 *. 
8， 用 题 7 所 提示 的 方法 求 方程 组 


dx _ 
Ee 
dy 
a 
9 8。 求 方程 组 
az - 
le 
dy 
zi 
的 通 解 ， 


Db， 试 还, 由 (ay 中 的 方程 组 得 出 的 任 一 二 阶 方程 并 不 称 价 于 此 方程 组 , 意 即 二 
阶 方程 的 有 一 些 解 划 不 属于 方程 组 的 解 , 因此 ,虽然 高 阶 方程 等 价 于 方程 
组 , 但 方程 组 并 不 等 价 于 高 阶 方程 , 故 方 垂 组 是 更 为 一 般 性 的 . 


280 第 七 章 “ 一 阶 方 称 组 


38。 常 系数 齐 次 线性 方程 组 
现在 我 们 可 以 给 出 简单 方程 组 


才 =aetby 
: (1) 


a 
rt by 


(其 中 ,Bb 及 Go，5; 是 给 定常 数 ) 的 完全 显 式 解 了 .上 节 末 一 些 习 题 
里 的 做 法 常 可 应 用 到 这 种 方程 上 微分 一 个 方程 , 消去 一 个 因 变 其 , 求 
解 所 得 的 一 阶 线性 方程 。 替 在 所 要 讲 的 方法 则 依据 于 直接 从 所 给 方程 
组 作出 丽 个 线性 无 关 的 解 . 
如 果 利 用 指数 函数 的 导数 等 于 其 本 身 常数 倍 这 一 事实 , 那 就 (正如 
在 第 17 节 中 那样 ) 自然 会 按 
华人 
y= Be™ 

这 种 形式 来 求 (1) 的 解 . 把 (2) 代 人 (1), 得 到 

Ame™'=a,Ae™' tb,Be™ 

Bme™'=aAe™ -baBe™'s; 
除 以 em 后 ,得 出 关于 未 知 数 4 及 妃 的 线性 代数 方程 

(mi—m)ATbB=0 . 

Gd (bs—n)B=0. 
(8) 显然 具有 平凡 解 4= 刁 =0， 这 就 使 (2)》 成 为 (1) 的 平凡 解 . 由 于 我 
们 要 找 (1) 的 非 平凡 解 , 所 以 这 对 我 们 毫 无 帮助 ， 然 而 , 我 们 知道 (3) 在 
下 列 条 件 下 具有 非 0 解 : 当 它 的 系数 行列 式 等 于 0, 也 就 是 当 
i Bb! - 
. Ca ba—m 
行列 式 展开 后 , 得 名 的 二 次 方程 ， 

m2— (+B) mt (qbs— 6d) 一 0. (4) 


(2) 


(3) 


= 
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仿照 以 前 所 讲 的 ， 我 们 把 (4) 叫 做 方 积 组 (1) 的 辅助 方程 ， 设 ml 及 
是 (4) 的 根 ， 车 以 ma 代 (3) 中 的 如， 如 知 可 得 方程 内 有 一 个 非 平 几 解 


4 Bi 故 
区 2 
8 一 Be 
是 方程 组 (1 ) 的 一 个 非 平 凡 解 ， 对 ms 作 同 样 处 理 ， 得 另 一 个 非 平 有 
2 
y= Boe™!. 


《6) 


为 使 我 们 能 肯定 知道 所 得 的 是 两 个 线性 无 关 解 (因而 得 出 通 解 )， 必 须 


考察 mi 及 ms 的 三 种 可 能 的 情形 . 


不 同 实 根 ， 当 m; 及 ma 是 不 同 实 很 时 ， 则 易 见 (5) 与 6) 是 线性 无 关 的 


(何故 ?) 于 是 
P=Cde™ i eAre™! 
多 一 Be 十 0aBaen 
是 (1) 的 通 解 , 
例 1， 在 方程 组 
罕 -*3 
= 


的 情形 下 , (3) 是 
(1—m)4+B=0 
44+(—2—m)B=0. 
这 里 的 辅助 方程 是 
mm 一 6=0 或 (m3)(m 一 2)=0, 
喜 mm! 及 声 分 别 为 一 3 及 2. 取 坝 = 一 3,(9) 变 为 
44+B=0 
， 4.4 十 百 一 0. 
这 个 方程 组 的 一 个 简单 的 非 平凡 解 是 4=1, B= 一 4 故 得 


(7) 


《8) 


(9) 
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和 
y= de 
作为 (8) 的 一 个 非 平 几 解 ， 取 %…2, (9) 变 为 
—A1+-B8=0 
44—4B=0, 
一 个 简单 的 非 平 几 解 是 4=1,B=1， 这 使 我 们 得 出 
人 


《10) 


(11) 


y=e* 
作为 (8) 的 另 一 个 解 ， 由 于 (10) 及 (1D) 显 然 线性 无 关 , 故 
= Ce tt cerr 
i eet one (2 
是 (8) 的 通 解 . 
不 同 的 复 根 ， 若 mm! 及 ms 是 不 同 的 复数 , 则 它们 可 写 为 @ 士 记 的 形式 ， 
其 中 4 及 是 实数 县 5 天 0， 这 时 可 料想 从 (3) 得 出 的 4 及 如 等 数 也 是 
复数 ,于 是 有 两 个 线性 无 关 解 
dyeatiot w= Ate io) 
然而 这 些 是 复数 解 ,为 得 出 实 值 解 , 我 们 按 下 尘 来 做， 车 把 数 入 及 BY 
表示 为 标准 形式 4 二 4 + i4s, B? 二 Bi 十 iBo, 并 利用 欧 拉 公式 17-(7)， 
则 《13) 中 的 第 一 个 解 可 写 为 
人 (A tids)e"'(cosht tisindt) 
y= (B+iB,)e"'(cosbt isinbt) 


(13) 


天 
" LC eondt hatindt) + HCAr snd Ascend) dw 
y=0"E (Bcosbt — Basinbt) +i(Bisinbt| Bscosbt) 1. 
容易 看 出 , 车 有 两 个 复 慎 函 数 是 实 系数 方 程 (1) 的 解 ， 则 它们 的 两 个 实 
部 和 两 个 虚 部 是 实 值 的 解 ， 由 此 可 知 从 (14) 能 得 出 两 个 实 值 解 
fbi) 


“(15) 
y=é"'(B cosbt — Basinbt) 
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f sinbt -A,cosbt) 
y=e"'(Bysinbdt + Bacosbt) 
可 以 证 明 这 两 个 解 线性 光 关 (我 们 在 习题 3 里 要 求 读者 证 明 它 )， 鼓 这 
时 的 通 解 是 


(16) 


r=e"Te (A cosbt — Asinbt) 
“hoalAsinbt| Ascosbt)] 
et ] (17) 
y=e°[¢. (Becosbt— B,sinbt) 
-Fes(Bisinbt+ Bacosbt)]. 
出 于 通 解 已 得 出 , 故 无 需 泊 考 虞 (13) 中 的 第 二 个 解 . 
相等 的 实 根 ， 当 ml 及 光 。 有 相间 的 值 吕 时 ，(5) 及 C6) 并 非 线性 无 关 ， 
丁 是 我 们 实质 上 只 有 一 个 解 


fe 
y=Be™, 
我 们 从 第 17 节 里 的 经 验 使 我 们 想 去 找 证 列 形式 的 第 二 个 线性 无 关 的 
解 : 


(18) 


失 
y: Bte™. 
可 惜 事情 并 不 这 么 简单 , 而 实际 上 我 们 必须 按 形式 
w= (A Aot)e™ 
- Bit Bi)e™ 09) 
来 求 第 二 个 解 ， 故 通 解 是 
X=eAe™'+od(di +t At)e™ (20) 


y=cBe™w te (B+ Bt)e™D 


外 ”这 命题 的 星 一 例外 发 生 在 a 一 bi 一 6 及 04 一 5 一 0 的 情形 ， 那 时 辅助 方程 是 m* 一 
20om 二 a: 二 0,m 一 ,于 是 (18) 中 的 常数 4 及 8 完全 不 受 限制 ， 这 时 (1) 的 通 解 显然 是 
jee™t 
了 一 aen 


于 是 就 说 方程 组 尽 不 匹配 的 ( 旬 为 每 个 方程 可 以 独立 求解 衔 不 受 另 一 个 的 影响 ) 
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常数 41, 4。, Bi, 及 Bs 是 将 (19) 代入 方程 组 (IT) 之 后 得 出 的 、 我 们 现在 
不 在 一 般 铺 形 下 做 出 详细 计算 ， 而 是 用 一 个 简单 的 实例 来 说 明 这 方法 


是 怎么 做 的 . 
例 2. 在 方程 组 
gay 


的 情形 下 , (3) 是 
(3—m)A—4B=0 
A (1—mB=0. 
辅助 方程 是 
mM 一 2 十 1=0 或 (m 一 了?=0% 
它 具 有 等 根 1 及 1. 取 w=1, (22) 变 为 
24—4B=0 
A—2B=0, 
这 个 方程 组 的 一 个 简单 的 非 平 几 解 是 4 二 2, B=1, 故 
w=2e! 
fe 
是 (21) 的 一 个 非 平凡 解 ， 现 在 我 们 来 求 形 如 
fe 
y= (B+B,t)e' 
的 第 二 个 线性 无 关 解 .把 它 代 入 (21) 后 , 得 到 


(ht Ast + ds)e: =3(4, -Ast) 0! —4(B1+ Bat)e! 
(Bi+Bst+ Bet= (A +A)e'—(B+Bot)e', 


这 可 以 立即 化 简 为 
(2A1—4Bs) 1 + (24,—A:—4B,) =0 
(42 ~2B) t+ (4 一 2B —B,) =0. 


(21) 


(22) 


(23) 


(24) 
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由 于 这 些 都 是 对 于 芋 的 恒等式 ， 故 必 有 有 
24: 一 4 加 = 24, 一生 一念 ,=0 
4 一 2B: 一 4 一 2B 一 B 一 0， 


左边 两 个 方程 以 4s= 2, B=1 为 其 一 个 简单 的 非 平 凡 解 。 以 此 二 


入 ， 石 边 的 两 个 方程 变 为 

24, 一 4B, =2 

4 一 2B 一 1 
故 可 取 4, 一 1, B:=0。 现在 把 这 些 数 代入 (24), 得 第 二 个 解 为 

从 一 (1 十 2876 

ly to, 
《23) 与 (25) 显然 直线 性 无 关 的 ， 故 

te 


Y=—ce'iote! 
是 方程 组 (21) 的 通 解 ， 
习 题 
1， 用 本 节 所 讲 方法 求 下 列 方程 组 的 道 解 : 
ds dr 
人 ， 全 -各 3 

8. 站 
yy dy _ gp— 
H+ 39 (se 6 
dz dz_ 

， 他 4 一 2 。 (2 
-52+2y; lw 
EY 名 -一 如一 

¢ f. 

a 
号 rt 器 =z 一 2 


值 代 


《25) 


{26) 
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dz_ dr 
, ty 2 

dy _ zp ”| 

2 ys [Er 


2， 试 证 方程 组 (1) 基 有形 如 (2) 的 两 个 实 值 线 性 励 关 解 的 充分 条 件 是 esbt>u, 但 
这 并 非 必要 条 件 . 

3， 试 证 (15) 及 (16) 两 个 解 的 朗 氏 式 古 

W(t) = (A,Bs— AsBi) ese 

并 证 明 4 一 4sB1#0 - 

4， 试 证 公式 (20) 中 的 常数 4* 及 ,与 常数 4 及 避 都 注 足 同一 个 线性 共 数 方程 
组 , 因而 可 取 4 一 4 及 如 一 妃 而 无 损 十 一 般 人 性， 

5， 设 有 非 齐 次 线性 方程 组 


oat) tb y+) 
。 Ge) 
a ts bat ty falt) 


及 相应 的 齐 次 方程 组 
a (wtb (ty 
& 人 
= (pz 一 加 (9 外 
x ml(t) {0 
4 着 fs 及 yp (t) 
是 (*) 的 线性 无 关 解 , 从 而 - 
{te 


Y=e (tt cy. (t) 


是 它 的 通 解 , 试 证 

T(E) Vt) (t) 

= (v(t) y(t) 

将 为 (*) 的 一 个 特 解 , 如 果 函 教 v4(t) 及 v(t) 渍 足下 列 方程 组 
DE A vs Te=f 


to = fe 


- PEO 
- = ee 一 
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全 -xx 十 g 一 5 十 2 
圳 = 4 一 2 一 中 一 8 


的 一 个 特 解 。 这 个 方程 组 的 机 度 齐 次 方程 组 己 在 例 工 中 解 出 。 
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谁 都 知道 , 生活 在 同一 环境 中 的 各 类 动物 之 间 有 不 断 的 生存 竞争 . 
一 类 动物 靠 挤 食 另 一 类 生活 ; 而 第 二 类 则 借 发 展 逃 饮 手 段 以 免 被 吞食 ; 
如 此 等 等 ， 

作为 这 类 普遍 存 在 的 弱肉强食 斗争 的 一 个 简 昔 的 例子 ， 设 想 有 一 
个 海岛 ， 上 面 住 着 狐狸 和 野 免 .狐狸 吃 免 ， 而 免 吃 普 摇 章 . 假定 考 
摇 草 产量 丰富 , 免 食 总 是 很 多 的 ， 免 子 数目 多 ， 狐 狸 容易 得 食 , 它们 的 
总 数 就 增多 .， 当 狐狸 变 得 太 多 而 吃 掉 太 多 的 兔子 时 ， 它 们 就 进入 饥饿 
状态 , 总 数 开 始 下 降 ， 狐 狸 一 少 兔子 相对 地 较为 实 全 , 它们 的 总 数 又 开 
始 增多 ， 这 艾 引 起 狐狸 总 数 的 新 的 增加 , 并 且 随 着 时 间 的 推移 , 这 两 类 
动物 总 数 相 关 的 增 减 ， 无 休止 地 出 现 重复 的 循环 ， 这 些 变动 的 情况 如 
责 39 所 示 , 其 中 所 画册 线形 示 总 数 随时 间 而 变 的 情况 ， 


， 图 39 
这 类 问题 曾经 被 数学 家 和 生物 学 家 研究 过 , 而 且 色 有 意思 的 是 ,我 
们 暑 将 讲 的 从 数学 上 得 出 的 结论 ， 蔓 能 肯定 和 充实 上 段 文字 所 叙 束 的 
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直观 思想 ， 在 讨论 狐 锡 之 问 的 相互 作用 时 ， 我 们 将 采用 伏 尔 台 拉 的 方 
溉 , 他 是 首先 用 定 旦 方法 研究 这 类 问题 的 人 人 
戎 z 是 时 的 免 数 ， 由 于 直播 草 供应 无 限 ， 且 若 狐狸 数 目 Y 是 0， 
则 应 有 


ar 
> 


单位 时 河内 狐 免 相遇 的 次 数 自 然 可 以 假定 与 + 及 9 一 起 成 正比 ， 若 四 
假定 在 这 些 相 遇 次 数 中 , 兔子 被 吃 掉 的 机 会 占 一 定 比例 则 有 
ds 


Ry a 及 b>>0. 


间 样 


并 = —cy+davy, ¢ 及 d>0;- 


因 若 没有 兔子 狐狸 就 要 绝 踪 ， 而 狐狸 数目 的 增多 依赖 于 它们 与 免 子 根 
遇 的 次 数 ， 故 得 以 下 的 非 线性 方程 组 ， 描 述 这 两 类 动物 之 癌 的 相互 
作用 : 


dx 

下 一 z(a 一 5) 
ay (1) 
2 ead). , 


解 出 ， 但 车 把 其 中 的 未 知 函数 


外 伏 尔 台 拉 (Vito Volterra, 1860 一 1940) 是 杰出 意大利 数学 家 ， 人 好 是 年 在 积分 方程 
方面 的 研究 ( 同 弗 蘑 往 茶 靖 与 项 尔 柏 悦 的 工作 一 起 )， 使 线性 分 析 开始 得 到 全 面 的 发 展 ， 成 为 
二 十 世纪 前 半 叶 数学 的 主流 .他 晚年 对 数理 生物 学 的 精力 充沛 的 涉 猜 ， 使 数学 和 生物 学 都 
丰富 了 内 容 。 读 者 车 艇 进一步 了 和解 详 情 ， 可 敌 阅 他 的 生存 竞争 数学 理论 讲义 > (*Legons 
sur la théorie mathématigue de Ja lutte pour la Vie”), 或 A j, Lotka< 数 理 生物 
学 初步 >("Elements of Mathematical Biology”"，pp. 88>9d)。 较 近 的 研究 有 E，R， 
Leigh 在 < 生物 学 中 的 一 些 数学 习题 > 中 论 快 尔 台 拉 方 程 在 生态 学 方面 的 帮 用 (美国 数学 会 
。 出 版 ,1968), 其 中 讨论 了 加 拿 大 从 1847 到 1903 年 大 山猫 各 兔子 的 数目 (根据 哈 得 孙 湾 公司 
的 资料 ), 
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0 
y=¥t) 
看 作 是 泣 平 面 上 一 根 曲线 的 参数 方程 , 孝 末 我 们 可 以 求 出 这 曲线 的 直 
角 举 标 方程 。 把 (1) 的 两 式 相 除 消去 t ,并 分 离 变 量 , 得 到 
(Gaby)ay_ (edr)dr 
¥ 多 


积分 后 , 得 到 
qlogy—by=—clogr+dz+1logk 


或 
ye = Re “et, {2) 
其 中 常数 长 可 通过 x 及 y 的 初 值 由 下 式 给 出 
下 一 Te 
我 们 虽然 不 能 从 (2) 解 出 < 或 #, 但 可 用 快 尔 侣 拉 所 发 明 的 一 种 巧 
妙 方法 来 确定 曲线 上 的 点 ， 为 此 ,我 们 使 (2) 的 左边 和 右边 分 别 等 于 新 
变量 2 及 由, 然后 如 图 40 所 示 画 出 函数 


| 


和 
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2=y"e™” SH w=Ke "er (3) 

前 图 线 C, 及 Cs. 由 于 2 二 w, 我 们 在 第 三 象限 里 只 能 限制 在 虚线 工 上 . 
园 C, 上 是 4 所 给 最 大 z 值 相 对 应 的 ， 有 一 个 # 值 和 (通过 三 上 的 型 以 
及 Cs 上 的 相应 点 4' 及 4 所 引起 的 对 应 ) 两 个 + 值 , 这 两 个 2 值 确定 
了 的 变化 范围 同样,C，. 上 是 8 所 给 的 极 小 史 值 引出 上 的 六 从 而 
引出 Cl 上 的 BB 及 B", 而 这 除 点 确定 了 3 的 变化 范围 ,这样 我 们 画 出 
了 所 求 曲线 Cs 上 的 点 已 ,Ps 入 及 @,, 4 其 他 的 点 也 容易 别 出 , 这 只 
要 如 图 给 所 孙 那 样 , 从 也 上 型 与 克之 问 的 任 一 点 如 出 发 ,投射 到 纪 再 
投向 Cs, 然后 从 瑞 投 射 到 Cs 再 往 上 投射 到 Cs 改变 天 值 的 结果 好 然 
将 会 使 B 点 的 位 置 上 升 或 下 降 ， 因 而 会 使 曲线 Cs 放大 或 缩小 .因此 ， 
当 我 们 给 下 以 不 同 的 数值 时 , 就 得 出 点 5 周围 的 一 族 卵 线 ,而 是 当 w 
的 极 小 值 等 于 * 的 极 大 值 时 Cs 上 剩 下 的 唯一 的 点 . 

其 次 我 们 指出 , 当主 增 大 时 , Cs 上 的 相应 点 (z, 力 是 依 反 时 针 方 向 
沿 申 线 移动 的 ， 为 看 出 这 一 点 , 我 们 先 指出 方程 (1) 给 出 了 曲线 上 动 点 
速度 的 水 平分 量 与 垂直 分 量 ， 根 据 公式 (3) 作 简单 计算 的 结果 ， 得 点 
8 的 玲 标 为 z= o1g，#g 一 a/13， 当 zw<<e1g， 则 由 (1 的 第 二 个 方程 可 知 
GQy/1 et 为 负 , 故 Cs 上 的 点 描 出 弧 @zP,G: 时 是 朝 下 运动 的 ， 同样, 它 治 
弧 QuP9, 是 朝 上 移动 的 , 这 就 证 明了 所 说 的 事 ， 

最 后 , 我 们 以 狐 免 癌 题 为 例 来 说 明 重 要 的 线性 化 方法 ， 第 一 , 我 们 
看 到 , 车 锡 的 总 数 和 狐 的 总 数 是 


z= 对” 及 y= 甸 (4) 
时 , 则 方程 组 (1) 满足 ,其 时 dz/di=0 又 dy/dt=0， 故 ?或 # 都 没有 
什么 增 碱 .(4) 这 样 的 总 数 叫 平衡 总 数 , 因为 及 # 可 以 无 限期 地 维持 
在 这 种 恒定 的 总 数 水 平 土 ， 显 然 这 是 在 w 的 极 小 信 等 子 2 的 极 大 信和 时 
的 特殊 情形 , 因而 外线 C3 缩 为 一 点 38， 如 果 我 们 回 到 一 般 情 形 而 令 


ee _a 
z= 了 +X 及 y= ty 
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则 了 及 可 以 看 作 足 及 8 俯 离 其 平衡 值 的 程度 ， 通 过 简单 的 计算 可 
以 证 明 , 车 把 (1) 中 的 及 9 换 成 了 及 了 [这 相当 于 把 点 (efd,a/ 站 移 到 
原点 J, 则 (1) 就 变 为 


at 


时 = 于 YbxY 
{5) 


df _ad 
XY 


现在 我 们 来 实行 “线性 化 ”, 假定 X 及 了 的 值 小 ， 于 是 {5) 中 的 XY 项 可 
以 搜 计 而 不 致 引起 严重 的 误差 ， 这 样 一 种 假定 并 不 比 主 观 愿望 强 多 


dx be 
a (8 
好 aly ? 
at Bb 

(6) 的 通 解 是 容易 求 的 ,但 把 两 式 相 除 消去 上 更 容易 做, 这 就 得 出 
ded 
dx be Y’ 


它 的 解 立即 可 以 求 得 为 

ad Xr + breYt= 0, 
这 是 XY 平面 上 围绕 原点 的 椭圆 族 ， 由 于 椭圆 向 图 46 中 的 孵 线 性 质 “ 
上 相似 , 故 有 相当 理由 可 以 指望 (6) 是 (5) 的 一 种 可 取 的 近似 方程 . 

我 们 相信 读者 会 同意 狐 免 问题 本 身 有 其 价值 ， 但 除 此 之 外 我 们 还 
认识 到 这 样 一 件 事 实 ， 即 非 线性 方程 组 向 我 们 所 出 了 与 以 前 考察 过 的 
很 不 相同 的 问题 ， 在 研究 (1) 那 样 和 的 方程 组 时 , 我 们 懂 短 要 把 注意 力 转 
向 解 在 zy 平面 上 平衡 点 附近 的 性 态 , 而 所 谓 平 衡 点 就 是 使 方程 组 右边 
.。 等 于 0 的 那些 点 ; 我 们 又 看 到 为 什么 周期 解 (也 就 是 能 得 出 象 图 40 中 

C 那样 简单 闲 曲 线 的 解 ) 是 重要 而 又 可 取 的 ; 我们 又 约略 知道 有 一 种 研 
究 非 线性 方程 组 的 方法 ， 这 就 是 用 线性 方程 组 来 通 朱 它们， 下 一 章 我 
们 将 更 为 充分 史 研 究 非 线性 方程 组 ， 并 以 更 详细 更 一 般 的 方式 来 讲解 
这 里 提出 的 每 一 个 论点 . 
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习 题 
1, 加 从 广 可 组 中 中 消去 妈 以 得 出 区 数 2 台所 油 足 的 二 阶 非 线性 方程 . 


2， 试 证 : 当 > 0 于 总 有 人 多 0， 就 图 39 的 情形 来 说 这 一 事实 有 什么 意义 ? 


居 期 


第 八 章 “” 非 线性 方程 


和 .自治 方程 组 . 相 平面 及 其 现象 

微分 方程 发 展 史上 有 两 大 趋势 .第 一 个 老 的 趋势 的 特点 是 想 求 出 
显 式 的 解 一 一 以 初等 铺 数 表示 的 封闭 形式 的 解 ( 那 是 很 少 可 能 的 ) 或 是 
每 级 数 形式 的 解 .第 二 各 趋势 是 根本 放弃 传统 意义 于 求解 的 一 切 企 
图 ， 而 是 从 定性 方面 探求 解 的 一 般 性 杰 ， 我 们 曾 在 第 四 章 里 用 这 种 观 
点 处 理 过 线性 方程 ， 非 线性 方程 的 定性 理论 是 完全 不 同 的 ， 它 是 庞 加 
莱 在 1880 年 左右 在 其 天 体力 学 的 工作 中 黄 立 的 ， 从 那 时 起 ， 它 成 为 纯 
粹 数学 和 应 用 数学 家 日 益 感 到 兴趣 的 一 门 学 科 . 

线性 微分 方程 的 理论 在 过 去 200 年 间 研 究 得 很 广泛 很 深入 ， 成 为 
相当 完备 相当 周到 的 一 门 学 科 ， 但 是 对 于 非 线 性 方程 的 一 般 性 质 却 知 
道 得 很 少 ， 本 章 自 的 是 概略 介绍 这 一 分 支 的 中 心思 想 和 方法 ， 并 指出 
它 具有 线性 方程 理论 中 所 未 见 的 大 量 有 趣 而 突出 的 新 现象 ， 读 者 将 会 
惊奇 地 发 现 ， 大 部 分 这 些 现象 很 易于 处 理 ， 无 需 用 什么 高 深 的 数学 工 
具 , 而 实际 上 只 要 用 初等 微 积分 和 二 维 儿 量 代数 就 差不多 完全 够 了 , 

为 什么 要 对 非 线性 方程 那样 感 兴趣 昵 ? 基本 原因 是 许多 物理 系 
统一 一 从 而 描述 它们 的 微分 方程 一 从 一 开头 就 是 非 线性 的 、 通 常 的 
线性 化 方法 只 是 些 近似 步 最， 它们 部 分 地 显示 出 我 们 承认 自己 对 原来 
的 非 线性 回 题 束手无策 ， 部 分 地 表达 了 吃 不 饱 比 没 得 吃 强 这 样 一 种 实 
用 观点 .但 是 我 们 应 读 马 上 补充 说 明 ， 在 许多 物理 问题 中 线性 近似 是 
有 价 植 的 ， 而 且 对 于 大 多 数 研究 目的 来 说 是 足够 的 ， 但 这 仍然 不 能 改 
变 这 样 一 个 事实 , 即 在 许多 别 的 情况 下 ,线性 化 步 又 是 不 能 采取 的 @. 

对 于 本 质 上 为 非 线性 的 问题 ， 我 们 很 容易 举 出 一 些 简单 的 例子 


人 @@。 爱 因 斯 坦 共 至 提出 , 由 于 物理 中 的 基本 方程 是 非 线性 的 , 全 部 教学 愧 理应 该 入 号- 
各 泉 他 的 预 寺 芷 确 , 那 末 将 来 的 数学 骨 定 会 中 过 去 和 今日 的 数学 天 不 相同 . 
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例如 , 设 布 作 等 幅 据 动 的 摆 , 其 长 为 4 而 摆 怪 的 质量 为 wm， 而 x 表示 它 
离开 平衡 位 置 的 偏 角 , 则 从 第 5 节 可 知 它 的 运动 方程 是 


sing=0; C1) 
车 有 一 正比 于 摆 坠 的 术 度 的 豪 碱 力 , 方程 就 变 为 
Si 0. C2) 


在 通常 的 线性 化 步 双 中， 我们 把 sing 换 成 x, 这 在 振幅 小 的 时 候 是 合 
理 的 , 得当 值 大 时 , 它 就 大 大 至 曲 实际 情况 ， 另 一 类 不 同 的 例子 可 从 
二 于 论 中 学 相 个 ， 那里 推出 一 个 范 德 波 (van der Pol) 方 程 

rae 人 一 一 D 呈 +z 一 0， 《3) 


以 后 可 以 知道 , 这 几 个 非 线性 方程 都 各 有 其 独特 的 有 趣 性 质 ， 
在 整个 这 一 章 里 ， 我 们 所 爱 讨 论 的 是 下 列 形 式 的 二 阶 非 线性 方程 


和 -fw (4) 
它 把 方程 (1), (2) 及 (38) 作为 特例 包括 在 内 ， 车 设想 有 一 个 简单 的 动力 
系统 , 它 由 沿 “ 轴 运动 的 单位 质量 质点 组 成 ， 且 若 fz, dz/4 人 是 作用 
于 其 上 的 力 , 则 (4) 是 它 的 运动 方程 ，x( 位 置 ) 和 dr/dt (速度) 的 值 , 刻 
划 了 这 系统 在 任 一 时 刻 的 状态 , 称 为 该 系统 的 相 , 而 变量 “与 4s/dt 的 
平面 如 叫 相 平 面 ， 若 引入 变 乒 y=dr/9t, 则 (4) 可 换 成 一 个 等 价 的 
方程 组 


ge_ 
dt 


ps, DD. 
我 们 将 要 阔 到 , 从 研究 (5) 的 解 , 可 以 获得 不 少 关于 (4) 的 解 的 性 质 ， 当 
我 们 把 $ 看 作 一 个 参量 , 则 (5) 的 一 个 解 一 般 是 两 个 函数 zt 及 4()， 
它们 确定 了 zy 平面 上 的 一 根 曲线 , 而 zy 平面 就 是 上 面 所 说 的 相 平 而 
我 们 将 研究 这 些 曲线 在 相 平 面 上 所 形成 的 整个 图 象 . 


《5) 


四 
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更 一 般 地 , 我 们 要 研究 下 列 形式 的 方程 组 
dr 


prt dS ) 


yy (6) 
t=) 


这 里 古 及 避 在 整个 平面 上 迄 续 且 具 有 韦 续 的 偏 导数 ， 这 类 方程 组 ， 自 


” 变 景 + 并 不 出 现在 右边 的 函数 了 及 G 里 ， 称 为 自治 方程 组 ， 现 在 我 们 


来 进一步 改变 庆 些 方程 组 的 解 
从 上 述 息 几 及 定理 36-A 可 知 ， 若 所 是 任 一 数 而 (zw 加)》 是 相 平 

面 的 任 一 点 , 则 存在 (6) 的 唯一 的 角 
{0 
yy(t), 

使 z(t0) 二 zo 及 g(t6) 二 %， 车 x(t) 及 闪 二 不 都 是 常数 ， 则 (7) 确 定 相 

平面 上 的 一 根 曲 线 ， 它 叫 方程 组 (6) 的 一 个 路 线 @， 若 (7) 是 (6) 的 一 

个 解 , 则 


(7) 


fF +e) 
y=y(t+e) 
(其 中 是 任 一 常数 ) 显 然 也 是 一 个 解 ， 所 以 每 个 路 线 可 由 许多 解 来 代 
表 ， 而 这 些 解 之 间 只 相差 参 且 的 一 个 位 移 ， 我 们 也 容易 证 明 ( 见 习 . 
题 2), 过 点 (zu 加) 的 任 一 路 线 必 相应 于 (8) 那 种 形式 的 一 个 解 . 由 此 
可 知 , 过 和 平面 上 佘 一 点 的 , 至 多 有 一 个 路 线 ， 此 外 ， 当 i 增 大 时 点 在 
给 定 路 线 上 的 移动 方向 , 对 于 代表 该 路 线 的 所 有 解 来 说 都 是 一 样 的 . 所 
以 一 个 路 线 是 个 有 向 申 线 ， 在 我 们 所 画 的 图 形 里 总 是 用 箭头 来 表示 
增 大 时 路 线 描 出 的 方向 ， 

以 上 所 讲 , 说 明 在 一 般 情 沈 下 (6 ) 的 路 线 是 铺 满 整个 相 平面 的 ， 而 
且 不 会 彼此 相交 ， 礁 一 的 例外 出 现在 使 及 G 都 等 于 0 的 点 (zw go) 
处 : Filo yo) =0 及 G(xo go) 一 0 


(8) 


四 路 线 (path), 有 的 作者 称 为 圾 线 (1rajectory) 或 特征 线 (characteristic)。 
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这 些 点 叫做 临界 点 , 而 在 这 样 的 一 个 点 处 , 定型 36-A 所 保证 的 唯一 的 
解 是 常数 解 5 一 mo 及 y= 如 ， 一 个 常数 解 不 能 确定 一 个 路 线 ,所 以 临界 
点 是 没有 路 线 通过 的 ， 企 本 书 中 ， 我 们 总 假定 每 个 临界 点 (xo, go) 是 狐 
立 的 , 即 基 说 ， 存 在 一 个 以 (so 如) 为 中 心 为 圆 ， 其 中 不 再 含有 别 的 临 

为 得 出 临界 点 的 一 个 物理 意义 ， 我 们 来 考察 从 动力 方程 (4) 得 
出 的 特殊 自治 方程 (5)、 这 里 临界 点 是 个 点 (zo, 0)， 在 该 处 g=0 及 
T(zo 0) =0; 就 是 说 , 它 相 应 十 质点 的 这 样 一 个 运动 状态 , 即 速 度 dz/ dt 
与 加 速度 dy/at 一 d*wjqd# 都 等 于 0 的 状态 ， 这 表示 质点 是 静止 的 ， 不 
受 力 的 作用 ， 因 而 处 于 平衡 状态 @， 物理 系统 的 平衡 状态 显然 是 其 最 
重要 的 状态 之 一 ， 这 也 是 我 们 所 以 要 研究 临界 点 的 原因 之 一 。 

一 般 的 自治 方程 组 (6) 不 一 定 是 从 (4) 那 种 形式 的 任何 动力 方程 产 
生出 来 的 。 那 末 这 种 情况 下 的 路 线 和 临界 点 又 能 有 什么 物理 意义 呢 ? 
这 时 我 们 莫如 来 考察 图 41 及 下 式 所 定义 的 二 维 冬 量 场 


图 41 
Vly, 所 一 Po ITG(L, g) 3 
它 在 一 典型 点 P(z, 处 具有 水 平分 量 了 (x, 9) 及 重 直 分 量 GC 办. 由 
于 dz1dt 一 F 及 dy/dt 一 GQ, 故此 矢量 与 路 线 相 切 于 P 卫 且 指 向 主 增 大 的 
方向 .车 把 1 看 作 上 时间, 则 六 可 解 县 为 沿 着 路 线 返 动 的 一 个 质点 的 束 


中 质 以 有 的 作者 称 它 为 半生 点 而 不 称 临界 点 . 
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度 矢 量 ， 我 们 也 可 以 设想 整个 机 平面 上 充满 了 质点 ， 在 每 条 路 线 上 有 
许多 质点 络绎 不 绝地 运动 着 ， 而 且 还 伴随 着 吝 近 路 线 上 的 其 它 质点 . 
这 种 情况 可 以 称 作 二 维 流体 运动 ;而 出 于 方程 组 (6 ) 是 自治 的 ， 它 者 骨 
一 固定 点 (ze 妇 处 的 矢 划 六 (2, 的 并 不 随时 间 而 改变 ， 故 流 体 运 动 是 稳 
恒 的 。 路 线 是 动 点 的 运动 轨迹 , 而 临界 点 8， 如， 及 8 则 是 0 速 许 的 点 ， 
在 诸 处 的 质点 是 静止 的 (流体 运动 中 的 洲 点 )， 
在 图 41 所 示 的 流体 运动 中 , 最 突出 的 地 方 是 : 
4， 临界 点 ; 
b， 临 界 点 附近 的 路 线 排列 情况 ; 
5 临界 点 的 稳定 与 否 , 就 是 说 , 靠近 这 临界 点 处 的 质点 能 保持 在 该 点 
附近 还 是 会 球 移 到 平面 上 别 的 部 分 去 ; 
4d， 闭合 的 路 线 (如 图 中 的 C), 它 相 应 于 周期 解 . 
这 些 特点 形成 方程 组 (6》 的 相 图 的 主要 部 分 (路 线 的 整体 图 象 )， 由 于 
非 线性 方程 及 方程 组 一 般 不 能 求 出 显 式 解 ， 所 以 本 章 所 讲 定性 理论 的 
目的 就 是 要 直接 从 函数 下 及 G, 来 发 现 关 于 相 图 的 尽 可 能 多 的 情况 . 为 
使 读者 对 这 类 可 能 取得 的 情况 有 较 深入 的 认识 ， 我 们 指出 , 若 zt 是 
动力 方程 (4) 的 一 个 周期 解 ， 那 末 它 的 导数 y(t) =Ax/di 也 是 周期 的 ， 
因而 方程 组 (5) 的 相应 路 线 是 闭合 的 ， 反 之 , 车 (5) 有 任 一 路 线 闭合 , 央 
(4) 有 一 周期 解 ， 作 为 这 种 思想 的 一 个 具体 应 用 例子 ， 我 们 指出 , 对 于 
范 德 波 方程 , 它 虽然 不 能 解 出 , 但 可 证 明 它 的 等 价 自治 方程 组 具有 了 唯一 
的 闲 合 路 线 , 从 而 肯定 它 有 唯一 的 周期 解 (车 &>>0). 


习 题 
1， 试 将 牛顿 第 二 运动 定律 用 于 摆 墅 以 导出 方程 (27. 
2， 族 (zw go) 为 相 平 面 上 一 点 ， 著 zi 区 ,所 ( 蚊 及 za(b，3a( 太 是 (6) 的 这 样 两 个 
解 , 使 得 对 于 合适 的 折 及 要 有 2 一 To， 扣 ( 引 一 yo 及 wolf) 二 wo gztta) 
一 go 试 证 , 存在 一 个 常数 。 能 使 
mt mrt) Rh 有 (tte) yt), 
3， 试 述 下 列 铀 分 方程 组 的 相 图 之 则 的 关系 : 
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=r, 9) dr pwd) 
及 

ay_ dy 

WD 让 


4， 试 述 下 列 各 方程 组 的 相 图 的 情况 : 


dz_ 
bh a 
ja, 


5， 仿 规定 方程 (4) 的 临界 点 及 路 线 即 其 等 价 方程 组 (5) 的 临界 点 及 路 线 ， 


程 (1), (2) 及 (3) 的 临界 点 。 
6， 求 下 列 方程 的 临界 点 : 


EE ta) =0; 


E72 
Fy 一 52 二 6 
7， 试 求 非 自 治 方程 组 
和 -= 
te 


的 所 有 的 解 , 并 (在 zy 平面) 夯 出 这 些 解 所 确定 的 一 些 曲 线 。 


试 求 方 
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4i， 临界 点 的 类 型 . 稳定 性 
我 们 来 看 自治 方程 组 
至 -Pde 人 
dar, y). 
我 们 道 常 候 定 函数 及 在 整个 地 翌 面 上 连续 及 具有 连续 的 一 阶 偏 
导数 ，(1) 的 临界 点 可 有 求解 联 立 方 积 Po 扩 =0 及 G(wy 办 =0 而 得 
出 (至 少 在 原理 上 如 此 )， 经 常 出 现 的 蜂 界 点 有 四 类 简章 情形 ， 本 节目 
的 就 是 机 用 附近 路 线 的 形状 来 说 明 这 四 类 临界 点 ， 但 普 先 我 们 需要 讲 
两 个 定义 . 
设 (zw 如) 是 (1) 的 一 个 扳 立 临界 点 ， 车 C= [xz(t)， 了 ] 是 (1) 的 
一 个 路 线 , 日 者 
limz(t) 一 2z0 及 limy(t)= Yo (2) 


i 


则 说 当 1->oo 里 趋 近 于 (zo,y)3. 这 在 儿 何 上 的 意义 是 : 若 P=(z, 的 
是 根据 方程 =z(t) 及 yt) 描 出 曲线 CO 的 点 则 当 t> 吕 轩 P> 
《ro go)， 若 又 知 


KO- 
Heals) =%, ‘3) 


. 存在 , 或 者 , 若 知 (3) 中 的 高 在 i>0o 时 变 为 正 无 穷 大 或 负 无 穷 大 , 我们 
就 说 t> 品 时 CG 进入 临界 点 . (3) 中 的 商 是 点 (wo 名) 与 点 PLz(t) 
#(t)] 的 连 线 的 斜率 , 所 以 这 个 新 加 的 条 件 表明 当 ->co 时 该 连 线 趋 于 
一 个 确定 的 方向 ， 在 以 上 的 定义 里 , 志 可 以 考察 {> 一 吕 时 的 极限 . 这 
些 性 质 显 然 都 是 路 线 C 的 性 质 , 并 不 取决 于 代表 路 线 的 足 哪 个 解 ， 

有 有 时 可 能 求 得 方程 组 (1) 的 显 式 解 ， 于 是 这 些 解 就 可 用 来 确定 路 


外 可 以 证 明 , 阁 于 于 茶 一 个 解 z( 科 ，8( 们 ，(2) 成 立 , 则 (zo, 如 ) 必 为 一 临界 点 ， 参看 
F、G，Tricomie 微 分 方程 (“Differential Equations”, p. 47，1961). 
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线 .， 然而 在 大 多 数 情形 下 , 为 求 路 线 , 必须 从 方程 组 的 两 个 方程 之 间 消 
去 所 得 出 


dy Gz Y) (4) 


dz F(x,y)” 

这 个 一 阶 方 积 给 三 了 (1) 的 路 线 上 点 (2, 丰 处 切线 欧 斜 率 ， 如 时 久 数 下 
及 G 在 读 点 处 不 同时 等 于 0 的话。， 因 车 下 及 G 在 该 处 都 等 于 0, 那个 
点 当然 就 是 临界 点 ， 就 不 会 有 路 线 通过 那里 ， 所 以 (1) 的 路 线 就 是 (4) 
的 单 参 量 积分 曙 线 族 ， 而 这 族 曲线 常 可 用 第 二 章 所 讲 的 方法 求 得 ， 但 
是 应 该 指出 , (1 ) 的 路 线 是 有 向 的 ， 而 人 4) 的 积分 曲线 则 并 不 带 有 方向 . 
确定 路 线 的 这 两 种 方法 , 底下 都 有 例子 加 以 说 明 . 

现在 我 们 用 几何 图 形 来 描述 主要 的 四 类 临界 点 。 在 每 种 情况 下 假 
定 所 论 临界 点 都 是 原点 DO= (0, 0)， 
节点 ， 象 图 42 里 的 那样 一 个 临 田 点 中 节点 ， 当 tr->co (或 3 一 co) 
付 ， 每 个 路 线 都 趋 近 并 进入 这 样 的 一 个 点 ， 对 于 图 和 2 所 示 的 节点 来 
说 , 我 们 有 四 个 路 线 是 由 半 直 线 组 成 的 , 即 40, BO, C00, 及 DO。 它们 与 
原点 一 起 形成 直线 4B 及 CD， 所 有 其 他 的 路 线 都 类 似 一 段 括 物 线 , 并 


图 42 
且 当 每 个 路 线 趋 近 0 时 它 的 斜率 趋 近 直线 4B 的 斜率 ， 
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例 1。， 设 有 方程 组 


dey 
(5) 
ty. 

原点 显然 是 唯一 的 临界 点 , 并且 容易 用 第 38 节 的 方法 求 出 通 解 ; 
和 (6) 
Y= Ce 上 coe24. 


当 c1=0 时 , 我 人 有 z=0 及 二 cse*， 在 这 情形 下 (图 43), os>0 时 的 
路 线 是 正 y 轴 而 cs<0 时 的 路 线 是 负 y 轴 ， 这 两 个 路 线 在 1> 一 co 时 
都 趋 近 并 进入 原点 ， 当 c=0 时 ， 我 们 有 2 二 cie',y=c1e'， 这 路 线 在 
oj>0 时 是 半 直 线 yx, zw>>0, 而 在 61<<0 时 是 半 直 线 y=z,z<0， 并 且 
当 i-> 一 co 时 这 两 个 路 线 也 都 趋 近 并 进入 原点 ， 当 61 及 os 都 关 0 时 ， 
路 线 在 擅 物 线 y=z 十 (cs1c 了 )z* 上, 它 通过 原点 , 并 在 该 处 斜率 为 1 应 
该 知道 这 每 个 路 线 只 不 过 是 抛物 线 的 一 部 分 , 壤 co>0 这 是 x>0 的 屠 
部 分 , 车 G1<0 这 是 *<0 的 那 部 分 、 每 个 路 线 在 1-> 一 co 时 也 都 趋 近 
并 进入 原点 ; 这 可 以 从 《6) 直接 着 出 ， 如 果 直接 从 (5) 出 发 得 出 微分 


Ai 一 


图 43 图 44 
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A 一 
Ey, (7) 


它 给 出 过 (z, 妨 的 那个 路 线 的 斜率 的 斜率 [假定 (2, 轨 闫 {0,0)J, 奢 来 把 
{7) 作 为 齐 次 方 积 求 解 , 俩 得 y=x 十 cx*。 这 个 方法 给 出 了 路 线 所 在 的 
申 线 (除了 在 # 轴 上 的 屠 两 个 路 线 之 外 )， 但 不 能 告诉 我 们 路 线 是 怎样 
描 出 的 ， 从 十 述 这 论 , 显然 可 知 方程 组 (5 的 临界 点 (0, 0) 是 全 委 点 . 
鞍点 , 象 图 么 里 耶 样 的 一 个 临界 点 岂 驼 点 ， 当 芋 >co， 它 为 半 线 形 路 
线 40 及 BO 所 趋 近 并 进入 , 而 这 两 个 路 线 都 在 真 线 4B 上 . 当 1 一 % 
时 它 也 为 半 线形 路 续 CO 及 DO 所 趋 近 并 进入 ,而 这 两 个 路 线 在 另 一 直 
线 CD 上 .这 四 个 半 线 形 路 线 之 间 有 四 个 域 ， 每 个 域 里 含有 一 族 类 似 
双 上 电线 的 路 线 ， 这 些 路 线 并 不 随 >% 或 4 一 趋 近 0， 而 是 随 着 
cc 与 4 一 oo 而 渐 近 于 这 个 或 那个 半 线 形 路 线 . 

中 心 点 ， 一 个 中 心 点 (有 了 时 则 涡 点 ) 大 四 周 有 一 族 闭合 路 线 的 临界 点 . 
当 txco 或 1-> 一 o0 时 它 并 不 为 任何 一 个 路 线 所 趋 近 . 

全 2 方程 组 


dr 
TY (8) 
dy 
Et ， 
以 原点 为 其 唯一 临界 虑 , 它 的 通 解 是 
和 ee 
gf 一 Cucost t+ esint. 《9) 
满足 条 件 2(0) =1 及 3(0) =0 的 解 显然 是 
w=cost 
fi (10) 
y= sint; 
而 由 条 件 x(0) 二 0 及 y¥(0) = 一 1 所 确定 的 解 是 
z= sint =cos{t—T 
| (下 a 


也 = eost=sin(s -3) 
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这 两 个 不 同 的 解 规定 同一 个 路 线 C( 图 45), 它 显 然 就 是 圆 十 六 二 1 
《10) 及 (11) 都 说 明 这 个 路 线 是 以 反 时 针 方 向 指出 的 ， 着 在 方程 组 里 消 
中 


图 45 

去 疆 , 则 得 
加 -也 
dz yy 


它 的 通 解 ”十 六 二 0+ 给 出 所 有 的 路 线 (但 不 带 它们 的 方向 )， 所 以 方程 
组 (8) 的 临界 点 (0, 0) 显 然 是 个 中 心 点 . 
媒 旋 点 、 像 图 46 里 那样 的 一 个 临界 点 叫 曝 旋 点 《有 时 时 焦点， 这样 


EA 
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的 一 点 被 一 族 路 线 的 螺旋 方式 趋 近 ， 并 且 当 #> oo (或 当 #-> 一 0) 时 
这 族 路 线 绕 螺旋 点 无 穷 多 次 ， 特 别 要 注意 的 必 ， 这 些 路 线 虽 趋 近 0 但 
并 不 进 和 人 0， 就 是 说 , 当 点 了 在 扩 -> co (或 # > 一 o2) 时 沿 着 这 样 一 个 路 
线 赵 近 0 时 , 直线 OP 却 并 不 趋 近 任何 确定 的 方向 . 
例 3， 若 a 是 一 任意 常数 , 则 方程 组 


(12) 


以 原点 为 其 哗 一 临界 点 (何故 ?)， 共 路 线 的 微分 方程 是 
dy _ ray 
dr ar—y 
它 的 最 容易 的 解法 是 引入 由 z=rcos9 及 Y=?sin0 所 规定 的 极 坐 标 7 
与 9 由 于 


(13) 


二 如 十 六 上 9 一 tan :二 ， 


故 有 
7 及 1 、 
用 这 两 个 方程 , 就 可 把 (13) 写 成 很 简单 的 形式 
甸 
故 
子 一 Ce58 (14) 


是 路 线 的 极 坐 标 方程 图 47 画 出 了 这 一 螺 线 的 两 种 可 能 的 形状 ,而 这 
两 个 路 线 的 描绘 方向 可 由 Y=0 时 gx/&t= 一 y 这 一 事实 看 出 .者 6 一 0， 
则 (12) 简 化 为 (8), 于 是 (14) 蛮 成 了 = 这 是 以 原点 为 中 心 的 所 有 回族 , 
:十 六 二 7? 的 极 坐标 方程 。 所 以 这 个 例题 是 例 2 的 一 般 情 形 , .而 由 于 
图 生 里 的 中 心 点 位 于 图 47 的 两 批 螺 线 间 的 边界 线 上 ， 故 中 心 点 式 的 
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gd a<0 


情形 , 
现在 对 于 方 释 组 (1) 的 临界 点 引入 稳定 性 概念 ， 

上 节 中 指出 ， 研 究 物 理 系统 时 ， 最 重要 的 状态 之 一 是 它 的 稳定 状 
态 ， 然 而 一 个 稳定 状态 如 果 没 有 一 相当 程度 的 持久 性 ， 就 是 说 除非 它 
是 稳 民 状态, 那 它 就 没有 多 少 物理 意义 ， 举 一 个 简单 的 例子 , 我们 来 考 
察 图 48 的 扰 ， 这 里 有 两 个 可 能 的 稳定 状态 。， 当 损 锤 芥 止 在 最 高 点 处 
以 及 当 扎 锋 甬 止 在 最 低 点 处 ， 第 一 个 状态 显然 不 是 稳定 的 ， 而 第 二 个 
则 是 稳定 的 ， 现 在 我 们 知 阁 一 个 简单 物理 系统 的 一 个 稳定 状态 相当 于 
相 吾 面 上 的 一 个 平衡 点 (或 临 手 点 ). 这 些 事实 以 一 般 的 方式 告诉 我 们 : 


-一 -一 -人 


图 48 图 49 
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在 个 提 稳 定 平衡 点 处 的 小 扰动 ,能 使 系统 越 来 越 大 地 偏离 这 个 点 ,而 
在 稳定 的 平衡 点 处 情形 则 相反 . 

现 人 我 们 用 更 精确 的 方式 来 叙述 这 些 直观 思想 . 我 们 考察 系统 (1) 
的 一 个 孤立 临 办 点 ， 并 且 为 了 讨论 方便 起 见 假定 这 个 点 在 和 平 加 的 原 
点 0= (0 0) 处 ， 我 们 说 这 个 临界 点 是 移 定 的 ， 如 果 对 于 每 个 正 数 了， 
存在 另 一 正 数 r << 避 ,使 得 在 基 个 1= 刀 时 位 于 加 wr 十 扩 =r* 内 的 每 个 
路 线 ， 在 所 有 t> 加 时 都 保持 在 圆 只 十 如 一 天 内 (图 49)， 粗 略 地 说 ， 
一 个 咯 界 点 是 稿 定 的 ， 如 时 大 有 点 能 接近 于 该 点 的 路 线 能 保持 常 近 读 
点 ， 又 ,我 们 说 一 个 临界 点 是 渐 近 稳定 的 ， 如 果 它 是 稳定 的 , 并且 存在 
一 网 人 + 六 = 使 在 某 时 t= to 位 竹 该 加 内 的 每 个 路 线 , 在 ->co 时 
赵 近 原点 ， 最 后 , 车 所 述 临界 点 不 是 稳定 的 , 则 说 它 是 非 稳定 的 , 
作为 说 明 这些 概 念 的 例子 , 我 们 指出 ， 图 43 中 的 市 点 ,图 44 中 的 
舟 点 ,以 及 图 47 中 左边 的 钳 施 点 十 非 称 定 的 , 而 图 45 中 的 中 心 点 是 稳 
定 的 但 并 不 是 渐 近 稳定 的 ， 图 42 中 的 节点 ;图 46 中 的 螺旋 点 ,以 及 图 
47 中 右边 的 螺旋 点 是 渐 近 稳定 的 ， 


习 题 
1 对 于 下 列 每 个 非 线性 方程 组 ，G) 求 临界 点 ，(ii) 求 路 线 的 微分 方程 ， (iiD 
试 解 该 方程 以 求 路 线 ， (iv) 画 出 几 个 路 线 的 草图 并 指出 与 的 增 大 相应 的 
方 南 ， 
Rye) 
a 


dy _ gry 
dt 9s 


dr 
入 =D 


ereosn 
af ' 
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dr 


ET 
da. 网 
和 aa 
2 下 列 称 个 线性 方程 组 以 原点 为 一 引 立 者 恰 点 ，(j) 求 通 解 ，(ii) 求 路 线 的 缴 
分 方程 (ii 解 ( 间 中 所 得 出 的 方程, 遂 出 几 个 络 线 的 草图 并 指出 相应 子 # 增 
大 的 方向 ，(iv) 讨论 临界 点 的 稳定 性 如 条。 
2 
生 - 
4 
a -¥ 
dr 
天 = 一 
b. 四 
到 一色 
6 
yy 


dt 
3， 大 致 遂 出 方程 d2xid 如 =2z? 的 相 图 ， 并 证 它 在 原点 处 有 一 非 稳定 的 弧 立 临 
界 点 , 


42， 线 性 方程 组 的 临界 点 与 稳定 性 
本 章 日 的 是 通过 对 形 如 


的 非 线 性 自治 方程 组 的 相 图 的 研究 ， 以 求 得 关于 非 线 性 微分 方程 的 尽 
可 能 多 的 知识 .这 项 工作 的 一 个 方面 ， 是 如 何 把 这 种 方程 组 的 临界 点 
接 其 本 质 和 稳定 性 来 进行 分 类 的 问题 ， 我 们 将 在 第 44 节 中 看 到 , 在 合 
适 的 条 件 下 , 对 于 给 定 的 非 线性 方程 组 , 只 要 通过 研究 有 关 的 线性 方程 
组 ， 这 个 间 题 是 可 以 解决 的 ， 因 此 本 节 专 门 对 线性 自治 方程 组 的 临界 
点 进行 金 面 的 分 析 
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考察 方程 组 


dm et by 
《1) 


yat bay, 


它 显 然 以 原点 (0, 0) 为 一 临界 点 ， 在 本 节 中 , 我 们 总 候 定 


的 和 


0, (2) 


Gs bs 
鼓 (0, 0) 是 唯一 的 临界 点 ， 在 第 38 节 中 已 证 明 , (1) 具 有 形式 为 
下 
y=Be™ 
的 非 乎 凡 解 , 如 果 % 是 下 列 二 次 方程 的 根 : 
mm: (0 +h) m+ (bs — ad) =0, (3) 

它 叫 所 给 方程 组 的 辅助 方程 注意 由 (2) 可 知 0 不 能 为 (3) 的 一 个 根 . 

设 tm 及 ms 是 (3) 的 根 ， 我 们 将 证 明 ， 方 程 组 (1) 的 临界 点 (0, 0) 
的 性 质 可 由 数 m 及 ms 的 性 质 确 定 。 这 里 我 们 自然 可 以 料想 会 出 现 三 
种 可 能 的 情形 , 即 根据 mi 及 rm 是 不 同 的 实 很 , 相等 的 实 根 或 共 入 复 根 
而 引起 的 三 种 情形 ， 遗 憾 的 是 实际 情 况 比 这 还 要 稍稍 复杂 一 些 ， 因 为 
我 们 必须 考察 五 种 情形 , 分 述 如 下 : 
主要 情形 
情形 A， 根 m1 及 ms 是 不 周 的 实数 , 但 正 负 相 同 ( 节 点 )3 
情形 B， 根 各, 及 mm 是 不 同 的 实数 ,但 正 负 相反 ( 蒜 点 )} 
情形 C， 根 m 及 m2 是 共 声 复数 ,但 非 纯 虚数 (螺旋 点 )。 
交界 全 背 
情形 D， 根 m, 及 ms 是 相等 的 实数 (节点 )} 
情形 E， 根 mr 及 ms 是 纯 虚 数 ( 中 心 点 ). 
之 所 以 要 区 分 主要 情形 和 交界 情形 , 其 理由 到 第 44 节 就 会 清楚 ， 目 前 
只 要 指出 一 点 就 足够 : 交界 情形 虽 在 数学 上 有 意义 ， 但 在 应 用 上 意义 
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很 少 ， 因 为 用 以 确定 它们 的 条 件 在 物理 问题 中 不 太 可 能 出 现 ， 贡 在 我 
们 来 证 其 括 弧 里 所 指出 的 事实 . 
情形 A， 若 根 m; 及 ms 是 不 网 的 实数 , 但 正 负 相同 , 则 临界 点 (0, 0) 是 
一 节点 . 
证 明 。， 先 假定 mi 及 mw 都 是 负数 ,并 这 样 选取 记号 , 以 使 mm 过 0。 
根据 第 38 节 , 在 这 情形 下 , (1) 的 通 解 是 

w=c1Aie™ | cAse™! 

y=cBe™!+ coBre™t, (4 
其 中 4, 及 Bi(i 二 1,2) 是 一 些 确定 的 常数 ， 使 B/41 去 Bf/4, 而 6; 则 
是 任意 常数 ， 当 cz=0 时 ,我 们 得 到 解 


于 一 Ce 

生 em, 45) 
当 61=0 时, 我 们 得 到 解 

人 (8) 

Y= CBae™, 


对 任 一 c1>>0， 解 (5) 所 表示 的 路 线 由 半 直 线 4,# 一 Bz 组 成 ， 其 斜率 为 
Bf/41; 对 任 一 ci<<0, 它 所 表示 的 路 线 由 这 直线 的 另外 半 根 {原点 另 一 
侧 的 半 直 线 ) 组 成 ， 因 mr<0, 故 当 t+->oo 时 这 两 个 半 直 线路 线 都 趋 近 
(0,0); 又 因 g/z 二 Bi/41, 改 两 者 都 以 斜率 B1/4; 进入 (0,0) (图 50), 局 
样 , 解 (6) 代表 直线 42y 一 Bax{( 其 僚 率 为 Bj4,) 上 的 两 个 半 直 线 ， 这 两 
个 路 线 在 {> 时 也 趋 近 (0, 0) 且 以 斜率 Bf 4 进入 该 点 . 
著 oz 关 0 且 cs 去 0, 则 通 解 (4) 代 表 弯 曲 的 路 线 ， 因 ma<0,， 且 ma 
< 达 0， 这 两 个 路 线 在 i->oo 时 也 赵 近 (0, 0)， 其 次 , 因 mm 一 mas<0 且 
§_ CBe™ teoBe™ (cB /ec )e™ ”十 再 


z CArewiT ode {ciAr/fes) em mA 
故 当 #->co 时 显然 有 y/2 王 Be/ 4， 因而 所 有 这 些 路 线 都 以 斜率 Bs/4。 
进入 (0,0)， 图 50 画 出 了 这 一 情形 的 人 体 状况 ， 这 个 临界 点 显然 是 节 
点 , 而 且 它 是 渐 近 稳定 的 . 
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I 


Aiy=Bix 


图 50 

车 mi 及 ms 都 为 正 , 月 若 选 取 记 号 时 使 mw, >mrs 之 0， 则 情况 与 前 
完全 相同 ， 只 不 过 这 里 所 有 路 线 是 在 t+ 一 cc 时 趋 近 并 进入 (0, 0) 的 . 
图 四 给 出 的 路 线 图 也 不 变 ， 只 是 表示 其 方向 的 所 有 馈 头 都 与 前 相反 . 
临界 点 仍 是 个 节点 , 但 它 是 非 稳定 的 . 
情形 B， 车 根 m, 及 ms 是 不 同 实数 县 正 负 相反 ， 则 临界 点 (0, 0) 是 个 
证 明 . 选取 根 的 记号 时 可 使 mi<0<ma。 (1) 的 通 解 仍 可 与 成 (4) 的 形 
式 ,并且 仍 有 (5) 及 (6) 那 种 形式 的 特 解 . 《5) 所 代表 的 两 个 半 直 线 式 的 
路 线 在 二 >eco 时 仍 趋 近 并 进入 (0,0)， 但 这 时 (6) 所 代表 的 两 半 直 线路 
线 是 在 4 一 一 co 时 趋 近 并 进入 (0, 0) 的 ， 车 oj 关 0 且 cs 闫 0, (4) 的 通 解 
仍 代表 弯曲 的 路 线 , 但 由 于 mm 过 0 过 mm,，， 这 些 路 线 在 1->oo 或 > 一 00 
时 都 不 趋 近 (0,0)， 而 是 ， 当 f=>00 时 ， 这 些 路 线 中 的 每 一 路 线 ， 都 
以 (6) 所 代表 的 一 个 半 直 线 为 共 渐 近 线 ; 且 当 #-> 一 co 时 ， 每 个 路 线 
都 以 (5) 所 代表 的 一 个 半 直 线 为 其 渐 近 线 . 图 51 画 出 了 这 种 性 态 的 大 
致 情形 。 这 时 的 临界 点 是 个 鞍点 ， 它 显然 是 非 稳定 的 . 
情形 C， 若 根 mm, 及 ms. 是 共 罗 复 数 而 非 纯 虚数 ， 则 临界 点 (0, 90) 是 一 
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Ay= Bi 


图 51 
证 明 。 这 时 可 把 mi 及 ms 写 为 ge 士 记 ， 其 中 g 及 5 为 韭 0 实 数 ， 又 ， 
为 了 以 后 要 用 , 这 里 先 指 出 方 各 (3) 的 判别 式 忆 是 负 的 : 
D= (Qi 十 本 2 一 4 人 (G 丰 一 作坊 )》 
一 (mb2) ?+dgd, < 《7) 
由 第 38 节 , 可 知 这 时 (1) 的 通 解 是 


w=e"'[e(Aicosbe— AssinBt) -FeelA sinbt + Ascosbt)] 
Y=e'Te (Becosbl — Bsinbt) + eslBisinbt -+ Bacosbt)], 
其 中 4; 及 8B;(i=1,2) 是 确定 的 当 数 ,而 <, 则 是 任意 常数 ， 
先 假 设 gc<0， 于 是 由 公式 (8) 显 见 当 纪 ->co 时 z->0 且 y->0, 故 当 
i>o00 时 所 有 路 线 趋 近 (0, 0)， 现 在 来 证 妇 这 些 路 线 在 #->co 时 并 不 
进入 点 (0,0), 而 是 象 螺旋 线 式 地 纺 绝 着 它 ， 为 此 可 引用 极 伦 标 9 并 证 
明 沿 任 一 路 线 ，a9/di 对 于 所 有 t 或 者 都 为 正 或 者 都 为 负 ， 先 从 9= 
baar3(g/ 四 这 一 事实 出 发, 得 


de _wady/di— yr/dt 


a | 


(8) 


于 是 利用 方程 (1) 得 到 


332 第 八 章 “” 非 线 性 方 称 


A0_ ar (ba ory by 

dt 人 “ 
由 于 我 们 只 注意 那些 代表 路 线 的 解 ， 故 可 设 台 十 六 关 0. 但 由 (7) 可 知 
后 及 妨 应 为 异 号 ， 我们 来 考察 qs 汪 0 耐 51<0 的 情形 ， 当 #=0 时， 
从 (9) 得 出 a9/dt 二 9,>0， 若 y 取 0, 49/at 不 能 为 0; 因 车 它 是 0，, 则 自 
(9) 应 有 


(9) 


Qa’s + (ba—a) zy— by =0, 
亦 吕 对 于 其 一 实数 zj# 应 有 


(EY 4 00-0)S bh 0 a0) 


而 这 不 可 能 ， 因 二 次 方程 (10) 的 判别 式 卫 根据 (7) 是 负 的 ， 这 说 明 当 
之 0 时 9/14di 总 是 正 的 , 同样, 可知 当 G<0 时 它 总 是 负 的 . 由 于 (8) 
告诉 我 们 当 i->co 时 = 及 9 变 号 无 穷 多 次 ， 帮 所 有 路 线 必 以 螺旋 方式 
落 向 原点 ( 按 se>0 或 m<0 而 取 逆 时 针 或 项 时 针 方 向 )， 所 以 这 情形 
下 的 临 输 虑 是 一 咖 旋 虑 , 并 且 它 是 渐 近 稳定 的 . 

车 4>0, 情况 仍 如 前 ， 只 不 过 其 中 的 路 线 是 在 > 一 co 时 趋 近 (0， 
0) 的 ， 从 而 临界 点 是 非 稳定 的 ， 图 47 里 表明 了 四 >0 时 的 路 线 分 布 
情况 ， 
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情形 D， 巷 根 4; 及 mr: 是 棚 等 的 实数 ， 则 临界 点 (0, 0) 是 个 节点 ， 
证 明光 假定 mi 一 ms 一 册 <0， 在 这 之 下 还 可 再 分 为 两 个 情形 需要 分 
别 书 以 讨论 : (这 四 一 8 天 0 而 gz=54==0; (ii 所 有 其 他 使 方程 (3) 具 有 
一 个 重 根 的 一 切 可 能 情形 . 

先 考 察 这 里 的 情形 (i)， 这 就 是 283 页 脚注 里 所 描述 的 那 种 情形 . 
车 把 & 及 5: 的 公共 值 记 为 a, 则 方程 (3) 变 为 m? 一 2am 十 P= 二 0, 于 是 
tm 二 4。 这 时 方程 组 (1) 成 为 


它 的 通 解 是 
Y= 20™, UD 

其 中 oc 及 es 是 任意 常数 .(11) 所 确定 的 路 线 是 具有 一 切 可 能 锋 率 的 
半 直 线 (图 52)， 而 由 于 m<0， 故 每 个 路 线 随 着 i>co 而 趋 近 并 进入 
(0 0)， 所 以 临界 点 是 个 节点 ， 并 且 是 渐 近 稳定 的 、 乾 mr>>0， 情 咒 仍 
如 前 , 但 路 线 是 在 i> 一 o0 时 进入 (0, 0) 的 , 这 时 图 52 中 的 箭头 都 要 倒 
过 来 , 于 是 9, 0) 是 非 稳定 的 ， 

现在 我 们 来 讨论 情形 (ii)， 根 据 公式 38-(20) 以 及 习题 38-4 《1) 
的 通 解 可 写 为 


go Aem + cal A + At)en 
ycBe™ + cB Bi)e™, 
”其 中 4 及 4 以 及 如 及 马 , 是 一 些 确定 的 常数 ， 而 c, 及 os 是 任意 常数 . 
当 cs =0 时 , 我 们 得 到 解 

区 


(12) 


13 
y=ceBe™t. (013) 


我 们 知道 这 些 解 代表 直线 48: :xz( 斜 率 为 如 /4 上 的 两 个 半 直 线路 线 ， 
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而 腻 了 各 < 拓 0， 履 两 个 路 线 随 着 #> ce 而 赵 近 (0,0) (图 53). 又 因 /x 
= 号/4， 页 两 个 路 线 邯 以 斜 这 /4 进入 《0,0)， 车 ca 夫 0 解 (12 ) 代 
表 查 则 的 路 线 , 而 出 于 奕 拓 0， 故 从 (12) 显 然 知 道 这 种 路 线 随 着 > oo 
而 趋 近 (0. 0 又 ， 四 


Ba S 
| 
1 


园 53 
8 cBe™' cABItBie™ cB/lcstB+Bt 


x cAewe(AtAl)e™ cAfcs ATA 

可 知 当 t>co 时 y/2->B/4, 故 这 种 弯曲 路 线 部 以 斜 学 有 /4 进 人 (0, 0). 

我 们 又 看 到 当 -> 一 oo 时 y/w>B/4. 图 53 画 出 了 这 些 路 线 的 大 致 分 

布 情况 ， 这 里 {0, 0) 显 然 是 个 浙 近 称 定 的 节点 音 严 >0, 情况 仍 不 变 ， 

不 过 路 线 的 方向 要 倒 过 来 , 且 临 界 点 是 非 稳 定 的 . 

情形 了 五， 车 根 mi, 及 ms 是 纯 应 数 , 则 临界 点 (0, 0) 是 个 中 心 点 . 

证 明 ， 这 里 只 更 引 用 侍 形 C 的 讨论 就 可 以 了 ,因为 现在 za; 及 mms 不 过 

是 4% 士 记 的 形式 中 6 一 0 而 8 夫 0 的 情形 。 所 以 (1) 的 通 解 岂 (8) 给 出 ， 

但 没有 指数 函数 因子 ,从 而 民有 及 Kt) 是 周期 函数 ， 于 是 每 个 路 线 是 
”环线 原点 的 闭 曲 线 ， 如 图 54 所 示意 的 , 这 些 曲 线 实际 上 是 椭圆 ; 这 只 

要 解 出 路 线 的 微分 方程 


dy _ rv thy 
dv ox!ay 《14) 
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图 54 
就 可 得 到 证 明 { 见 习题 9)。 这 里 的 临界 点 (0, 0) 显 然 是 个 中 心 ， 它 是 稳 
定 的 , 但 不 是 渐 近 稳定 的 . 
在 以 上 的 讨论 中 ， 我 们 讲述 了 关于 稳定 性 的 一 些 材料 ， 现 在 可 把 
这 些 烤 料 总 结 如 下 . 


现 若 把 方程 (3) 写 成 

(m—m) (mo—m2) =m + pmiq=0 (15) 
的 形式 ， 从 而 了 = 一 Cm 十 坝 ;) 及 9=k, 吉 ,， 则 上 述 五 种 情形 照样 可 用 
系数 Pp 及 4g 来 讨论 , 同 用 根 mm, 及 ms 来 讨论 一 样 方便 ， 事 实 上 ， 若 利 
用 pg 平面 来 说 明 这 些 情 形 ， 那 就 能 得 出 一 个 醒目 的 图 , (图 55), 使 我 
们 能 对 临界 点 (0, 9 的 本 质 ,稳定 性 等 一 目 了 然 ， 第 一 件 事 要 指出 的 是 
了 轴 4&=0 应 予 排除 ， 因 为 根据 条 件 (2) 我 们 知道 mma 和 0 根据 我 们 
从 五 种 情形 所 获悉 的 知识 ， 图 中 所 含 的 全 部 材料 都 可 直接 从 以 下 的 事 
实 推出 : 


一 2 十/ 严 一 各 
二 


Mm, m2 = 
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不 称 定 稳定 


起 
oy wy "6 起 
"i 


不 稳定 
图 55 


这 样 , 存 抛 物 线 侯 一 得 =0 以 上 部 分 ， 我 们 有 天 一 49<0， 鼓 ma 及 ms 
是 共 轿 复数 ,而 它们 内 有 在 了 =0 时 是 纯 碟 数 ;这 些 是 情形 C 和 情形 E， 
包含 螺旋 点 及 中 心虚， 在 卫 轴 以 下 我 们 有 ?<0;: 这 表明 mm 及 ms 是 不 
网 的 实 根 且 正 负 丰 反 ;这 就 得 出 情形 3B 时 的 鞍点 ， 最 后 , 在 这 两 个 区 域 
之 间 的 地 带 (包括 抛物 线 但 除去 了 畏 ), 那里 的 情况 由 关系 式 久 一 4g 之 0 
及 9>0 所 肇 划 , 故 m, 及 ms 是 正 负 相同 的 实数 ;这 时 我 们 有 情形 和 及 
卫 时 的 节点 .此 外 , 具有 渐 近 稳定 性 的 恰好 有 一 个 区 域 , 那 就 是 第 一 象 
限 .， 我 们 把 这 结果 正式 陈述 如 下 . 
定理 3、 线性 方程 组 (1) 的 临时 点 (9, 人 是 尖 近 不公 的 ， 当 号 你 当 精 二 
方 要 ?的 系数 B- 一 CTB》 及 8-a2s 一 0 部 是 下 下 

最 后 应 谈 强 调 指出 , 以 上 是 通过 分 析 线 性 方程 组 的 显 式 解 , 来 研究 
它 的 路 线 在 临界 点 附近 的 情况 .在 以 下 两 节 里 ， 我 们 对 非 线 人 性 方程 组 
(它们 一 般 不 能 求 出 显 式 解 ) 来 考察 类 似 的 问题 ， 以 便 更 全 面 地 接触 这 


个 问题 的 精神 实质 . 


习 
1。 就 下 列 线性 自治 方程 组 的 临界 点 (0, 9), 试 确定 其 性 质 太 稳定 性 ; 


42， 线 性 方程 组 的 临界 点 与 稳定 性 317 


守 - 2 守 = 一 一 2 

jay 3 Rg ys 
at 
[给 = —3r 1 dy ; ES Sx 2y 

° 个 - 一 2z 38 过 -一 72 有 
用- -es ， 度 -es 

° 虹 ray a0% 
守 -47 一 28 

所 Sz 2y. ~ 


项 aps- -ezi= 必 试 证 方程 组 (1) 共 和 无穷 多 临界 点 ,其 中 没有 一 个 是 王立 的 . 


，8， 藻 4910。 -ob 四 试 证 方程 组 


tye 


Rar 上 8oy 十 cz 


具有 单 狂 一 个 狐 立 临界 点 (ze 和) 
b， 试 证 (a) 中 的 方程 组 经 变 且 置换 3=2 一 zo 及 gy 一 9% 后 可 化 为 (1) 的 
形式 . 
4&， 求 方程 组 
dz 一 
笃 一 2 一 2 十 10 


过 = 11w 一 By 十 49 


的 临界 点 , 作 变 量 置换 把 这 方程 组 写成 (1) 的 形式 , 并 确定 临界 点 的 性质 及 
稳定 性 . 
.在 第 20 六 时 研 究 半 在 强 革 上 同 归 作 自 由 振动 时 , 我 们 解 微分 方程 


mr t+ 0, 


其 中 5 这 0 及 a>0 是 分 别 表 示 媒 质 灌 性 及 弹 筑 强 度 的 常数 . 今 演 察 等 价 的 
户 治 方程 组 
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所 

En 

at 

它 只 有 -个 临界 点 (0 0). 
a， 求 《要 的 辑 助 方程 ， 它 的 五 和 9 是 什么 ? 

b， 对 下 列 四 种 情形 说 明 临 界 点 的 件 质 及 稳定 性 , 开 对 质量 的 相应 运动 作出 简 

切 的 物理 解 秋 ; 

i b=0 


- 人 
一 cz 一 253。 


iii. b= > 
5. 试 在 情形 中 的 般 定 下 解 方程 (14), 并 证 明 所 得 线 
圆 族 。 提示 : 利用 下 列 事实 , 益 4z? Bzy -C= DD 是 个 实 曲线 的 方程 , 则 曲 
线 为 椭圆 , 当 王 仅 当 淹 别 式 如 一 444C 为 负 . 
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若 一 物理 系统 的 总 能 景 在 某 平衡 点 处 具有 一 局 部 极 小 值 ， 那 末 从 
直观 上 显然 可 以 认为 该 点 是 稳定 的 ， 李 亚 普 诸 太 外 把 这 一 思想 推广 成 
一 种 简单 然而 有 效 的 方法 ， 以 研究 更 广泛 的 一 类 稳定 性 问题 。 在 本 节 
及 下 节 里 , 我们 将 讨论 李 亚 普 诺 夫 方 尖 及 其 一 些 应 用 。 
考察 一 自治 方程 组 


dr 
HD ww) 
WY Gl, y), 


并 设 它 有 一 孤立 临界 点 (0,0)S， 令 C[zC7), 9()] 是 (1) 的 一 个 路 线 ， 
并 没有 一 函数 召 (z#, 内, 它 在 包含 该 路 线 的 一 个 瑾 上 连续 且 具 有 连续 的 


@@ ”让 亚 普 诺 凑 (A、 了 ，Jamyrog，1857-1918) 是 能 国 数学 家 及 机 械 工程 师 , 是 写 出 不 
和 档 博 土 论文 的 罕见 奇 材 、 斌 文 于 1892 年 用 作文 发 表 [ 见 AN，JLrayxos，06alaa aaKavs 
06 3orojiuabocra AvExexEa, 1950; 或 见 秦 元 册 编 著 , 运动 稳定 性 月 论 一 般 问题 讲义 ,科学 出 
版 社 , 1958.) 

区 一 个 腹 界 虚 (xo， 刀 ) 总 可 通过 简单 的 坐标 平 称 记 =7 一 wo 及 5 一 y 一 yp 移 到 原点 处 ， 
所 以 我 们 一 开头 就 可 假定 临界 点 在 原点 处 耐 无损 于 一 般 性 . 
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一 阶 偏 导数 ， 车 一 点 Cz, 四 根据 方程 x 一 xCt), y=y(t) 洛 路 线 移动 ， 则 
如 (x, #9) 可 以 看 作 是 C 上 的 函数 [这 个 函数 我 们 记 为 ECE)], 它 的 变化 
尘 是 


dp_28 dz a8 dy_ 3 , 
mt oy At™ ar P+ (2) 


这 个 公式 足 李 亚 普 诺 夫 思想 的 核心 部 分 , 而 为 了 要 利用 这 公式 , 我 们 澳 
要 讲 儿 个 定义 , 以 规定 我 们 将 要 研究 的 几 业 乓 数 ， 

设 刀 (四 在 包含 原点 的 某 个 域 上 连续 且 具 有 连续 的 一 阶 偏 导 数 . 
车 至 在 原点 处 笔 于 0 即 豆 (0, 0) 一 0, 则 在 (x, 扩 隆 (0,0) 时 若 有 E(x, 扩 
>0, 便 说 它 是 正定 的 ;者 在 (cz, 妨 称 (0,0) 时 有 吾 Cw, 9 <0, 便 说 它 它 是 负 
定 的 .同样 ， 车 至 (0, 0) = 0 县 对 于 (zw 办 关 (0,0) 有 加 (x, 失 之 0, 便 说 
是 半 证 定 的 ,而 车 (0, 40)==0 且 对 于 (zw, 引 关 (0,， 0) 有 如 (zx, 9) 所 0， 便 
说 和 它 是 半 负 定 的 . 形 如 ox" 十 by*” 的 函数 (其 中 及 五 为 正 的 常数 而 
凤 及 为 正 整数 ) 显然 是 正定 的 ， 由 于 如 (zs，) 是 负 定 的 ， 当 且 仅 当 
一 吾 (z, y) 为 正定 , 故 形 如 ax" 二 by*" 的 函数 取 其 4<<0 及 b<0 便 是 负 
定 的 ， 通 数 2", "以 及 (x 一 站 ”不 是 正定 的 , 但 它们 是 半 正 定 的 . 营 
已 (2; 8 为 正定 ， 则 z=B(s, 外 可 看 作 是 这 样 一 抉 曲面 (图 56) 的 方程 ， 
它 象 个 抛物 面 , 口 朝 上 , 在 原点 处 与 zy 平面 相 切 . 
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一 个 正定 困 数 瑟 (z, 妨 , 它 能 使 


如 P+ 器 


为 半 负 定 的 ， 天 方 组 的 个 下 请 计 关 量 雪 根据 公式 (2》， 

《3 ) 为 半 负 定 这 一 条 件 相 当 于 存 原点 附近 沿 (1) 的 路 线 上 有 dB/d1<:0 

(国生 如 是 不 增 大 的 )， 这 此 函数 是 对 物 刺 系 统 的 总 能 是 这 个 概念 的 蕉 

广 。 它们 对 稳定 性 问题 的 关系 和 用 处 从 下 面 的 定理 (这 是 企 亚 次 诡 夫 

的 基本 发 现 ) 可 以 清楚 看 出 . 

定理 人 hn BCs, 9), 则 其 踢 界 点 (0, 0) 
i 则 临界 点 


Eke (3) 


证 明 . 所 C, 是 旋 在 原点 半 答 为 五 >>0 的 圆 ( 图 了 7), 又 设 0, 足够 小 , 能 
完全 容纳 在 函数 召 的 定义 域 里 .由 于 召 (z, 胃 连 续 而 且 是 正定 的 , 它 在 
C 上 有 一 正 的 极 小 值 一 。 其 次 ， 因 吾 (z, 9) 在 原点 连续 且 在 该 处 为 0， 
故 可 找 出 一 正 数 7 之 RR， 使 (#3， 奶 位 于 半径 为 + 的 圆 Cs 内 时 E(x，) 
<ma. 现 设 C=[z(t),， y(t#)] 是 1 一 #6 时 位 于 Cs 内 的 任 一 路 线 ， 于 是 
如 (f0)<m， 又 因 (3) 是 半 负 定 的 ， 故 有 吧 /dt 志 0， 由 此 可 知 对 于 一 荐 


BF 
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引 >fo 有 囊 (t) 寺 如 (0) 之 mW， 因 此 对 十 任何 汪 fo， 路 线 0 决 不 会 到 达 
回避 ,我 们 就 有 您 定 性 . 

为 证 明定 至 的 第 二 部 分 ， 就 只 要 证 明 在 新 作 的 假设 下 我 们 还 有 
至 人) 一 0， 因 四 于 吾 (z, 轨 是 正定 的 ， 这 就 意味 着 路 线 C 会 趋 近 临界 点 
(0,0)。 我 们 对 指出 , 山 于 /at<0, 喜 知 (+) 为 减 孙 数 ; 而 根据 假设 
至 (t) 以 9 为 下 内 , 故 可 断言 当 t> 吕 时 EE) 趋 于 某 一 极限 工 关 0. 为 证 
(tt )->0, 我 们 只 要 证 明 工 =0， 因 此 可 设 工 >0 并 由 此 推出 矛盾 即 可 . 
取 一 正 数 了 <7, 使 (z, 引 位 二 半径 ?的 贺 Cs 内 时 ， 就 能 有 EE(z, 失 < 工 . 
由 于 函数 (3) 连 续 且 是 负 定 的 , 所 以 它 在 贺 C, 及 Cs 上 以 及 两 者 之 问 的 
环形 域 上 有 一 负极 大 值 一 和 这 个 环形 域 包含 + 加 时 的 全 部 路 线 C， 
故 自 方程 


BCD-BG9 二 | 
可 知 不 等 式 

E(t)<E (0) — E(t —to) (4) 
对 于 一 切 党 成立， 然而 (4) 的 右边 在 1->0 时 变 为 负 无 穷 大 ， 故 
人 ->co 时 吾 ( 旨 一 一 co， 这 就 跟 (wy) 之 0 相 了 矛盾 ， 故 可 断言 也 =0, 从 
而 完成 了 证 明 . 
例 1。 游 察 装 在 弹 答 上 的 一 个 质量 名 的 运动 方程 : 


dr dv 
mr ttt =0. (5) 


这 里 ez>0 是 代表 质量 运动 媒质 洪 性 的 常数 ,>>0 是 弹 复 常数 ， 等 价 
于 (5) 的 自治 方程 组 是 


dr, 
a 

6 
dy__ ko 人 
Rt 庙 多 


而 它 的 唯一 临界 点 是 (0, 0)， 这 个 质量 的 动能 是 m 妨 /2， 它 的 势能 (或 
帮 说 储存 在 弹 筑 里 的 能 景 ) 是 
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em 一 到 . 


四 (i 胃 一 寺 罗 六 十 计 h?。 (7) 
容易 看 出 (7) 足 正定 的 ; 又 因 


此 c 
如 P+ 部 06= hry my(— 二) 


= 00, 
故 (7)? 是 (6) 的 李 形 普 诺 大 函数 ， 因 而 临界 点 吓 稳 定 的 ， 我 们 从 习题 
42-4 知道 , c 守 0 时 , 这 个 临界 点 是 渐 近 稳定 的 , 但 就 这 里 所 讨论 的 特定 
的 李 亚 普 诺 夫 函数 来 说 , 不 能 得 出 这 一 事实 了 


例 2， 方程 组 
dz __ 
= 2xy 。 
而 (8) 
at 


具有 一 个 孤立 临界 点 (0, 0)， 现 在 我 们 要 设法 作 一 个 形式 为 B(x, 9) = 
oz 十 pg” 的 李 业 况 诺 夫 函 数 来 证 明 份 定性。 我 们 显然 有 


aEF mw， 9 2m-1 2m -1 3 
Sy EF Er 2maw” 1(—2ry) | 2nbye" lr- 3) 


= (Amow™y nby™ Ie 2) — 2nby et, 
我 们 想 使 括 弧 里 的 式 千 等 于 0， 观 察 的 结果 ， 我 们 知道 若 取 部 二 1， 
ma 一 1 6= 1 及 5--2 就 可 达到 这 个 日 的 ， 选 取 这 些 数 之 后 ， 我 们 有 
户 (w, 胃 二 澡 十 2 六 ( 它 是 正定 的 ) 以 及 (98/9x)F+4 (98/39)G== 一 4y!( 它 


中 我 们 现在 知道 , 用 合适 的 李 亚 普 诺 夫 函数 总 能 查 出 稳定 性 和 渐 返 稳定 性 , 但 从 原理 
上 知道 存在 这 样 一 个 函数 , 和 实际 找 出 这 一 函数 ,是 很 不 相同 的 事 、 要 想 查阅 这 事 ， 可 参看 
L. Cesari< 常 娄 分 方程 中 的 源 近 性 态 及 稳定 性 问题 ?("Asymptotic Behavior and Stabili- 
ty Problems in Ordinary Differentisl Equations，p.111,1983) 或 G. Sansone and 
R. Conti.< 非 线性 微分 方 各 >(*Non -Linear Diff. Eqs. "p. 481, 1964). 
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是 半 负 定 的 ?， 所 以 方程 组 (8) 的 临界 点 (0,0) 嘴 稳定 的 . 

从 这 个 例子 可 以 看 出 , 在 复杂 的 情形 下 , 很 难 作 出 仓 适 的 李 证 普 诺 
大 的 数 ， 下 述 结果 有 时 有 助 于 解 羔 这 一 问题 . 
定理 也， 冰 数 忌 (z, 9) =az* 寺 bzy toy 为 止 定 , 当 此 仅 当 a>>0 二 本 一 
4ac<0; 它 为 负 定 , 当 和 仅 当 a<0 用 Bdac<0. | 
0, 由 县 (x, 9) 一 az2, 故 对 于 z 关 0, 吾 (z, 0) 盖 0 当 且 仅 当 
e>>0。 若 8 学 0, 我 们 有 


9 
Ex, »-w|al®) + 人) 四 | 
而 当 es>0, 方 括号 里 zy 的 多 项 式 ( 它 对 于 大 的 x18 值 是 让 的 ) 对 于 一 
动 z18 是 正 的 ， 当 此 仅 当 本 一 4ac<<0， 这 就 证 明了 定 碍 的 第 一 部 分 ， 
而 共 第 二 部 分 则 上 只 要 考虑 因数 一 吾 (z, 妇 便 立即 得 证 ， 


习 题 
1， 试 确定 下 列国 数 是 否 为 正定 . 负 定 或 两 者 都 不 是 : 
a 2 b, 22°—3xy+ ys 
一 222 十 3z3 一 区 2 d. —z2— dxy—5y. 


2， 试 证 形式 为 gs 十 bz 井中 e292 十 GP 的 一 个 函数 县 不 可 能 是 正定 的 ， 也 不 可 能 
是 负 定 的 . 
3， 试 证 40, 站 是 下 列 方程 组 的 渐 近 稳定 临界 点 : 


到 一 3 各 一 一 2 十 ol 
a 
We 28 ry 
4， 试 证 , 方程 组 (1) 的 临界 点 (0, 0) 是 非 稳定 的 , 如 朵 存在 一 个 也 数 也 (z、9) 具 下 
列 各 性 质 : 
a. 了 卫 (z, 区 在 某 个 含 原点 的 某 一 域 上 连续 且 有 有 连续 的 一 阶 偏 导 数 ; 
b. BC0,0) =0; 


~ ec， 在 以 (0, 站 为 心 的 每 个 图 内 至 少 含有 一 点 , 使 该 处 的 召 (z, 为 正 } 
+ (0) (ent 
5。 试 证 (0, 0) 是 方程 组 
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客 2z8 | mm 
dy 
te 


的 一 个 砷 稳定 临界 点 . 
6。， 设 函数 (2) 具 以 下 件 质 : 了 (0) =0 且 对 于 zz0 有 zf(7)> 红 即 ， 当 了 >0 时 
rz) 二 0 而 当 z<0 有 时 Fz)<0]. 
a. 试 证 
Ble p= + | za 
是 正定 的 . 
b， 试 证 方程 
tf)=0 
以 x 一 0, g 一 最-0 为 - 稳 害 临界 走 ， 
c. 车 在 原点 的 某 邻 城 上 9(z)>>0 试 证 方 强 
+) 


以 z 一 0 9 一 疼 一 0 为 一 稳定 临界 点 ， 


44。 非 线性 方程 组 的 简单 临界 点 
设 自治 方程 组 


dx 
一 (的 
| (1) 


dy 
GW) 


具有 孤立 临界 点 (0, 0)、 若 了 (oz, 有 及 G(z, 及 能 展 成 < 与 3 的 宕 有 级 数 ， 
则 (3) 取 下 列 形式 ; 


Ee + 


(2) 


gt bay + css + dry + eay? + "ne 


出 i 
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妆 4z1 及 18| 表 小 和 值 ， 也 就 是 当 (z, 妃 接 近 原 点 时 ， 二 次 用 更 高 次 项 的 值 
很 小 ， 册 此 我 们 自然 会 去 掉 这 些 非 线性 项 , 并 料想 (2) 的 路 线 在 临界 点 
《0, 0) 附近 的 大 体 性 态 , 将 与 其 相关 线性 方程 组 


pa 


(3) 


qd 
= + boy 


的 路 线 的 性 态 相似 ， 我 们 可 以 看 到 , 一 般 说 来 , 实际 情形 确 是 如 此 ， 用 
线性 方程 组 (3) 来 代 匠 (2) 的 步 又 通常 囊 做 线性 化 步 难 . 


更 一 般 地 , 我 们 将 考察 下 列 形式 的 方程 组 
Ee nD 


(4) 
Har thy +9(e, ). 
我 们 将 假定 
人 jz (5) 
G2 be 


以 使 相关 的 线性 方程 组 (3) 具有 一 孤立 临界 点 (0，0); 又 fx， 丰 ) 政 
G(w, 四 对 所 有 (x, 引 连 总 且 具 有 连续 的 一 阶 篇 半数 ; 且 当 (z, 9) 一 (0,0) 
时 有 

lim md; =0 及 lim 3 0. (6) 
注意 ， 由 条 件 (6) 可 知 了 (0,0) 一 0 及 9(0,0)=0， 故 (0,0) 是 (4) 的 一 个 
临界 点 ; 并 且 ， 不 难 证 明 这 临界 点 是 隆 立 的 (见习 题 1)， 存 上 述 这 些 限 
制 下 , 我 们 说 (0, 0) 是 方程 组 (4) 的 一 个 简单 临界 点 ， 


例 工 对 于 方程 组 
= 一 2 十 39 十 吧 
g (7) 
Y= ty 2 


at 
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我 们 有 


a bi 
a ba 
故 (5) 满 足 ， 又 , 用 极 符 标 可 知 


[fw DD| _ lr sindcosO| 
Mr 他 


_| -2 3 
| 1 


二 他 


gD 12rsin leos0| os 


NT 7 
故 当 (z， 妇 ->(0，0) (或 者 说 当 ?->0) 时 f(z，D/7 以 及 g(r, /7 
都 >0， 这 表明 条 件 (6) 也 是 袜 足 的 , 故 (0, 0) 是 方程 组 (7) 的 一 个 简单 
临界 点 . 
关于 简单 临界 点 性 质 的 主要 事实 由 下 述 庇 加 菜 定理 给 出 ， 我 们 这 
里 只 叙述 而 不 证 明 @. 
定理 A. 训 (0,0) 是 非 给 方程 组 (4) 的 一 个 入 音量 异 点 ， 而 我们 才 记 


“作为 一个 例子 -我们 天 1 人 它 的 相关 
线性 方程 组 是 


e203y 
《8) 
gy XY. 
《8) 的 辅助 方程 是 me? 十 mw-+1=0, 其 根 为 
mi ms -二 3¢ 


@ 详细 讨论 可 参看 W，Hurewicz,，*“Lectures on Ordinary Diff. Eqs.” ps 
86—98, 1958; L. Cesari, “Asymptotic Behavior and Stability Problems in Ord- 
inary Diff, Eqs. ”, pp. 157—163,19631 或 F. G. Tricomi,“Diff. Eqs. "pp. 53—72, 
1961, 
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由 于 这 些 根 是 其 轿 复数 而 非 纯 虚数 ， 故 得 情形 C, 于 是 线性 方程 组 (8》 
的 临界 点 (0, 0) 古 个 螺旋 点 ， 根 据 定理 A， 非 线性 方程 组 (7) 的 临界 点 
(0, 0) 也 是 个 螺旋 点 . 

我 们 应 该 认识 到 ， 品 然 丰 定 起 所 规定 的 情形 下 (4) 的 临界 点 与 (3 
的 省 办 点 (0, 0) 痢 模 于 同一 类 型 , 但 它们 的 路 线 的 实际 形状 序 可 能 频 为 
不 同 ， 俩 如 ,图 51 画 出 的 是 一 个 线性 方程 组 的 典型 较 点 ,而 图 58 则 大 
致 描 出 一 个 非 线性 方程 组 的 鞍点 该 起 什么 样子 ， 在 后 一 图 里 显然 存在 
一 定 程度 的 畸变 , 然 面 丙 全 图 中 的 大 体 情景 则 是 一 样 的 。 


图 58 


我 们 自然 要 想 知道 两 种 交 内 情形 究竟 如 何 ， 因 为 它们 并 未 在 定理 
A 中 提 及 ， 这 方面 的 事实 是 : 落 相 关 线 性 方程 组 (3) 在 原点 处 具有 一 交 
界 节 点 (情形 D)， 则 非 线性 方程 组 (4) 可 有 一 节点 或 一 螺旋 点 ; 而 苦 
《3) 在 原点 处 有 一 中 心 点 (情形 E), 则 (4) 可 有 “中心 点 或 一 螺旋 点 . 例 
如 , (0, 中 都 是 下 列 非 线性 方程 组 的 临界 点 : 


ya 和 

及 (9) 
dy dy_y 
at dt 


两 者 的 相关 线性 方程 组 都 四 
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dr_ 
dt 
=a 
易 知 (0, 0) 是 (10) 的 中 心 点 ， 然 而 可 以 证 明 (0，0) 诚 然 是 (9) 中 第 一 个 
方程 组 的 中 心 点 , 它 却 是 第 二 个 方程 组 的 螺旋 点 @. 
关于 线性 方程 组 临界 点 侍 近 指 路 线 萎 ， 我 们 已 经 见 过 了 相当 多 不 
同 的 情况 , 而 以 上 刚 讲 过 的 , 说 明 在 非 线性 方程 组 简单 临界 点 附近 并 设 
有 出 现 什 么 新 的 情况 ， 那 末 关 于 非 简单 的 临界 点 又 是 怎样 呢 ? 想 要 了 
解 这 里 可 能 出 现 的 情况 , 最 好 是 考察 一 下 形式 如 (2) 的 一 个 韭 线 性 方程 
组 ， 若 (2) 中 的 线性 项 不 足以 确定 原点 附近 路 线 的 格局 , 那 就 必须 考虑 
二 次 项 ; 如 果 那 还 不 足以 确定 路 线 格 局 ， 就 必须 进而 狂 虐 三 次 项 等 等 . 
这 表明 除了 线性 图 形 之 分 还 能 出 现 许 许多 多 别 的 情形 , 其 变化 无 穷 , 其 
复杂 程度 也 难以 提 模 . 我 们 在 图 59 里 画 出 共 中 的 一 些 ， 读 者 也 许 会 感 


2 


CI 广 


和 


图 59 
到 惊 蛋 的 是 ,这 类 复杂 的 格局 竞 能 出 现在 外 形 龄 为 简 昔 的 方程 组 里 . 例 
如 , 上 面 那 一 排 里 的 三 个 图 形 分 唱 表 示 了 以 下 三 个 方程 组 的 路 线 格局 


—¥ 
{10) 


四 参看 Hurewicz 一 书 p. 99. 
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wa (sy 
ini Ee 


dg 971g ys, 


af Pri Fdev [ryl * 


在 第 一 个 方程 组 的 情形 下 ， 这 只 要 看 看 图 3 及 方程 3-(8) 就 立刻 清 
楚 了 ， 

现在 我 们 对 简单 的 临界 点 来 讨论 它 的 稳定 性 问题 ， 这 方面 的 主要 
结果 归功 十 本 亚 普 诸 夫 : 若 (3? 在 原点 处 渐 近 稳 定 则 ?4) 亦 然 ， 现 将 其 
正式 陈述 如 下 。 
定理 B， 设 (0,0) 是 非 线性 广 RR 并 考察 相关 


证 明 . 机 本 定夺 AA 只 要 作 方 程 组 (4) 的 一 个 仿 适 的 李 亚 普 诺 夫 轩 
数 就 行 , 而 这 正 是 我 们 所 黎 的 . 
定理 42-B 告诉 我 们 线性 方程 组 (3) 的 系数 满足 以 下 条 件 : 


了 = 一 (9 十 四) >0 及 《一 aibps 一 GoB>0 (11) 
现在 定义 
E(x, y) 一 二 Ge2+ 2528 + ce¥’), 
而 令 
a 二 红 二 如 十 (abs 一 m2b1) 
人 
at bb 
b= 万 四 
6 一色 十 到 十 (00Bs 一 ap 
D 
其 中 


D=p4=— (6 +b) (90s— 20)). 
由 (1D, 可知 D>0 及 a0， 又 ,通过 简单 的 计算 可 知 
D(ae—b') = (of+62) (a?+63) 
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! (ad :birati bi) (labs ab) 
F (abs —asd)’— (Caos :bb2)? 
= (a bi a +b) (Gb 80 2 (m6 6 1) 0, 
帮 酝 一 ae 一 0， 于 是 根据 定 再 43-B 可 知 国 数 万 (2， 胃 大 正定 的 ， 又 ， 
通过 另外 一 次 计算 ( 细 闻 请 读者 自己 去 做 ) 得 到 
wt + Cetba) =— e+). {19) 


这 个 函数 显然 是 负 定 的 ， 故 (t+， 胃 是 线性 方程 组 (3) 的 李 亚 普 诺 大 
， 孙 数 攻 . 
其 次 我 们 证 明 如 (w, 9) 也 是 非 线 性 方程 组 (4) 的 李 亚 普 诺 夫 函数 . 
和 将 将 王 及 他 定义 为 


Pl, WD =mr+by fx, 的 
及 
G(x,F) =ar + by+ gz, 的 
则 由 于 已 知 吕 为 正定 的 , 只 要 证 明 
Er (13) 
为 负 定 的 就 行 了 ， 若 利用 (1T2)》, 则 (13) 就 变 为 
一 (如 十 的 ) 十 (0 十) 了 Ce 9) + (Brt cy) gl, 的 了 
再 引用 极 坐 标 , 可 将 上 式 写 为 
—r?i+r[l(acosd+bsind) f(r, y) + (beosd + csind) g(x, y)1. 
把 数 |g|, 15|，|c| 中 之 最 大 者 记 为 有， 这 时 由 我 们 假定 的 条 件 (6) 知 ， 
对 于 足够 小 的 * 盖 0， 
If 01<e 和 全 及 lg 区 1<E， 
琢 对 于 这 样 的 ?， 
4 下 


3B Bs _ 
+ 


人 现在 可 以 看 出 为 什么 要 这 样 定 义 a, 5, 及。 的 硅 由 ， 我 们 需要 (12) 能 成 立 ， 


4， 目 线性 方程 组 的 简单 临界 点 


331 


于 是 (x， 扩 是 个 生 定 隧 数 日 能 使 (13) 为 负 定 ， 现 在 从 定理 43-A 可 


知 (0,0) 是 (4) 的 一 个 渐 近 稳定 临界 点 , 定理 证 毕 . 


为 说 明 这 一 定理 ,我 们 再 次 考虑 例 1 的 非 线性 方程 组 (7), 而 (7) 的 相关 


线性 方程 组 是 (8)。 对 于 (8) 我 们 有 2=1>0 及 9 一 1>0， 


故 临 界 点 


040, 0 对 于 线性 方程 组 (8) 以 及 对 于 非 绕 性 方程 组 (7) 来 说 都 是 渐 近 稳 


定 的 . 
例 2， 从 第 40 节 知 摆 的 党 减 振动 方程 是 


dr Cdr gg 
dar tm At a ne 


其 中 是 个 正 的 常数 ， 其 等 价 的 非 线性 方程 组 是 


dg _ 
大- 
WY in Ly 
现 把 (14) 写 为 
ds_ 
a 
Yo ysing) 
昂 见 (zw, 护 ->(0,0) 时 
2 一 sizz 0 
Mt 
因 闭 zj 关 0, 我 们 有 
KX—sin% 2 sing Sin% 
pr 
又 由 于 (0, 站 显然 是 相关 线性 方程 组 
dz, 
At 
友 _ 9 
di a mY 


的 一 个 孤立 临界 点 ， 故 知 (0，0) 是 (15) 的 一 个 简单 临界 点 


(19 


(15) 


(16) 


， 根 据 观察 


332 第 八 章 ， 非 线性 方程 
(Preym>>08=91fa>0) 林 知 (0,0) 是 (16) 的 一 个 渐 近 稳定 临界 点 , 故 
中 定 加 B 知 它 也 是 (15) 的 一 个 新 近 稳 定 临 界 点 . 这 反映 了 一 件 明 显 
的 物理 事实 : 苦 摆 稍 受 干扰 , 则 所 产生 的 运动 将 随 着 时 间 的 推移 而 归于 
消失 , 


习 题 
31. 试 证 ， 者 (0, 0) 吨 (4) 的 一 个 简单 临界 点 ， 则 它 必然 是 弧 立 的 。 手 示 : 把 条 件 
(6) 写 为 了 2 用 一 em0 及 9(z, 扩 /7=es，0, 然后 在 条 件 (5) 之 下 利用 极 坐 
标 进 行 间接 证 明 ， 即 役 设 (4) 布 边 在 任意 接近 原点 但 异 于 原点 的 点 处 都 等 下 
09， 然后 从 这 一 眉 设 推出 一 个 矛盾 . 
2. 大致 描 出 极 坐 标 方程 ?一 gsin28 所 表示 的 曲线 族 ( 见 图 59)， 并 将 这 曲线 族 的 


方程 天 为 型 一 2 的 的 形 
微分 方程 尖 为 型 一 拓 宫 办 的 形式 . 


3. 车 (0, 0) 是 (4) 的 一 个 简单 临界 点 且 9=415; 一 0:51<<0, 则 由 定理 入 知 (0, 人 0 是 
《4) 的 一 个 鞍点 从 而 是非 稳 冠 的 . 试 证 , 车 p= 一 (q+8bD <0 有 g=aib 
一 x61 之 0， 则 (0, 0 是 (4 的 一 个 非 稳定 临 握 点 ， 提 示 : 采用 定理 了 的 证 法 , 
证 明 存 在 一 个 正定 函数 吾 (z, 妇 能 使 


(oeth D+ (ort bey) = 十 六， 


旧 应 用 习题 43-4，《 请 注意 , 从 这 些 事实 以 及 定理 B, 说 明 图 55 中 关于 渐 近 稳 
定性 以 及 非 稳定 性 所 指出 的 一 切 ， 都 可 从 相关 线性 方程 组 的 情况 直接 推 到 具 
有 苗 单 临界 点 的 非 线 性 方程 组 上 . ) 

4 试 证 (0, 0) 是 


的 一 个 非 稳定 临界 点 .试问 这 些 事实 怎么 能 间 题 3 插 弧 电 所 说 明 的 素 联 系 起 
来 ? 
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5， 验 证 (0, 0) 是 下 列 各 方程 组 的 一 个 简单 临界 点 , 并 确定 它 的 性 质 及 稳定 情况 : 


dr 
pd 
a jay 
a ty 


dy 
a 27— 1y 二 gsin%. 


6， 范 德 波 (van der Pol) 方 程 
Ea 
人 


入 一 z 一 一 3238 


2 1) 
Ty Dist® 0 


等 从 于 方程 组 


dg 
Fi 有 (2 一 1 中 


斌 就 上 > 及 4<0 两 种 情形 考察 临界 点 (0, 0) 的 稳定 情况 ， 


45。 非 线性 力学 ， 守 恒 系 统 

大 家 都 知道 , 在任 一 实际 动力 系统 的 工作 过 程 中 , 通常 总 要 通过 某 
种 磨擦 作用 的 形式 消耗 能 最 ， 然 而 在 某 些 场合 这 一 消耗 过 程 很 级， 以 
臻 在 相对 短 的 时 期 内 可 将 其 名 略 、 在 这 种 情况 下 可 假定 有 能 量 守 恒定 
律 , 即 假定 动能 与 势能 之 和 为 一 恒 量 ， 这 类 系统 叫 守 介 系统 ， 例 如, 转 
动 不 息 的 地 球 , 在 只 包含 几 个 世纪 的 短期 间 内 可 以 看 作 是 个 守恒 系统 ， 
但 车 要 研究 它 在 几 百 万 年 之 问 的 整个 性 态 ， 那 就 必须 把 潮汐 摩擦 所 损 
耗 的 能 量 估计 进去 . 

最 简单 的 守 全 系统 是 奖 在 弹 移 上 的 一 个 质量 加 在 真空 里 作 直 绪 运 
动 ， 考 z 表 如 离开 其 平衡 位 置 的 位 移 ， 弹 赞 作用 于 和 上 的 恢复 力 是 
一 bw(4>0), 则 知 运动 方程 是 


于 
mg 


二 Ex 二 0, 
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这 类 弹簧 叫 线性 弹簧 ， 因 为 恢复 力 是 2 的 一 个 线性 函数 ， 若 以 在 阻尼 
媒质 中 运动 ， 而 作用 于 加 上 的 阻力 (或 衰减 力 ) 是 一 ce(d4jdt) (其 中 > 
0), 那 末 这 个 非 守恒 系统 的 运动 方程 是 


md Ew= 0, 


这 里 的 衰减 作用 是 线性 衰减 的 , 因为 衰减 力 是 dz/at 的 一 个 线性 对 数 . 


仿 此 , 若 了 及 9 是 具有 性 质 f(0)=0 及 9(0) =0 的 任意 函数 , 则 可 把 更 
一 般 的 方程 

me +g 慎 )+f(2)= 0 (1) 
看 作 是 质量 血 在 恢复 力 一 f(z) 及 衰减 力 一 9(ez/&i 作用 下 的 运动 方 
程 . 一般 说 来 , 这 些 力 是 非 线 性 的 ， 故 方程 (1) 可 以 看 作 是 非 线性 力学 
前 基本 方程 ， 在 本 站 中 ， 我 们 将 简略 讨论 非 线 性 守重 系统 一 个 特殊 情 
形 , 它 的 运动 方程 是 


ms) =0, (2) 


这 里 衰减 力 是 0, 因而 没有 能 量 损 耗 D。 
方程 (2) 等 价 于 自治 方程 组 


dz 
i 
ay_ _f(z) (3) 
dt m 
若 消 去 04 便 得 出 (3) 在 相 平面 中 的 路 线 的 微分 方程 
yA) 
my (4) 
这 方程 又 可 写 为 
mydy= —f(r)dz. (5) 


国 关于 (1? 的 长 篇 论述 及 其 对 各 种 物理 问题 上 的 应 用 可 参看 本 J， Stokert 非 线性 振 
动 ?*(* Noniinear Vibrations”, 1950) 及 A. A, 安 德 尔 诺 夫 等 ,振动 理论 , 科学 出 版 社 , 1978，、 
1974， 
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兰 当 t= 如 时 yw 一 mm 及 3 一 加, 则 将 (5) 从 如 积分 到 所 得 到 


a da 
吾 人 六 一 总 辣 = Tz)ar 


守 my fae- 寺 mi fds 6) 
为 涪 明 这 一 结果 的 物理 意义 , 我 们 指出 ,十 my* 一 吉 训 ( 虹 】》 是 该 动力 
系统 的 动能 ,而 


Ves)= | fe (7) 
是 它 的 势能 ， 因 此 方程 (6) 豆 达 了 能 晤 守恒 定律 
二 mz) 一 加 (8) 


这 里 B=m VC) 是 该 系统 的 不 变 的 总 能 量 ，(8) 显然 就 是 (3) 


的 路 线 的 方程 , 因为 它 是 解 方 程 (4) 后 得 出 的 ， 由 指定 召 值 而 得 出 的 一 
个 特定 路 线 , 是 相 平面 上 具有 常数 能 量 的 一 个 曲线 ， 方 程 组 (3 ) 的 临界 
点 是 (zs 0) 这 些 点 ， 其 中 ze 是 方程 及 xz) 一 0 的 根 ， 如 我 们 在 第 40 节 
中 所 指出 的 , 这 些 是 (2) 所 描述 的 那个 动力 系统 的 平衡 点 ， 从 (4) 可 知 ， 
这 些 路 线 穿 过 % 轴 时 与 它 成 直角 , 而 在 穿 过 直线 <= we 时 是 水 平 的 . 方 
程 (8) 又 说 明 这 些 路 线 是 对 称 于 2 轴 的 . 


”车 把 (8) 写 为 
EN nA (9) 


就 易于 按 下 列 步 又 作出 路 线 ， 先 定 出 一 个 xz 平面 , 取 z 轴 与 相 平 面 的 
Yy 轴 在 周一 坚 线 上 (图 60)。 其 次 在 xz 平面 上 画 出 曲线 z=F(z) 以 及 - 
若 于 水 平 线 3? 三 吾 ( 图 中 国 出 一 根 这 样 的 线 ), 并 注意 差 百 一 V(z) 的 几何 
意义 是 什么 . 最 后 , 相应 于 每 个 巡 将 前 - 步 所 得 的 召 一 Fz) 乘 以 2/m， 
并 应 用 公式 (9) 在 正 下 方 的 相 平面 (zy 绊 面 ) 上 画 出 对 应 的 了 值 , 注意 ， 
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BLE—V(s)] 


VEE-rPe)] 


图 60 


由 于 最 yg, 在 4 加 以 上 的 任 一 路 线 的 正方 向 是 明 右 的 ,而 在 z 轴 以 下 


的 路 线 正方 向 朝 左 . 
例 1， 在 第 40 地 中 , 我 们 知道 非 衰减 摆 的 运动 方程 是 


SEsing=0, (10) 


其 中 是 个 正 的 常数 ， 四 于 这 方程 具有 (2) 那 种 形式 , 故 可 把 它 所 描述 
的 运动 ， 看 作 是 单位 质量 在 恢复 力 为 一 ksinx 的 非 线性 弹簧 作用 下 的 
非 衰 城 直线 运动 ， 等 价 于 (10) 的 自治 方程 组 是 


妇 出 投 
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de 
本 GD 
沁 - —Esing, 

它 的 临界 点 是 (0 0),( 土 x, 0),( 土 27,0),…， 路 线 的 微分 方程 是 
dy_ _ksing 
dr y 


分 离 变量 并 积分 , 得 这 族 路 线 的 方程 是 
+ 全 一 Feosz) = 加 

这 显然 具有 (8) 的 形式 , 但 其 中 次 = 而 

V2) = fe)de= hkeosy 
是 势能 ， 现 在 我 们 来 画 路 线 ， 先 在 xz 平面 上 画册 曲线 zs=T(z) 以 及 
若干 直线 z= 如 (图 61， 那 里 只 而 出 一 根 直线 + 一 2k)， 从 这 图 上 可 
读 出 召 一 FCz) 诸 值 ， 然后 用 公式 y 一 士 W 开 万 -已 2 在 正 下 方 的 相 平 
区 
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而 上 加 出 路 线 的 略图 ， 从 这 个 相 图 里 可 以 明显 看 出 , 若 总 能 量 吾 在 0 

与 饭 之 间 ， 则 相应 的 上 路线 吓 闭合 的 ， 于 是 方程 (10) 具有 周期 解 ， 而 
考 吾 >28z， 则 路 线 不 轩 合 ，(10) 的 相应 的 解 为 非 周 期 的 ,如 =28 
这 个 值 把 两 类 不 同 的 送 动 分 了 开 来 ， 因此， 相应 于 吾 =28 的 路 线 叫 
分 型 路 线 (separatrix)， 分 型 路 线 之 外 的 波状 路 线 相应 于 摆 的 旋 动 
(whirling motions), 而 分 型 路 线 之 内 的 闭合 路 线 相应 于 摆 的 振动 , 它 
的 一 些 临界 点 显然 是 交互 为 非 稳 定 的 鞍点 以 及 稳定 但 非 浙 近 稳定 的 中 
心 点 ， 为 进行 对 比 ， 我 们 值得 考察 一 下 这 守恒 动力 系统 化 为 非 守恒 系 
统 时 所 发 生 的 变化 ， 我 们 对 这 系统 引入 一 个 线性 的 宕 减 必 ， 这 时 送 动 
方程 的 形式 是 


型 2 十 oz 
a 


十 全 品 天 和 62 所 示 ， 我 们 看 到 ， 图 61 里 的 中 心 点 
在 这 里 变 成 渐 近 稳定 螺旋 点 , 而 且 每 一 个 路 线 ( 除 了 在 tf->0o 时 进 人 远 
点 的 那些 分 型 路 线 之 外 ) 最 终 都 卷曲 进入 这 些 螺旋 点 之 一 。 


tsing= 0, £>0, 


1. 著 f(0)==0 且 对 于 sx 天 0 有 他 (Zz)>0, 斌 证 


dx 
$f) =0 


46， 周 期 解 ， 庞 加 生 -本 狄 克 生 定理 339 


的 路 线 是 相 平 面 上 原点 四 周 的 闭合 线 ， 也 就 是 ， 试 证 临界 点 2==0, -dxidt 
=0 是 稳定 的 但 非 渐 近 稳定 的 中 心 点 ， 试 就 了 (0) =0 而 在 zx0 时 zz)<0 
的 情形 , 撒 述 这 个 临界 点 的 性 质 及 共 稳定 情况 . 

2， 实 际 弹 赞 大 多 是 非 线性 的 ， 根 据 其 恢复 力 的 增 大 率 大 于 或 小 于 位 移 的 线性 函 
数 , 我 们 把 非 线性 弹 赞 区 分 为 而 的 或 软 的 两 种 ， 方 程 


tht aza 一 0) k>0, 


在 ga>0 时 描述 硬 漳 策 的 迁 动 ， 而 在 e-<0 时 描述 软 弹簧 送 动 , 试 面 出 鲈 种 情 
形 的 路 线 图 ， 

3。 试 水 了 一 x 十 204…0 的 路 线 的 方 稚 并 在 相 图 上 天 出 这 些 路 线 前 概 狐 ， 定 出 
临界 点 及 每 个 临界 点 的 体质 。 

4。 由 于 自 方程 (7) 有 修一 J(z)， 故 (3) 的 临界 点 是 相 于 面 的 < 轴 上 使 V(z) 一 0 
的 那些 点 , 就 其 对 于 出 线 一 Vz) 的 情况 而 言 ( 如 某 这 曲线 光 济 且 社 内 正 常 )， 
有 三 种 可 能 情况 ， 极 大 , 极 小 以 及 提 点 ， 试 画 出 所 有 这 三 种 情况 , 并 确定 每 一 
情况 下 的 临界 点 的 类 型 (第 三 类 型 的 临界 点 叫 尖 点 )。 


46。 周期 解 ， 庞 加 莱 - 本 狄 克 生 (Poincare-Bendixson) 定 理 
考察 非 线性 自治 方程 组 


和 


(1) 
gy 
G9), 


共 中 函数 下 (x, 扩 及 G(z, 9 在 整个 相 平 面 上 连续 且 具 有 连续 的 一 阶 偏 

”导数 .迄今 所 讲 材 料 几 乎 并 没有 告诉 我 们 (1) 的 路 线 如 何 , 而 只 告诉 它 

们 在 某 些 类 临界 点 附近 的 情况 ， 然 而 在 许多 问题 中 ， 我 们 对 路 线 的 全 

看 情况 比 这 些 局 部 性 质 还 更 为 关切 、 路 线 的 全 面 性 质 《或 大 范围 性 质 ) 
扩 述 它们 在 相 平 遍 大 片区 域 上 的 性 态 , 而 一 般 说 这 是 很 礁 确 定 的 . 

全 面 性 理论 的 中 心 站 题 是 确定 (1) 是 否 上 共有 闭合 路 线 ， 如 第 40 中 

所 指出 的 , 这 个 问题 之 所 以 重要 乃 是 因为 它 同 (1) 之 起 否 具有 周期 解密 
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切 相关 ，(1) 的 一 个 解 式 七 及 (1) (车 二 者 部 不 是 常数 ) 是 周期 的 ， 如 

二 者 对 所 有 革 凤 有 定义 ， 如 果 又 存在 一 数 了 >0, 使 对 于 所 有 t 都 成 
立 w(f 寺 了 二 x 和 及 y(44T) = 其 巷 ， 具 有 这 一 性 质 的 最 小 的 那个 全 
叫做 解 的 周期 @， 《1) 的 每 个 周期 解 显 然 确定 一 个 闭合 路 线 ， 间 当主 从 
任 一 如 增 到 二 了 时 ,就 描 出 一 次 闭合 路 线 ， 反 之 , 若 C[x(t), g(t)] 
是 (1) 的 一 个 闲 合 路 线 , 则 易 知 x( 站 ,站 是 一 周期 解 ， 因 起, 求 (1) 的 
局 期 解 的 问题 就 转化 为 求 其 闭合 路 线 的 问题 . 

从 第 42 节 可 知 , 一 个 线性 方程 组 共有 闭合 路 线 ， 当 且 仅 当 其 辅助 
方程 的 根 为 纯 虚 数 , 并 且 在 这 种 情况 下 ， 每 一 路 线 都 是 六合 的 . 因此 就 
一 线性 方程 组 来 说， 或 者 它 的 每 一 路 线 都 闲 含 ， 或 者 根本 没有 闭合 路 

” 线 ， 然 而 一 个 非 线性 方程 组 却 完全 可 以 具有 一 个 孤立 的 闭合 路 线 ， 即 
附近 没有 共 他 闭合 路 线 的 那 种 闭合 路 线 、 下 面 是 这 样 一 个 方程 组 的 熟 
知 的 例子 ; 


衬 ~ —y+x(1—2—y*) 


并 w+y(1— 一 至 一 扫 )- 


(2) 


为 解 这 个 方程 组 , 我 们 引用 极 人 至 标 z 一 rcosg,3#g 一 rsing， 将 只 十 欠 一 闻 
及 9 二 tan (8/g 微 分 , 可 得 有 用 的 公式 


人 沉沉 党 六 
以 z 莱 (2) 的 第 一 式 , 以 乘 (22 的 第 二 式 , 相 加 , 得 到 
地 = 72(1 一 全。 (4) 
同样 ,着 以 % 莱 第 二 式 以 y 乘 第 一 式 并 相 减 , 得 到 
2 (5 


方程 组 (2) 在 ?= 0 处 有 单独 一 个 临界 点 . 因 我 们 关心 的 只 是 求 路 线 ， 


名 每 个 周期 解 必 有 这 种 意义 下 的 -一个 周期 ， 何 故 ? 
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故 可 设 *>>0、 这 时 , 从 (4) 及 (5) 知 I(2) 可 变 为 


dr aa 
ai™—"(} 和 》 


a _ 
dt 
这 两 个 方程 容易 单独 解 出 , 于 是 得 (6) 的 通 解 为 
1 
和 
0=£7 fio. 


1. 


《2) 的 相应 通 解 是 


a) 
Vitce™ 
sin (t+4) 
i 


~v1te 


(6) 


(7) 


(8) 


现在 我 们 从 儿 何 图 形 来 分 析 (7)( 图 63)， 若 c=0, 则 解 为 7 二 1 及 9= 
和 二 所 它 以 反 时 针 方向 措 出 圆 2 十 护 =1， 车 c<0, 则 显然 *>1 且 当 
>oco 时 7->1， 又 , 著 6>0， 则 7<1 而 t>co 时 仍 有 7>1， 这些 事 


引 ~ 


| 一 一 一 


YS 


图 63 


> 
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实说 明 存 在 一 个 单 狐 的 闭合 路 线 (7… 1), 随 着 i->co， 所 有 其 他 路 线 都 
以 螺旋 线 的 方式 从 内 部 或 外 部 趋 近 于 它 . 

在 以 上 的 讨论 中 我 们 通过 实际 求 出 方程 组 (2) 的 一 全 闭合 路 线 证 
明 它 共有 这 样 -个 路 线 ， 在 一 般 情况 下 ， 我 们 当然 不 能 指望 做 到 这 一 
点 ， 我 们 所 需要 的 是 一 些 检验 法 ， 以 恒 使 我 们 有 可 能 判断 相 平面 的 某 
旦 区 域 是 否 含有 闭合 路 线 ， 第 一 个 这 样 的 检验 法 是 由 下 述 庞 加 莱 定 理 
所 提供 的 ， 它 的 一 个 证 明 概 述 在 习题 1 中 . 


这 结果 给 出 了 一 个 价值 颇 为 有 限 的 否定 检验 法 若 一 方程 组 在 给 
定 区 域内 无 临界 点 , 它 在 该 区 域 不 能 有 闭合 路 线 , 

下 而 的 定理 提供 另 一 个 否定 检验 法 , 它 昆 属于 本 狄 克 生 的 名 . 
定理 了 若 3P /3az 十 3G/3gy 在 相 平 面 的 某 区 域 上 恒 为 正 或 恒 为 负 ， 则 
方程 组 (1 在 该 区 域 不 能 有 闭合 路 线 . 

证 明 “假如 该 区 域 有 一 闲 合 路 线 C= [Fe(t), y(t)], 其 内 部 记 为 A， 于 
是 根据 烙 林 定 理 及 此 处 的 假定 可 知 


[ (Fdy— Gdz) = (G3 Ye 


or 
然而 在 0 上 有 二 Pdt 及 西 -Gdt 故 
| (hay—6Gds) = 人 (FG—AF)dt=0. 
这 个 矛盾 证 明 我 们 若 先 的 假定 不 正确 ， 故 所 论 域 里 不 能 有 任何 闭合 
路 线 . 
这 些 定理 有 时 有 用 ， 但 我 们 所 项 要 的 是 肯定 性 的 检验 法 ， 能 提供 
(1) 具 有 闭合 路 线 的 充分 条 件 的 ， 这 一 类 的 少数 儿 个 一 般 性 定理 之 


全 本 儿 克 生 (IJvar Otto Bendixson, 1861 一 19353 瑞 与 数学 家 , 他 在 1901 年 发 表 一 篇 
重要 的 论文, 补充 了 庞 加 来 的 一 些 早年 的 结果 ， 他 任 斯 乱 再 尔 摩 大 学 教授 (其 后 为 较 长 ), 长 
期 为 读 市 市 议会 的 一 名 锋 跃 议 贞 . 
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就 是 庞 加 菜 -本 狄 克 生 定理 , 现 氢 述 这 一 古典 定理 如 下 ,而 未 予 证 明了 . 
定理 C， 设 五 是 由于 交 的 有 界 域 基 包括 边界 在 内 ， 电 设 号 并 不 含有 


方程 组 ) 的 任 休 放 兴 


力 理 解 这 一 全 是 我 们 来 考 谈 图 64 记 寺 的 请 况 这 里 五 忆 由 两 半 开 线 及 
其 闻 的 环 状 域 组 成 。 设 矢量 


1 
Cy 


图 64 


Vr, g) =F(r, DitG(z, y)j 
每 一 边界 点 处 都 是 指向 五 内 部 的 , 于 是 , 通过 一 边界 点 (在 t= 刀 时 ) 
pd C 必然 要 进入 瑟 内 并 且 再 也 不 离开 它 ， 而 在 这 些 情况 下 定 
理 人 告诉 我 们 说 C 必然 会 以 螺 线 方式 趋 近 一 闭合 路 线 Co， 我 们 选取 一 
环形 域 来 说 明定 理 ， 因 为 像 Ce 这 样 的 一 个 闭合 路 线 必须 包围 着 一 个 
临界 点 (图 中 的 P), 而 是 却 必 须 排除 一 切 临界 点 . 
方程 组 (2) 给 这 些 思想 提供 一 个 简单 的 应 用 . 《2) 显 然 在 (0，0) 处 


中 访 悉 夫 详 , 可 参 闪 urewicz pp.102 一 111, 或 Cesari pp.163 一 167。 
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有 一 临界 点 , 而 有 图 7 一目 及 7=2 之 问 的 区 域 五 肉 不 含 临界 点 。 在 我 
们 以 前 的 分 析 中 曾 得 出 
ar 


对 于 r>0 天 =7(G 一 7， 


这 说 明 在 内 圆 上 gr/&t>0 而 在 外 圆 上 dz/et<0， 故 允 在 所 有 边界 点 
处 都 指向 五 内 部 ， 这 样 ， 通 过 一 边 办 点 的 任 一 路 线 都 会 进入 五 且 当 
zi >co 时 保持 在 召 内 ,于 是 根据 庞 加 菜 - 本 狄 克 生 定 理 可 知 吾 含有 一 闭 
合 路 线 Co 我们 已 经 知道 天 "一 1 就 是 那个 闭合 路 线 ， 而 现在 我 们 按 
以 上 所 讲 保证 了 它 的 存在 

从 理论 观点 讲 , 庞 加 菜 - 本 狄 克 生 定理 是 很 能 令 人 满意 的 ， 但 一 般 
说 用 起 来 频 难 。 有 一 种 更 实用 前 检验 法 可 保证 形 如 


PE) gs) =0 (9) 


的 方程 具有 闲 合 路 线 ， 这 种 方程 叫 李 那 (Liénard) 方程 9， 当 我 们 说 
到 (9) 这 样 一 个 方程 的 闭合 路 线 时 ,所 指 的 当然 是 其 等 价 方 程 组 


(10) 
2 Kf)y 


的 一 个 闭合 路 线 ; 面 且 我 们 又 知道 ，(10) 的 一 个 闭合 路 线 相 应 于 (9) 的 
一 个 周期 解 ， 关 于 (9) 的 闭合 路 线 的 基本 事实 叙述 在 以 下 的 定理 中 . 
ge 人 于 定 浊 ) 设 汪 数 fs) 及 g(?) 补足 以 下 条 件 : 《iD 两 者 对 


0 有 pr) FCz) 是 偶 阔 数 ; 以 让 (iii) 二 F(z)= 


@@ 地 那 (Alfred Lignard, 1869 一 3958) 是 法 国 科学 家 , 其 大 半生 执教 于 巴 繁 矿 业 学 院 
并 在 1929 年 任 读 院 院 长 ， 他 在 恤 理 方面 的 研究 工作 主要 属于 电学 , 磁 学 、 弹 性 理论 以 及 流 
体 动力 学 等 颌 域 ， 他 常常 从 事 研 究 他 在 其 他 科学 工作 中 所 磁 到 的 数学 问题 , 并 在 1933 年 当 
选 为 法 国 数 学 会 主席 ， 他 是 个 平易近人 的 独身 汉 ， 一 柴 子 把 他 的 畏 力 完 爹 献 给 他 的 工作 和 
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坚 科 不休 地 竺 你 呈 坊 庆 的 读者 理所当然 地 不 愿 接受 没有 证 明 的 
定理 , 为 满足 他 们 的 需要 , 我 们 在 附录 B 里 给 出 了 这 一 定理 的 证 明 . 但 
我 们 对 定理 中 所 设 条 件 的 作用 可 获得 一 直观 的 理解 ， 只 要 用 上 一 节 的 
思想 来 看 待 (9)， 根 据 这 一 观点 ，(9) 可 以 看 作 是 这 样 一 个 动力 系统 的 
运动 方程 ， 它 由 装 在 弹 筑 上 的 单位 质量 组 成 ,但 同时 受 一 局 复 为 
一 9《%) 及 衰减 力 一 (zx)axjat 的 作用 ， 关 于 9(x) 所 作 的 假定 等 于 说 
弹 扯 具有 我 们 所 预料 的 性 质 ， 并 将 使 任何 位 移 的 数值 趋 于 减 小 ， 而 关 
于 fz) 所作 的 假定 ( 煌 略 说 来 就 是 ,对 于 小 的 |z|, 上 3) 为 负 ， 对 于 大 的 
jx! 则 为 正 )， 则 表示 运动 在 小 的 |x| 时 会 加 剧 , 而 在 大 的 |x| 时 会 变 缓 ， 
因而 趋 于 一 种 稳 恒 振 动 ，f(z) 的 这 一 特殊 性 态 也 可 表述 为 ， 这 物理 系 
统 在 1%| 值 小 时 吸收 能 量 而 在 1%] 大 时 消耗 能 量 . 

李 那 定理 的 主要 应 用 是 在 范 德 波 @ 方 程 上 


pw DRE+= 0, (11) 


共 中 的 4 根据 物理 原因 俱 定 为 正 的 常数 ,这 里 及 2)=p(z? 一 1) 及 
7) 二 %, 堆 条 件 (让 显然 满足 -条件 (让) 也 同样 显然 成 立 ， 由 于 


F(z)= eG z w=). 
故 知 PKz) 在 ?二 M5 处 有 单独 一 个 正 的 零点 , 在 0<z<<w 3 上 为 负 ， 
在 > 3 为 正 , 旦 当 z->co 时 B(z) 一 co. 最 后 , F'(z) 二 h(x* 一 了 D 对 于 
>1 为 正 , 改 本 2) 在 z>wW 了 肯定 是 非 减 的 (事实 上 它 是 增 函 数 )， 于 
中 苑 德 波 (Balthasar van der Pol,1889 一 ) 是 疾苦 和 学 家 , 专攻 无 线 电 工程 方面 的 


期 论 问题 , 他 在 20 征伐 首 先 棋 出 了 对 方程 (11)? 揭 研究 ， 从 而 引起 李 那 及 其 他 人 对 非 线性 力 
学 中 的 自 保 {fself-sustainsd) 气 功 进 行 数学 理论 研究 . 
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是 定理 中 的 所 有 条 件 都 满足 , 故 可 断 计 方程 (10) 基 有 了 唯一 闭合 路 线 ( 周 
期 解 ) 它 为 每 一 其 他 路 线 ( 非 平凡 解 ) 所 螺旋 ( 渐 近 ) 痊 近 . 


习 题 
1 定理 A 的 一 个 证 角 可 按 以 下 的 儿 何 思想 (图 65) 来 作出 ， 设 C 是 相 平面 的 一 


简单 亲 堪 线 (不 一 定 是 个 路 线 )， 并 设 不 道 过 方程 组 (1) 的 任何 临界 点 ， 壤 
P 反 办 是 C 上 一 点 , 划 


y 


贸 65 
VD =P(, iG Hj 
是 非 0 矢量 ， 因 而 具有 以 角度 8 表示 的 确定 方向 ， 若 三 按 反 时 针 方 向 沿 口 移 
动 一 圈 , 由 6 的 改变 量 为 A0 一 2xn, 此 处 % 是 个 正 整数 , 0 或 负 整 数 ， 这 个 整 
数 7 叫 C 的 指数 ， 堵 0 连续 缩 感 较 小 的 苗 单 闭 曲 线 C6 而 未 通过 任 一 临界 点 ， 
则 其 指数 也 连续 变化 ; 而 由 于 指数 是 整数 , 因而 它 不 能 改变 . 
a， 车 CG 是 (1) 的 路 线 , 试 还 它 的 指数 是 1. 
b。 车 是 (1) 的 不 含 虱 界 点 的 路 线 , 试 证 较 小 的 Cs 具有 指数 9， 由 此 推出 定 
理 A. 
2. 设 有 非 线 性 家 治 方程 组 
人 2 
+ 十 扫 ) 
dy yw 
生生 起 直 二 (22 十 2) 


3， 试 把 这 方程 组 化 为 极 侍 标 形 式 . 
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b， 谍 用 庞 加 菜 -本 狭 克 生 定 再 证 明 在 圆 7 一 1 及 了 一 3 之 间 有 一 用 合 路 线 . 
Cc。， 求 原 方程 组 的 非常 数 通 解 ?==2(t) 及 y=#(t)， 并 用 它 来 求 相应 于 闭合 路 
性 已 在 人 b) 中 征明) 的 周期 解 、 
dd， 试 在 相 平 星 上 画 出 闲 合 路 线 以 及 至 少 两 个 共 他 的 路 线 . 
3。 试 证 非 线性 自治 方程 组 


ye 
Ey ort 
Ei Ye ty 
只 有 -' 周 期 解 ， 
4 试用 本 季 所 讲 ~ 定 醒 确 断 下 列 各 微分 方程 是 否 具 有 一 个 周期 解 ， 
dp oe oa ds 
aa 人 十 区 一 
下 人 Gr 
b. i =0; 
Ee_ fd (a) = 
o 的 (a) =08 
下 ar 
的- 
Pr ls dr 
和 人 En TH + 区 二 办 
5， 试 证 形 如 


这 2 1 一 
or to DRt 9 {nb,c>0) 


的 任 一 油分 方程 可 通过 自 变 量 的 置换 化 为 范 德 疲 方程 . 


附 景 A， 庞 加 莱 


论 加 菜 (Jules Henri Poincare，1854 一 1912) 在 二 十 世纪 初 公认 
为 当代 最 大 数学 家 . 1879 年 , 他 在 Caen 大 学 开始 学 府 生涯 , 才 两 年 之 后 
即 就 任 Sorbhonne 大 学 教 斤 , 在 那里 滤 过 他 的 余生 , 每 年 讲授 一 门 不 同 
的 课程 ， 在 他 的 课堂 讲授 中 (以 后 由 他 前 学 生 编 集 出 版 )， 他 以 伟大 的 
首创 精神 和 卓越 的 技巧 处 理 了 纯 数 学 与 应 用 数学 的 几乎 所 有 和 领域， 以 
及 许多 他 发 现 的 以 前 未 知 的 领域 .他 总 共 写 出 了 30 卷 以 上 关于 数学 
物理 与 天 体力 学 的 专著 ，6 卷 较 通俗 的 著作 以 及 几乎 500 篇 数学 论文 , 
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他 是 个 敏捷 ,多 才 汪 遇 . 不 伴 的 思想 家 , 不 爱 在 细 生 上 纠缠 ,因而 被 他 的 
当代 人 称 为 “名 征服 者 但 不 是 获 民 者 ”他 只 有 惊人 的 记忆 力 这 种 优 
点 ,习惯 于 在 书房 里 来 回 走动 时 在 脑子 里 搞 他 的 数学 工作 , 只 有 在 心算 
完毕 之 后 才 把 结果 写 下 来 ， 他 在 32 岁 这 样 非常 年 青 的 时 候 就 当选 为 
科学 院 院士 .给 他 提名 的 那 位 科学 院士 曾 说 “他 的 工作 非 普通 言辞 所 
能 赞 蕉 ， 而 不 免 使 人 想起 雅 可 比 (Jacobi) 赞扬 阿 倍 耳 的 话 一 一 他 解决 
了 前 人 所 未 曾 梦 想 过 的 问题 ”. 

庞 加 菜 在 数学 上 第 一 次 取得 的 重大 成 就 是 分 析 方 面 的 工作 .他 推 
广 了 丽 数 的 周期 性 而 创造 了 自 守 国 数 的 理论 ， 初 等 的 三 角 函 数 和 指数 
函数 是 单 周期 的 ， 炳 圆 阔 数 是 双 周 期 的 ， 庞 加 莱 的 自 守 函数 是 这 些 函 
数 的 一 个 很 大 的 推广 ， 因 为 它们 在 可 数 无 穷 多 的 线 件 分 式 变换 下 是 不 
变 的 , 面 且 把 内 容 丰 帘 的 椭圆 函数 论 包 括 在 内 , 作为 它 的 一 个 细节 ， 他 
应 用 自 守 函数 解 代数 系数 的 线性 微分 方程 ， 且 又 说 明 怎样 能 利用 它们 
来 使 代数 电线 单 值 化 ， 也 就 是 把 这 种 曲线 上 任 一 点 的 坐标 表示 为 一 个 
参量 的 单 值 国 数 所 七 及 多 切 ， 在 十 九 世 纪 80 年 代 和 90 年 代 , 自 守 
函数 发 展 成 为 数学 的 一 个 广泛 分 支 , 其 中 牵涉 到 (除了 分 析 之 外 ) 群 论 、 
数论 ,代数 几何 以 及 非 欧 几何 ， 

他 思想 的 另 一 集注 点 是 在 天 体 力学 的 研究 上 (4 天 体力 学 的 新 方 
法 >(*Les Méthodes Nouvelle de la Mécanique Celeste”, 共 三 卷 ， 
1892 一 1899). 他 在 这 项 研究 工作 中 搞 贝 了 他 的 渐 近 展开 理论 (这 点 燃 
了 人 们 对 发 散 级 数 的 兴趣 ), 研究 了 轨道 的 稳定 性 问题 开创 了 非 线 性 
微分 方程 的 定性 理论 。 他 在 关于 天 体 演 化 的 著名 研究 中 ， 促 使 他 去 研 
究 由 引力 作用 凝聚 一 起 的 旋转 流体 的 平衡 外 形 ， 而 他 所 发 现 的 梨 状 构 
形 对 其 后 G. H. 达尔 文王 士 ( 搞 出 进化 论 的 那个 达尔 文 之 子 ) 的 工作 起 
重要 作用 @、 庞 加 莱 在 他 对 这 些 发 现 的 总 结 中 写 道 :“ 设 想 有 一 旋转 流 
体 因 冷却 而 收缩 , 但 这 过 程 是 够 缓 锡 , 使 流体 仍 为 匀 质 而 各 部 分 的 旋转 


@ 参看 G，H，Darwins 论 潮汐 ?("The Tides”, Chap.XV11 1899). 
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仍 一 样 。 这 物体 起 初 非常 接近 球形 , 然后 变 成 旋转 椭 球 , 这 椰 球 逐渐 局 
下 去 ， 然 后 到 某 一 时 刻 它 将 变 为 具有 三 个 不 同 轴 的 构 蒜 再 往 后 它 的 
外 形 不 再 是 权 蒜 而 将 变 成 梨 状 ， 直 到 最 后 这 物体 的 “腰部 " 变 得 越 来 越 
细 蜗 而 分 成 两 个 不 同 而 又 不 相等 的 物体 ”。 这 些 思 想 在 我 们 这 个 时 代 
引起 了 新 的 兴趣 ; 因为 最 近 地 球 物理 学 家 借 人 造 地 球 卫 星之 二 发 现 地 
球 本 身 是 略 呈 梨 形 的 ， 

他 在 这 个 时 期 所 磁 到 的 许多 问题 播 下 了 新 的 思想 方法 的 种 子 ， 使 
它们 在 二 二 此 纪 前 数学 里 得 到 成 长 和 发 扬 光大 .我 们 已 经 棍 到 过 发 茹 
级 数 与 非 线性 铀 分 方程 ， 此 外 ， 忆 由 于 想 探 完 高 维 空 间 中 曲线 与 曲面 
的 定性 本 质 , 鸽 他 写 出 著名 的 论著 < 位 置 分 析 >(“Analysis situs”,1895)， 
这 书 绝 大 多 数 专 家 都 认为 是 开 现 代 代数 丘 补 之 头 的 里 程 件 ， 他 又 在 对 
周期 性 轨道 的 研究 中 莫 立 了 拓扑 (或 定性 ) 动 力学 的 基础 ， 这 方面 所 产 
全 的 典型 数学 问题 ， 可 以 拿 他 在 1912 年 所 猜测 (但 并 未 在 咎 曾 得 出 证 
明 ) 的 一 个 定理 作为 例子 ; 若 有 一 个 一 一 连续 变换 能 把 两 同心 赂 之 间 的 
环 变 到 它 自身 , 使 面积 不 变 ， 而 把 内 图 上 的 点 变 成 顺 时 针 方向 运动 , 把 
外 贺 上 的 点 变 成 逆 时 针 方 向 运动 ， 则 至 少 必 有 两 点 是 保持 不 变 的 。 这 
定理 对 古典 的 三 体 问题 (还 有 弹子 球 在 凸 桌 面 上 的 送 动 ) 有 重要 应 用 . 
它 的 一 个 证 明 在 1913 年 由 一 个 年 青 的 美国 数学 家 比 克 荷 夫 (Birkhoff) 
所 得 出 号 ， 这 方面 的 另 一 个 著名 发 现 是 所 谓 庞 加 莱 递归 定理 (Poincare 
recurrence tneorem)， 基 内 容 是 关于 守 蚀 动力 系统 的 长 期 性 态 问题 . 
这 个 结果 似 可 表明 当时 想 从 古典 力学 推出 热力 学 第 二 定律 之 劳 而 无 
功 ,而 其 后 因此 引起 的 争议 则 成 为 产生 现代 各 态 历经 理论 (ergodie 
theory) 的 历史 根源 ， 

庞 各 菜 在 数学 物理 上 的 许多 贡献 中 , 最 突出 的 是 他 在 1906 年 发 表 
的 关于 电子 动力 学 的 著名 论文 ， 他 曾 对 物理 学 的 基础 问题 思索 多 年 ， 


全 “参看 G，、D，Birkhoff4 动 力 系 统 >(“Dynamical Systems”, Chan VI， vol. 
ITX,1929) 
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不 依赖 于 爱 因 斯 坦 而 得 出 了 特殊 入 对 论 上 的 许多 结果 个 ， 主要 不 同 之 
点 是 爱 因 斯 坦 的 理论 依据 与 光 的 信和 号 有 关 的 基本 思想 ， 而 庞 加 菜 的 理 
论 则 依据 电磁 学 从 而 其 应 用 范围 限于 与 电磁 掌 有 关 的 现象 ， 斋 加 莱 非 
常 重视 爱 因 斯 坦 的 能 力 , 于 1911 年 介绍 他 担任 他 的 第 一 个 高 等 学 府 职 
位 @. 

1902 年 他 作为 一 种 业余 爱好 为 更 广大 的 公众 进行 写作 和 讲演 ， 以 
便 就 数学 和 科学 的 意义 和 对 于 人 类 的 重要 和 性、 把 他 自己 的 热忱 感受 介 
绍 给 非 专 家 的 读者 和 听众 ， 这 些 比 较 轻松 的 著作 编 集成 四 本 书 < 科 学 
与 假设 >("La Science et IHypothese”"，1903)，< 科 学 的 价值 >(“La 
Valeur de la Science”，1904)，<4 科 学 与 方法 >("Science et Métho- 
de”,1908), 以 及 《最 后 的 一 些 想法 >(“Derniéres Pensces”，1913). 这 
些 文 章 都 很 清楚 ， 有 风趣 ， 深刻 ,引人入胜 , 表明 他 是 第 一 流 的 法 文 散 
文大 师 、 这 些 短 文中 最 著名 的 一 篇 是 讲 数学 的 发 现 , 他 回顾 自己 , 分 析 
自己 的 思路 ， 这 样 就 使 别人 能 对 天 才 头 脑 里 如 何 进行 工作 的 情况 获得 
罕见 的 一 鹏 ， 正 如 茹 尔 丹 (Jourdain) 在 他 的 悼词 中 所 说 的 “他 之 所 以 
会 永远 活 在 人 们 心里 有 许多 原因 ， 鞭 中 一 个 原因 是 他 既 能 使 我 们 钦佩 
又 能 使 我 们 了 解 他 ” 

在 目前 这 个 时 代 , 据说 数学 知识 每 十 年 左右 就 增加 一 倍 , 虽然 有 些 
人 对 这 种 积 崇 的 知识 是 个 有 长 远 价值 持 怀疑 态度 ， 对 于 四 大 门 数 学 ， 
分 析 , 代数 , 几何 与 数论 , 更 不 用 说 数学 物理 ,现在 一 般 都 认为 任何 凡人 
所 能 完全 通晓 的 都 不 能 超过 一 门 或 两 门 ， 庞 加 莱 对 他 那个 时 代 的 金 部 
数学 有 创造 性 的 掌握 , 而 他 也 许 是 达到 这 种 地 步 的 最 后 一 个 人 物 , 


四 Charles Scribner, Jr, 鉴 在 < 席 加 革 及 相对 论 原 理 *> ("Henri Poineart and the 
Principle of Rejativity”) 一 文中 论述 历 喝 背 景 ， 该 文 载 Am. 本 Phys. ，vOl 32,p，672， 
1964. 

久 参看 M. Lineoln Sehuster 编 * 世 界 名 人 书信 集锦?(“ 办 Treasury of the Wo- 
rld's Great Letters”, p. 453, 1940)- 
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附录 B， 李 那 定 理 的 证 明 
考察 李 那 方程 


E+) gz)=0, GD 


并 设 5) 及 g(z) 满 足以 下 条 件 ，(i) 人?) 及 9(2) 连 续 量 有 有 连续 导数 ; 
全 ) g(z) 是 这 样 一 个 奇 卫 数 , 对 于 #0 我 们 有 9(z)>0; 而 了 x) 是 个 
外 类 数 ; (ii 奇数 F(z)= |。FCz)dz 恰好 有 一 正 的 零点 在 z=a 处 ， 
它 企 0<z<a 上 为 负 , 在 z>a 上 为 正 甩 非 ,又 当 ->oo 时 Pz), 
我 们 要 证 明 方程 (1) 在 相 平 面 上 有 了 唯一 闭合 路 线 包围 原点 , 且 链 一 个 其 
他 路 线 在 二 >co 时 都 螺旋 趋 近 于 它 . 

在 相 平 面 上 等 价 于 (1》 的 方程 组 是 


4 (2) 
= 9) fy. 
根据 条 件 人 )， 关 于 解 的 存在 与 唯一 性 的 基本 定理 是 成 立 的 ， 由 条 件 
GD, 可知 9(0)=0 以 及 # 二 0 时 9(z) 二 0， 大 原点 是 唯一 临 关 点 ， 又 ， 
我 们 知道 任何 闭合 路 线 必须 包围 原点 ， 根 据 


他 +105 守 = 科 训 + 1 


at diat 
a 
| 


这 一 事实 ， 使 我 们 想到 可 以 引入 新 变量 
2=Y F(T). 
用 这 些 新 记号 之 后 , 方程 (1 ) 就 等 价 于 gs 平面 上 的 下 列 方程 组 ; 


(3) 
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这 里 我 们 仍然 有 : 解 的 存在 与 唯一 性 定理 成 立 ， 原 点 是 唯一 临界 点 ， 以 
及 任何 闭合 路 线 必 包 围 原 点 ， 妙 平面 与 22 半 面 的 点 与 点 间 的 一 一 对 
应 关系 (z, 拉 < > (x, 4), 在 两 个 方向 上 部 是 连续 的 , 因此 闭合 路 线 仍 对 
应 闭合 路 线 , 并 且 两 个 平面 上 路 线 的 外 形 也 是 大 致 相似 的 . (3) 的 路 线 
的 微分 方程 是 


到 -人 . (4) 
这 些 路 线 比 原来 相 平 面 的 对 应 路 线 易于 分 析 , 其 原因 如 下 . 

第 一 ,由 于 gz) 及 PCz) 部 是 奇 的 数 , 且 当 = 及 x 都 换 成 -w 及 一 z 
时 ， 方 程 (3) 及 (4) 都 不 变 ， 这 说 明 与 一 个 路 线 对 称 于 原点 的 任 一 曲线 
也 是 个 路 线 ， 故 若 已 知 右 半 平面 (zc>0) 里 前 路 线 ， 那 未 只 要 把 它们 对 
原点 反 壬 , 便 立即 得 出 左 兴 平 面 (x<0) 里 的 路 线 . 

第 二 ,方程 (4) 告 诉 我 们 ， 这 些小 线 只 有 在 它们 穿 过 z 轴 时 才 变 成 
永 乎 的, 且 只 有 在 它们 穿 过 前 线 F(z) 时 才 变 成 铝 直 的 ， 义 , 看 一 下 
《3 右边 前 正 负 号 , 可 知 在 曲线 z 二 F(z) 的 上 方 , 所 有 路 线 都 指向 右边 ; 
而 在 这 曲线 的 下 方 , 路线 都 朝 左 ; 并 且 按 照 4>0 或 <<0 而 知 路 线 是 朝 
下 还 是 朝 上 描 出 的 ， 这 些 事实 表明 ， 路 线 在 穿 过 曲线 4 二 F(z), 穿 过 
轴 , 以 及 穿 过 右 半 部 曲线 := F(z) 上 任 一 点 @ 处 的 锅 垂 线 时 , 只 能 取 图 
66 中 箭头 所 示 的 方向 ， 对 于 通过 @ 的 路 线 6， 仍 如 我 们 适当 选取 方程 
组 (3) 的 确定 0 的 那个 解 , 使 点 @ 相应 于 参量 值 4 0， 那 未， 当 # 增 大 
到 正 值 时 ,上 举 宗 为 z(t) 及 加 区 的 一 点 就 朝 下 朝 左 移动 一 直到 它 
在 点 号 处 穿 过 z 轴 时 为 止 ;而 当 t 减 到 负 信 时 ，C 上 的 点 往 上 往 左 移 
动 ,一 直到 它 在 点 卫 处 穿 过 辅 时 为 止 ， 为 讨论 方便 起见 ,可 令 台 的 村 
些 标 为 5 而 把 小 线 O 记 为 Cu 

根据 路 线 的 对 称 性 ， 容 易 看 出 , 当 路 线 0, 越过 已 及 如 延伸 到 左 半 
平面 时 , 当 且 仅 当 OP 及 O08 两 段 距离 相等 ,结果 才能 成 为 一 个 阿 合 器 
线 ， 所 以 为 证 明 存 在 一 个 蕉 一 的 闭合 路 线 ， 就 只 要 证 明 存 在 唯一 的 1 
值 能 使 OP=OR 
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LO 


为 证 明 此 事 ， 引 人“ 


Gz)= {gd 


Be, 2)=F7 tO(), 


人 它 在 z 连 上 变 成 2/2)， 沿 任 一 路 线 ,我 们 有 


da dT ,ds 
9a ta 
[rs Gz ds 
= [Er] get as 
ad 
一 PKZ) 2 
故 
dB Fdz. 


浇 算 出 Faz 在 路 线 Cs 上 从 了 到 五 的 曲线 积分 , 则 得 
r=| raz=| 


PR 


dB =Es 一 本 ,= 立 (OF*— OP®), 
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因此 我 们 只 要 证 明 存 在 唯一 的 5 能 使 了 (5) =0. 
车 5a, 则 了 及 dz 为 负 , 故 了 (5) >0 从 而 C 不 可 能 是 闭合 的 . 现 
假定 58>a 如 图 66 中 所 示 那 样 ， 我 们 把 了 (3) 分 成 两 部 份 : 
I (8) =|,, dz 十 | da 及 Lb) =| ,Pas 


7 
以 使 

T{b) =7,(8) + 1,(0). 
由 于 当 CG; 从 己 描 到 8 以 及 从 了 描 到 召 时 ， 王 及 dz 是 负 的， 显然 可 知 
五 区 盖 0， 而 当 我 们 存 Cs 上 从 态 描 到 人 时, 我 们 有 了 >>0 及 dz 一 0, 故 
了 (5) <0， 我 们 眼前 的 目标 是 道 过 分 别 沽 察 TC2) 及 T2058) 来 证 明了 (8) 
是 5 的 减 函 数 . 首先 我 们 指出 利用 方程 (4) 可 写 出 


par—— 人 F(z) 
Faz =Pis 7 BY A 


减 小 5 的 结果 是 使 PS 强 上 升 并 使 了 ER 着 下 降 , 这 就 会 使 [一 9C2)F(z)]/ 
[z 一 FCz)] 在 0 与 a 间 一 个 给 定点 * 处 的 信 减 小 由 于 了 (5) 电 的 积 
分 限 是 固定 的 ， 结 果 这 就 使 [1(6) 的 值 减 小 ， 又 因 (2) 在 a 以 有 为 下 
有 是 非 渐 减 的 ， 故 知 ” 的 增 大 将 使 正 数 一 J.08) 增 大 ， 从 而 使 1.06) 减 
小 ， 于 是 当 5P4 时 ID) = 荆 (6) 十 4(5) 是 个 渐 减 函 数 ， 现 在 我 们 证 
明 当 5->co 时 王 ( 纺 一 一 co， 若 图 66 中 的 工 是 阅 定 的 而 下 在 工 布 边 ， 
则 


12(6) =|_ Pua<| Pads — (LM (LN)S 


而 由 于 当 5>00 时 工 N->co, 故 有 Ta(B) 一 一 co _ 
因此 , 当 82>6 时 了 TD) 是 的 渐 减 连续 函数 ,I(4) >>0, 且 当 b >co 
时 工 (如 ) 一 一 co- 由 此 可 知 必 有 而 且 只 有 一 个 35 一 5。 能 使 FB) 一 0 从 
而 知道 必 有 而 且 只 有 一 个 闭合 路 线 Cu 
最 后 我 们 指出 当 5< 如 时 OR>0OP; 由 此 以 及 由 小 线 的 对 称 性 可 
知 Cu 之 内 的 路 线 是 朝 外 卷 向 Cs, 的 ， 同 样 , 向 5566 时 OR<OP 这 
事实 可 知 C。 之 外 的 路 线 也 是 郑 向 C. 的 . 


第 九 章 变 分 法 
47， 前 言 、 变 分 法 的 一 些 典型 问题 
变 分 法 是 两 个 多 世纪 以 来 分 析 里 的 一 大 分 支 ， 它 是 很 有 功效 的 工 
具 , 能 用 来 解决 代数 学 上 许多 种 不 问 的 问题 , 也 能 以 非常 简洁 优雅 的 形 
式 来 次 达 数 学 物理 中 的 基本 原理 . 
这 门 学 科 的 特殊 风味 可 以 用 儿 个 典型 问题 来 说 明 。 设 给 定 平面 上 
两 点 P 及 @( 图 67)。 可 以 有 无 穷 多 曲线 连接 这 两 点 ,而 我 们 可 以 问 其 


图 67 
中 哪个 曲线 最 短 .， 赁 直观 作出 的 回答 显然 是 直线 。 我们 也 可 以 问 哪 个 


曲线 绕 * 轴 转 出 的 旋转 曲面 面积 最 小 ， 而 在 这 情形 下 的 回答 就 远 远 不 
能 明确 ， 如 时 我们 把 这 样 一 根 典型 的 曲线 夏 作 是 铅 直 平面 中 的 一 根 光 
请 无 摩 掠 力 的 细 丝 ， 那 末 要 找 出 什么 样 的 曲线 能 使 一 个 串珠 从 书 滑 到 
@ 所 需 的 时 间 最 短 ， 这 又 是 一 个 并 不 显然 可 知 的 问题 ， 这 是 约翰 " 从 
努 利 提出 的 著名 速 降 线 问题 ， 在 第 6 节 里 曾经 讨论 过 的 .对 这 类 问题 
能 得 出 直观 回答 的 情形 是 很 罕见 的 ， 而 变 分 法 则 提供 一 种 处 理 这 类 问 
题 的 通用 分 析 方 法 

学 过 初等 微 积 分 的 每 个 学 生 都 熟知 怎样 求 一 元 函数 的 极 大 值 或 极 
小 值 ， 从 以 上 刀 个 问题 可 以 看 出 ， 在 变 分 法 里 考虑 的 是 依赖 于 整个 曲 
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线 的 某 个 量 《 王 长 ， 遇 面积 ,下落 时 间 ), 而 我 们 站 求 使 所 论 量 取 极 小 值 
的 那个 曲线 ， 变 分 靶 里 也 处 理 傅 种 于 曲面 的 极 小 问题 ， 例 如 ， 知 把 一 
国 铁 丝 弯 成 任意 形状 后 浸入 肥 号 水 ， 那 末 绷 在 铁丝 上 的 皂 晓 将 取 面 积 
最 小 的 形状 ， 在 数学 上 这 就 是 从 这 一 极 小 性 质 以 及 铁丝 的 已 知 形状 求 
出 曲面. 

此 外 ， 变 分 法 在 统一 力学 观点 以 及 用 数学 解释 许多 物理 现象 方面 
也 起 重要 前 作 月 ， 例 如 ，. 若 一 组 运动 质点 的 构 形 由 共 徙 此 间 的 引力 决 
定 , 则 发 现 它们 的 实际 运动 路 线 , 将 是 使 该 系统 的 动能 与 势能 之 差 对 于 
时 间 的 积分 取 极 小 值 的 那个 曲线 ,古典 力 学 中 这 -影响 深远 的 命题 ， 
以 其 发 现 者 的 名 字 命 名 , 叫做 哈 米 尔 顿 原理 .又 , 在 近世 物理 学 中 , 爱 
因 斯 坦 在 其 广义 相对 论 的 研究 中 大 量 运 用 变 分 法 ， 而 苹 定 刘 则 利用 它 
发 现 著名 的 波动 方程 一 一 野 子 力学 的 基础 之 一 . 

变 分 法 中 的 少数 几 个 问题 是 很 老 的 ， 早 就 为 古代 希腊 人 所 考察 过 
部 分 地 得 到 解决 ， 牛 怖 和 莱 布 尼 芯 缀 明 征 积 分 后 曾 激 起 人 们 研究 一 
些 变 分 法 问题 ， 其 中 有 些 已 用 巧妙 的 特殊 方法 得 到 解决 、 然 而 欧 拉 在 
1774 年 发 现 极 小 曲线 的 基本 微分 方程 之 后 ， 这 门 学 科 就 开始 成 为 分 析 
中 的 一 个 自 成 体系 的 分 支 ， 

我 们 将 在 下 一 节 讨论 欧 拉 的 方程 ， 但 在 这 里 移 要 指出， 本 项 第 二 段 
里 所 讲 过 的 那 几 个 问题 ， 都 是 下 面 这 个 较 一 般 问 题 的 特例 . 设 P 及 @ 
的 坐标 为 人 cb 的 ) 及 (za 92), 我们 考察 满足 边界 条 件 (41) = 及 72) 
= 的 函数 族 


$=¥(2). (1) 
也 就 是 ,(1) 的 曲线 图 形 必 须 连 接 三 及 Q。， 然 后 我 们 要 找 这 个 函数 族 里 
能 使 下 列 积 分 取 极 小 值 的 那个 函数 2); 


1 = fe 9, 4) de (2) 
为 看 出 这 个 问题 确实 包含 其 他 几 个 问题 ,我 们 指出 曲线 (1) 的 弧 长 是 
三 ~ 于 Gram (3) 
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又 曲线 绕 z 加 施 针 而 成 曲面 的 面积 是 l 

全 2rg/T 下 Terdr， (4) 
吾 于 在 速 降 曙 线 的 情形 , 较为 方便 的 化 法 是 像 图 68 中 那样 把 吾 标 系 全 
过 来 并 到 点 书 为 愿 起， 因为 速度 p= 和 8 由 9 一 /55 给 出 , 所 以 整个 下 
降 时 间 是 gs1e 的 积分 , 故 锅 取 极 小 值 的 积分 是 

三 
于 是 ，( 2 出 的 本 雪 了 (e， 多 在 三 个 具体 问题 型 分 别 有 VIT CT ， 
2mg MIT GD)” 及 VITC) /3298 这 样 的 形式 . 


(5) 


Q(x 的) 


图 68 

使 积分 (2) 取 航 小 值 这 个 基本 问题 ， 现 在 有 必要 提 得 稍 加 明确 些 . 
第 一 ,我们 总 假定 函数 了 Cz, VY) 具有 对 于 x, 9 及 YY 的 二 阶 连续 偏 导数 ， 
第 二 个 问题 是 ， 什 么 样 的 函数 (1 ) 是 可 到 的 ? 积分 (2) 在 被 积 函 数 为 < 
的 一 个 连续 函数 时 总 是 个 确定 的 实数 ， 为 此 ,我 们 只 要 假定 y (zx) 连续 
就 行 了 ， 然 而 , 为 保证 我 们 所 要 做 的 运算 合法 , 莫如 在 这 里 一 劳 永 饥 地 
把 所 考虑 的 未 短 函 数 区 z)， 限 制 为 具有 连续 一 阶 导数 且 满 足 边界 条 件 
gc) = 如 及 es) 一 加 的 函数 ， 这 样 的 函数 将 称 为 是 容许 的 ， 我 们 可 
以 设 往 只 取 这 类 容许 函数 后 的 一 种 竞争 状态 ， 而 问题 就 变 为 从 这 函数 
族 里 挑选 能 使 1 取 极 小 值 的 某 个 或 几 个 函数 . 

尽管 讲 了 这 些 条 件 ， 我 们 并 不 打算 太 注 重 数 学 严格 性 问题 ， 我 们 


358 第 九 章 变 分 法 

的 观点 是 特 耸 要 讲 得 直观 些 ， 我 们 的 日 的 是 要 尽 可 能 快 而 又 篇 单 地 接 
触 到 有 趣 的 应 用 ， 读 者 如 想 探索 这 学 科 的 内 容 很 广泛 的 理论 ， 可 参考 
一 些 现成 的 系统 论著 了 了 . 


48， 极 值 线 的 欧 拉 微 分 方程 
假定 不在 一 个 容许 函数 xz) 使 积分 
-fy yds (D 


取 极 小 值 ， 那 末 怎 样 来 求 这 个 函数 呢 ? 我 们 将 把 对 应 于 相 邻 容许 函数 
的 了 值 进行 比较 ， 以 得 出 (2) 的 一 个 微分 方程 ， 这 里 的 中 心思 想 是 ， 
#(z) 既 能 使 了 取 极 小 值 ,， 则 若 使 g(7) 稍 受 “ 扰 动 "就 会 使 了 增 大 ， 这 些 


受 扰动 后 的 函数 可 按 下 法 作出 、 
设 092) 是 任 一 具 下 列 性 质 的 函数 ;m9"(7) 连 续 且 
ToiD) 一 922) 一 0 (2) 


车 a 是 个 小 参量 ， 则 
FT)=H(7)+onr) (3) 

表示 一 个 单 参量 容许 函数 族 ， 这 族 中 的 一 根 曲 线 与 极 小 曲线 %z) 的 
铅 直 方向 偏离 是 am(z), 如 图 69 所 示 @@，(3) 的 意义 在 于 ， 对 每 一 个 这 
样 的 函数 族 , 换言之 对 每 一 个 所 选取 的 函数 73) 而 言 , 极 小 函数 (2)》 
都 属于 该 族 , 而 且 它 对 应 于 参量 4=0 的 值 . 

现在 取 定 了 WX) 之 后 ,把 玖 2) 一 2) Fan(z) 及 六 (2)==y(7) 十 
oom(7) 代 入 积分 (1), 得 出 & 的 一 个 函数 


站 ”例如 参看 I M，Gelfand and S，V，Fomin¢ 变 分 法 (“Calculus of Variati+ 
ons”,1963)1G，M，Ewing < 变 分 法 及 其 应 用 ?(*“Calculus of Variations with Appli- 
eations", 1969); 或 CCarathtodory. 《 变 分 法 及 一 阶 偏 微分 方程 ， 第 二 部 分 ， 变 分 法 》 
(“Calcnlus of Variations and Partial Dif，Eqs，of the lst Order, Part HI: Calc- 
ulus of Variations”, 1967). 

加 差 j-y 二 a7 间隙 数 y 的 变 分 , 记 为 和 这 种 记 法 可 加 以 发 挥 ,使 之 成 为 一 套 有 用 
的 形式 算 六 (这 里 不 拟 细 谈 ), 并 且 它 也 是 变 分 法 这 个 名 称 的 来 源 ， 
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| ] 
oo | 
! | 
! | 
| 
| 1 ?GT | 
_ 、 
8 各 下 
图 69 
1@ = fm Dds 
了 
网 
= FLz, (2)+an(z), yz)+an'(z) dz. (4) 


当 4=0, 从 公式 (3) 得 出 素 7)=2z); 但 由 于 (7) 使 积分 取 极 小 值 , 故 
知 Te) 必 在 =0 时 有 一 极 小 值 ， 根 据 初等 微 积 分 可 知 出 现 这 一 情况 
的 必要 条 件 是 导数 了 (o) 在 s=0 有 时 为 0 了 (0) 二 0， 导数 了 (@) 可 从 
(4) 的 积分 号 于 求 导 而 得 出 ， 即 


r (0) = 站 六 dr. (5) 


根据 多 元 函数 求 导 的 链 式 法 则 , 我 们 有 


af 9r 直下 af 
Bw + 各 5 十 38”3a 


a jp 
pr 


-2 3f 
-877+ 冯 nr), 
赦 (5) 可 写 为 


IT'(@) = [ 移 eo+ 北 ao (8) 


但 了 (0) =0, 故 若 在 (6) 中 令 =0 便 得 出 
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三 | 多 e+ 训 2f wo) j= 0. (7) 


这 个 方程 里 导数 祁 (X) 与 函数 人 z) 一 起 出 现 ， 我 们 可 以 对 第 二 项 进行 
分 部 积分 以 消去 Cz), 这 战 得 出 


如 PT)x= [a 下 | 下 ne 关 


Te 
《 布 边 第 一 项 之 所 以 等 于 0 是 由 于 (2))， 于 是 可 把 (7) 写 成 


[CoB 0 


到 这 里 为 止 ， 我 们 准 理 过 程 中 的 函数 mz) 是 取 定 了 的 ， 然 而 由 于 (8) 
中 的 积分 必须 对 每 一 个 这 样 取 定 的 冰 数 都 等 于 0， 帮 立 即 可 推断 方 括 
号 里 的 式 子 也 必须 等 于 0， 这 就 得 出 


&raf\ af 、 
A ) Sa 四 


它 便 是 欧 拉 方程 0. 

读者 必须 对 我 们 这 个 结论 的 确切 性 质 有 清楚 的 了 解 ， 这 就 是 ， 若 
闪 7) 是 能 使 积分 (1) 取 极 小 值 的 容许 函数 , 那 末 8 满足 欧 拉 方程 ， 现 假 
定 能 求 岂 满足 这 微分 方程 的 一 个 容许 函数 y。 这 是 不 是 表明 y 就 能 使 
了 到 极 小 值 ? 不 一 定 , 这 跟 初 等 微 积分 里 的 情况 下 似 ,在 那里 一 个 函数 
7) 如 果 它 的 导数 在 点 %% 等 于 0， 就 可 能 在 mm 处 有 一 极 大 ， 一 极 小 或 
一 拐点 ， 如 果 不 加 区 别 , 这 三 种 情形 常 统称 是 9(9) 的 驻 值 ， 而 出 现 星 
” 值 处 的 虑 mm 蔬 驻 点 . 同样 , 条 件 了 (0) 一 0 也 完全 可 以 表明 Ce) 在 «= 
”0 处 有 一 极 大 或 一 拐点 而 不 是 极 小 , 因此 ,通常 把 欧 拉 方程 的 任 一 容许 

人 导 卫 (9) 的 而 评 组 的 同 接 多 证 法 如 下 ， 假定 (9) 方 括号 里 那个 孙 效 在 区 向 内 基 上 < 


一 6 处 非 9( 比 方 培 是 正 数 ). 由 于 这 是 个 连续 函数 , 故 它 在 <a 队 近 的 某 个 子 区 闻 上 都 是 正 
的 . 现 取 (9 为 在 读 子 区 同上 为 正 而 在 甘 外 为 8 的 一 个 函数 . 对 了 这 个 ne), (8) 中 的 积分 
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解 称 为 驻 函数 或 驻 曲 线 ， 把 积分 (1) 的 对 应 信 叫 做 这 积分 的 一 个 驴 值 ， 
大 并 不 负责 说 明 实际 出 现 的 是 几 种 可 能 情形 中 的 那 -种 ， 又 ， 欧 拉 广 
程 的 解 在 林 受 边界 条 件 限制 前 叫做 极 值 曲线 
在 微 积 分 里 ,我 们 利用 二 价 导 数 给 出 充分 条 件 , 来 区 别 出 驻 值 中 所 
包含 的 各 种 情形 ， 在 变 分 法 里 也 有 类 似 的 充分 条 件 ， 但 因 这 些 条 件 相 
当 复杂 ,我 们 不 拟 在 这 里 考虑 ， 在 实际 做 的 时 候 , 所 论 问题 中 的 几何 或 
物理 情况 , 常 能 使 我 们 确定 一 个 特定 驻 函 数 使 积分 取 极 大 或 极 小 值 ( 或 
者 部 不 是 )。 有 志 于 钻研 充分 条 件 以 及 其 他 理论 问题 的 读者 ， 可 在 第 
条 节 所 介绍 的 参考 书 里 找到 充分 的 讨论 
欧 拉 方 式 (9) 照 目前 所 写 的 形式 是 不 太 能 说 明 问 题 的 ， 为 说 明 它 
的 意义 并 把 它 变 成 一 种 有 用 的 工具 ， 我 们 先 强调 指出 ， 在 计算 偏 寻 数 
3f/3y 及 2f/19y 时 ,我 们 是 把 x, 妨 及 六 都 当 作 自 变量 来 看 待 的 ， 然 而 
在 一 能 情 形 下 , 37/3y' 既是 x 的 显 函数 ,并且 还 通过 y 及 # 六 是 4 的 隐 
多 数 , 需 (9) 中 第 一 项 可 生成 展开 的 形式 
六) 训 1 六 训 ] 


于 是 网 拉 方 程 是 


fur FEF vet) =0. (10) 


除非 fy'w 二 0, 这 是 个 二 阶 方 程 ， 故 极 值 曲线 ((10? 的 解 ) 一 般 是 双 参 景 
其 线 族 ; 面 从 中 选取 的 驻 函 数 是 使 其 两 个 参量 能 适合 所 给 边界 条 件 的 
象 (19) 那 样 的 一 个 二 阶 非 线性 方程 通常 是 不 可 能 求解 的 ， 但 幸而 许多 
应 用 向 题 会 导致 一 些 可 以 求解 的 特殊 情形 ， 

情形 A、 若 函数 了 中 没有 z 及 9, 则 欧 拉 方程 变 为 

而 车 fym 关 0， 便 有 ydr*=0， 二 是 yet 十 62， 疏 极 值 线 是 一 声 


直线 ， 
情形 B， 若 函数 了 中 没有 y, 则 欧 拉 方 程 变 为 
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of 
SB)- 
而 这 可 以 立即 积分 得 出 表示 极 值 曲线 的 一 阶 方 程 
af 


prt 


情形 C， 若 函数 中 没有 x, 则 可 把 欧 拉 方程 积 出 为 
到 


FY f=es. 
这 个 结果 是 和 


CA/af ， af\) 31] af 
到 到 yf )=# 0)- 引 - Ey 
上 式 右边 等 于 0, 因为 9f/9x==0, 而 方 括号 时 的 式 子 根据 网 拉 方 程 也 等 
0 
现在 我 们 应 用 这 套 方法 来 解 第 47 节 里 所 列 出 的 三 个 问题 ， 
例 1， 为 求 连 接 丙 点 (zu gg) 及 (xz gw) 的 最 得 曲线 (根据 直观 我 们 知道 
是 直线 ), 必须 使 驱 长 积分 


= 全 ViT@ dr 
取 极 小 值 . f(y ) =M1T(Y ) ”里 没有 变量 x 及 y， 所 以 这 个 问题 属于 
情形 A， 由 于 
太一 Mit) 20, 


故 由 情形 A 机 全线 生 区 二 二 Yy 一 cx 十 cx。 利用 边界 条 
件 , 得 由 驻 曲 线 为 


y—# 一 此 二 的 (一 z)， ay 
这 当然 就 是 连接 两 点 的 直线 ， 必 须 指出 , 这 个 分 析 只 告诉 我 们 : 车工 有 
一 驻 值 ， 则 相应 的 驻 曲 线 必 为 直线 (11)， 然 而 从 几何 关系 显然 可 知 没 


有 能 使 了 取 极 大 值 的 曲线 , 但 确 实 存在 使 它 取 极 小 值 的 曲线 , 故 由 此 判 
断 (11) 确 是 过 楼 所 给 两 点 的 最 短 曲线 . 


如 村 
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在 这 个 重子 时 我 们 通过 解析 方法 得 出 一 个 显然 的 结论 、 比 这 难得 

多 而 又 有 趣 的 一 个 问题 ， 是 求 联接 给 定 曲 面 上 两 阅 定点 义 爹 部 位 十 曲 

侧 上 的 曲线 。 这 些 础 线 叫 测 地 线 ， 而 对 测 地 线性 质 的 研究 大 微分 几何 
这 个 数学 分 支 中 的 主要 问题 之 一 . 

例 2. 为 求 连 接点 (oa 、 刀 ) 及 (za gy) 的 这 样 一 个 有 曲线， 使 共 绕 xwz 轴 施 转 
而 成 田 夯 有 极 小 面积 , 我 们 必须 取 


= 全 2xy VITG Jar (12) 


的 极 小 值 ， 在 fy, y') =2xyMIT(y 里 没有 变量 %， 故 情形 CC 告 拆 
我 们 欧 拉 方 程 变 为 


IT Ce 
化 简 后 成 为 
oy VF. 


分 离 变 量 并 积分 , 得 到 


0 { 
s=0 | 
解 出 8 后 得 到 


ov 
一 el oe (ME) ou 


of 


y=01 cosh(S 2) (13) 


1 
因此 极 慎 曲线 是 基 链 线 ， 而 所 要 求 的 极 小 曲面 (如 果 存 在 的 话 ) 必 由 基 
链 线 旋转 而 成 . 其 次 一 个 问题 是 看 看 是 否 确实 能 适当 选取 参量 o 及 es 
之 值 , 使 曲线 (13) 能 连接 点 (zi 如 ) 及 (xz, go) . 

选取 这 两 个 参量 值 的 问题 结果 发 现 是 怪 复 杂 的 .车 让 曲线 (13) 通 
过 第 一 个 点 (w+ 如)， 则 滑 剩 下 一 个 参量 之 值 未 定 ， 我 们 在 图 70 中 画 
出 了 这 单 参量 曲线 族 中 的 两 个 曲线 ， 可 以 证 明 ， 所 有 这 样 的 曲线 都 同 
虚线 画 出 的 心术 切 , 故 这 曲线 族 中 没有 一 个 曲线 是 穿 过 C 的 . 因此 , 当 
第 二 点 (zs go) 在 如 之 下 时 (如 图 70 所 未 的 情形 )， 就 不 存在 通过 两 点 
的 悬 链 线 ,因而 不 在 在 驻 函 数 ， 在 这 一 情形 下 , 我 们 发 现 ， 当 曲线 念 来 
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全 -一 


到 

] 
中 
。 


图 70 
愈 接近 于 从 (z， 纪 ) 到 (ro 0) 到 (za 0) 到 (za, go) 这 个 用 虚线 画 出 的 折线 
时 , 它 所 转 出 的 曲面 就 愈 来 愈 小 , 因而 设 有 一 个 容许 曲线 能 转 出 极 小 曲 
面 ， 当 第 二 个 点 也 在 妃 之 上 时 , 可 有 两 个 悬 链 线 通过 这 两 点 , 从 而 有 两 
个 驻 函 数 ， 但 只 有 上 上 面 那个 悬 链 线 转 成 极 小 曲面 .最 后 ， 当 第 二 点 正 
好 在 C 上 时 只 有 一 个 驻 函 数 , 但 它 并 不 转 成 极 小 曲面 0. 
例 3. 为 求 图 68 所 示 的 速 降 线 , 必须 让 


fm VI ) 
. | 
取 极 小 值 ， 这 里 函数 1(9,8) 一 V1 )” /V29y 中 也 设 有 x 故 由 情 
形 C 知 欧 拉 方 程 变 为 。 


AE 
VyMVIiT() Vy M 


这 可 化 简 为 


外 ”对 于 这 些 问题 的 完整 讨论 以 及 征明 可 套 疮 G，AA，Blisst 变 分 法 > 第 四 章 (“Calcu- 
Hus of Variations. "chap. IV, Carus Monograph no 1, Mathematical Association 
Of America, 1925). 
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1+(¥)"]=6, 
它 正好 就 是 以 前 讨论 这 个 著名 问题 时 得 出 的 微分 方程 6-(4)， 它 的 解 
在 第 6 节 中 给 出 ， 所 得 驻 曲 线 是 村 线 
z=a{(0— sinDh 有 y=a{l— cos0), (4) 
这 起 出 半径 为 4 的 加 在 z 轴 下 深 动 产生 的 ， 其 中 所 取 的 a 应 使 第 一 个 
倒 兵 弧 道 过 图 68 中 的 点 (za g2), 同 以 前 一 样 , 这 个 论证 只 不 过 说 明 , 车 
了 有 一 极 沙 值 , 则 相应 的 驻 曲 线 必 为 摆 线 (14). 然而 从 物理 情况 来 考虑 ， 
我 们 相当 清楚 地 知道 , 了 不 可 能 有 使 它 取 极 大 信和 的 曲线 , 而 确实 具有 使 
它 取 极 小 慎 的 则 线 ， 因 此 这 拉线 确实 是 使 下 降 时 间 取 极 小 值 的 曲线 . 
在 结 来 这 一 节 时 ， 我 们 对 积分 (1) 的 处 理 作 一 个 容易 而 重要 的 推 
广 .积分 (1) 代 表 最 简单 的 一 类 变 分 法 问题 , 因 它 只 合 一 个 未 知 函 数 . 但 
在 底下 要 磁 到 的 一 些 问题 并 不 如 此 人 简单， 因为 它们 会 引出 取决 于 两 个 
或 更 多 个 未 知 函数 的 积分 . 
例如 , 设 我 们 要 求 出 两 个 函数 y(2) 及 z(2) 能 使 积分 


二 了 (zj 2 2 I AP 和 {15) 
取 驻 值 的 必要 条 件 ， 苛 中 边界 值 y(%1),z(z0) 及 gy(75), 2(za) 是 预先 规 
定 的 。 我 们 仍 照 以 前 那样 引入 函数 %m(z) 及 9(z)， 让 它们 有 共有 连续 的 
三 阶 偏 导 数 且 在 端点 处 等 于 0. 由 此 作出 邻近 函数 (7) 一 yx) 十 an(z) 
及 下 2?) 二 2(%) 二 in(?), 然后 考察 由 下 式 所 定义 的 % 的 函数 


了 Ka) = fz, yt oa, s+ ona, + oN! 2 十 130GT。 (16) 
这 里 ,车 (7) 及 sz) 是 驻 函 数 , 我 们 仍 必须 有 并 (0) =0, 于 是 通过 计算 
(16) 的 导数 并 令 4 二 0, 得 到 
全 (Hn +am nt war=0, 
沙 将 含 人 及 7: 的 积分 进行 分 部 积分 ,上 式 变 为 


Fe 区 -的 ] eB- om 
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最 后 ， 由 证 (17) 必须 对 所 选取 的 一 切 蝴 数 CY) 以 及 ?az) 都 成 立 , 故 
立即 推出 欧 拉 公 式 


所 六 -a¥=0 . 及 基 ( 钻 )-¥=0, (18) 
所 以 为 求 出 这 个 问题 的 极 值 曲线 就 必须 解 方程 组 (18)。 不 规则 网 方程 
组 自然 比 一 个 方程 难 解 ; 但 若 (18) 能 解 , 则 可 使 所 得 的 解 适合 给 定 的 边 
界 条 件 来 确定 驻 函 数 ， 对 于 含 两 个 以 上 未 知 函 数 的 像 (15) 那样 的 积 
分 , 也 可 用 类 似 的 方式 加 以 处 理 . 


习 是 
1。 求 积分 (1) 的 极 值 曲线 , 若 其 中 的 被 积 图 数 是 
a VF, 
了 
b. (yg)?. 
2. 求 


(Ley (yd 
上 


的 由 边界 条 件 y(0) 一 0 及 ¥(4) =3 决定 的 驻 函 数 . 
3。， 当 (1) 中 的 被 积 函 数 具 有 形式 
_ KZ) (9'): +2B(7) yy + os) 
时 , 试 证 欧 拉 方 程 是 个 二 阶 线性 方程 . 
4， 车 卫 及 屋 为 平面 上 二 点 , 则 从 已 到 如 的 一 个 曲线 的 弧 长 , 用 极 坐 标 表示 的 式 子 
是 
fas VF, 
试 让 这 积分 取 极 小 值 以 求 一 直线 的 极 些 宗方 程 ; 
a 路 和 为 自 变 量 ; 
b， 取 = 为 自 变量 ， 
5 考察 球面 刀 十 只 十 za 一旦 二 的 两 点 王 及 @, 并 用 球 坐 标 了 及 四 来 作 这 曲 画 上 
一 点 的 龙 标 , 其 由 z=Gsingeosb 一 gaingsing 5 一 Gecos 风 ， 设 9 一 了 (内 是 
位 于 助 面 上 且 连 接 靖 与 有 的 一 个 盟 线 。 试 证 这 样 一 个 最 短 的 曲线 ( 测 地 线 ) 是 
大 圆 上 的 … 段 红 ， 也 就 是 说 ， 这 曲线 位 于 通过 球 心 的 平面 上 . 提示: 把 曲线 
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长 度 写 为 


0 
Fa) V ar dy de 


“Pp 


从 相应 的 欧 拉 方程 解 出 9 机 把 记得 结果 化 成 直角 亚 标 的 式 子 。 
56， 试 证 正 圆 锥 面 22= 92(2: 十 她 )，(z 这 0). 上 的 任 一 测 地 线 具有 下 列 性 奈 ; 车 把 锥 
曾 涪 一 生成 线 剖 开 后 展 平 ， 则 测 地 线 变 成 ， 直线 ， 提 示 : 用 参量 方 积 表 锥 面 
_reos (OV 十 到) _rsin(Ov iL) 
Vi IT 


II 
证明 多 最 皮 4 代表 展 平 链 面 上 的 普通 措 些 标 ; 并 
证 明 .- 测 地 线 =7(9) 是 用 这 些 极 些 株 表 未 的 直线 . 
7， 若 把 由 线 y 二 8(z) 绕 = 铀 旋转 , 则 所 得 旋转 曲面 的 方程 是 态 十 这 一 9(a*， 这 
测 面 的 一 个 莘 便 的 参量 表示 式 是 
gs) eosb, ymg() sing, am 
这 里 和 是 zg 平面 中 的 极 角 ， 试 证 这 出面 上 的 一 个 测 地 线 9 二 8(z) 的 方程 是 
[V+ 
b=er 上 上 三 一 一 二 一 
er . 
6， 车 题 7 中 的 旋转 曲面 是 正 回 刍 面 ， 试 证 其 形 如 9=9(z) 的 每 个 测 地 线 为 一 曙 
线 或 一 苹 统 ( 锥 面具 谋 绪 ). 


dzt ps. 
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古代 希 腾 人 提出 过 求 给 定 长 度 闭 出 线 包 图 最 大 面积 的 问题 ， 他 们 
称 这 为 等 局 问题 ， 并 能 以 多 少 带 点 下 格 性 的 方式 证 明显 然 的 解答 一 
图 一 一 是 正确 的 9， 闭 井 线 用 参量 式 表 示 为 z=z( 人 及 y=9(6)， 且 当 
4 从 王 增 大 到 和 时 沿线 楼 反 时 针 方向 措 出 一 周 , 则 知 所 国 面积 为 


外 参看 BL、 van der Waerden < 科学 启 蓝 > (“Seience Awakening”. pp. 268 
一 269); 以 及 G，Polya< 数 学 中 的 归纳 与 类 比 > (“Joduction and Analogy in Mathema- 
tics"y chap. 10), 


363 第 九 章 变 分 法 
1 
24- 让. (Gr (1) 
这 是 个 依赖 于 两 个 未 知 育 数 的 积分 DC， 由 于 昌 线 长 度 是 
teE 
z= ) 人 (2) 
所 以 我 们 的 问题 是 使 (1) 取 极 大 值 而 附加 条 件 : 必须 使 (2) 有 常数 值 . 通 
常 我 们 把 等 周身 题 扩展 为 能 包含 这 样 的 一 般 问 题 求 一 个 积分 的 极 值 
曲线 , 而 限定 它 必 须 使 第 三 个 积分 取 指定 的 值 . 
我 们 也 要 考察 有 限 形 式 的 附加 条 件 ， 也 就 是 不 含 积分 或 导数 的 附 
加 条 件 、 例 如 , 若 


G(x, y, 2)=0 《3) 
是 给 定 的 曲面 , 贴 此 曲面 上 的 一 个 明 线 可 由 参量 表示 的 满足 (3 ) 的 三 个 
函数 x=2tD 8 一 张 t 以 及 := 一 zz) 来 确定 ， 而 求 测 地 线 的 问题 就 相 
当 于 在 附加 条 件 (3) 下 , 使 法 长 积分 


PA HD + 
取 极 小 值 的 问题 . 
拉 格 朗 日 配子 “首先 必须 考察 一 下 初等 微 积分 里 很 类 似 等 局 问题 的 一 
些 问 题 ， 例 如 ,很 设 我 们 要 求 出 使 函数 * 一 7(z, y) 取 驻 值 的 点 (%, 纺 ， 
但 共 中 及 y 不 是 彼此 独立 的 变量 , 而 是 受制 二 一 个 附加 条 件 

gm 8) =0. (® 

通常 的 做 法 是 任意 指定 (5) 中 变量 + 及 4 之 一 ， 比 方 说 是 w 作为 自 变 
量 , 而 以 另 一 个 作为 因 变 量 , 因而 腊 可 从 
算出 接着 就 利用 这 样 一 个 事实 : 因 z 现在 可 以 看 作 只 是 < 的 函数 , 故 
dz/dw=0 是 :具有 一 驻 值 的 必要 条 件 , 故 


外 公式 (1) 是 格林 定理 的 一 个 特例 .又 参考 习 再 1- 


出 
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dz_9f 9f dy 0 
dr dz dyds 


2f 9f agf98 0. (6) 


把 (5) 及 (6) 联 立 求解 , 使 得 所 需 的 点 (z, 所 @. 
这 种 做 法 的 一 个 献 点 是 , 问题 中 的 变量 本 来 是 对 称 出 现 的 , 但 处 理 
时 却 并 不 把 它们 对 称 看 待 . 这 同一 个 问题 可 用 一 种 不 同 而 较 优雅 的 方 
法 来 处 理 , 并 且 它 在 实际 做 的 上 时候 也 有 许多 优点 ， 我 们 笋 出 下 列 函 数 
Pl yy, A) =f ry) + Ag lr, yg), 
并 利用 下 面 的 必要 条 件 来 考察 它 的 无 附加 条 体 的 驻 值 : 


ap _ar B90, * 
EE 


于 9f | x99 0, 《7) 


9 9 =0. 


车 从 藉 两 个 方程 中 消去 4 这 方程 组 显然 化 为 


af_3f ag/9r_ 一 
a 3y By™ 及 g(z, 2) =0, 


而 这 就 是 上 段 所 得 的 方程 组 ， 应 读 指 出 , 用 这 方法 (从 方程 组 (7) 解 x 及 
维 解 给 定 的 问题 ， 在 理论 工作 上 有 两 大 特点 ; 它 无 需 任 意 选 定 自 变量 
而 扰动 原来 问题 中 的 对 称 性 ; 它 只 付出 引用 新 变量 4 这 个 较 小 的 代价 
而 除 挤 了 附加 条 件 ， 和 参量 2 叫 拉 格 朗 日 乘 子 ， 而 这 个 方法 就 叫 拉 格 朗 


日 乘 子 法 @、 这 种 讨论 方法 显然 易于 推广 到 有 多 元 函数 以 及 好 几 个 附 


.加 条 件 的 问题 上 去 . 


积分 形式 的 附加 条 件 。 这 里 我 们 要 寻求 的 是 , 函数 民 z) 必 须 满足 什么 


全 在 很 简单 的 情形 下 , 当 热 可 从 (5) 把 y 作为 = 的 函 整 解 出 ,以 之 代入 z 二 f(z 由， 使 
成 为 + 的 一 个 显 函数 ;之 后 就 只 要 算出 dz/ax, 解 方程 421dz 一 0 并 求 出 相应 的 
岛 本章 附 杂 信里 给 出 了 拉 格 衣 匡 的 略 传 
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样 的 微分 方程 , 才能 使 积分 


Jf ya (8) 
取 星 值 ,同时 共 中 的 适合 附加 人 条 件 
J=[ ge,y ydz=e (9) 


且 在 端点 处 取 预 先 指定 的 值 gz = 如 及 3(za) =y. 象 以 前 那样 ,假定 
gz7) 确 实 是 个 些 函 数 , 而 我 们 使 它 稍稍 偏离 一 下 , 从 而 来 求 出 所 要 的 解 
析 条 件 . 但 是 这 个 问题 不 能 用 我 们 早先 通过 考虑 形 如 死 2) 一 红 z) 
十 an(Z) 的 邻近 国 数 那 种 方法 来 处 理 , 因为 一 般 说 这 些 邻 近 函 数 不 会 使 
第 二 个 积分 了 保持 原来 的 常数 值 <， 我 们 却 要 考 虚 一 个 双 参 量 的 邻近 
函数 族 


x- 


YE) = HF) tna), (10) 
共 中 mi(z) 及 (7) 具 有 连续 二 阶 导数 且 在 端点 处 为 0， 参量 及 a 
并 不 彼此 独立 而 是 有 下 列 条 件 相连 系 


Ta on) = ge, ave. GD 
也是 我 们 的 问题 就 化 成 求 出 使 了 才 
To ya) 一 全 Fe 的 dz (12) 


在 gm = 一 om=0 处 有 驻 值 的 必要 条 件 是 什么 , 而 xl 及 m 须 满足 (11)， 现 
在 这 样 的 情况 正 适 合 采用 拉 格 朗 日 乘 子 法 ， 于 是 我 们 引信 范 数 
Kl os A) = TW8, 82) + AT (1, a) 


=| rd, (18) 
共 中 
F=f+Ag, 
然后 利用 必 机 条 件 
2 3K 0 (其 中 必 = 反 =g) (9 


Ba as 
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来 考察 在 & 一 中 =0 处 的 无 附加 条 件 的 驻 值 ， 将 (13) 在 积分 号 下 求 
导 并 利用 (10)， 人 


令 =@g=0, 则 由 于 
ss Tap 2F  ， 加 
[Ea GD le=0. 
对 第 二 项 进行 分 部 积分 之 后 , 上 式 变 为 


a 
PAE | 加 -rr )jm= 0. (15) 
田 于 六 (z) 及 22 都 是 任意 国 数 ， 故 (15) 中 所 含 两 个 条 件 实际 只 等 于 
一 个 条 件 , 于 是 我 们 仍然 可 以 断定 驻 函 数 y(*) 必 须 满 是 欧 拉 方程 


坟 ( )- 芝 = (16) 


这 个 方程 的 解 (所 论 问 题 的 极 值 曲线 ) 中 含有 三 个 待定 寡 量 : 两 个 积分 
常数 以 及 拉 格 朗 日 习 子 和 .然后 我 们 对 这 些 极 值 曲 线 加 上 两 个 边界 条 
件 并 使 积分 J 到 指定 的 慎 6, 人 以便 从 极 值 曲线 中 选取 驻 函 数 . 

在 积分 依赖 于 两 个 或 更 多 个 函数 的 情形 下 ， 这 个 结果 也 可 以 照 上 
节 中 那样 来 推广 ， 例 如 , 车 

- = f(g, 4, 9, da 
其 有 满足 附加 条 件 

T= gly 28, 2) de=6 


的 蛙 值 , 则 驻 函 数 K(X) 及 z(7) 必 须 满足 方程 组 


dfaFN\ aF oF\ 9F _ 
虹 镶 3 及 -入 = (17) 


共 中 了 = 了 + 49， 扒 理 过 程 同 已 经 讲 过 的 相似 , 其 详 从 略 ， 
例 1， 我 们 要 求 这 样 的 一 个 曲线 ， 它 有 因 定 的 长 度 工 , 连接 点 (0, 0) 及 
(1 0)， 位 十 % 轴 之 上 , 旧 在 它 与 > 轴 之 闻 包 围 的 面积 极 大 ， 这 是 带 附 
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加 条 件 的 原来 那个 等 骨 问 题 ， 共 中 包 略 极 大 面积 的 一 部 分 曲线 是 长 度 
为 工 的 直线 段 ， 这 个 问题 是 要 使 | yds 取 极 大 值 , 但 须 满足 附加 条 售 


人 Ga 


及 边界 条 件 g(0) =0 与 y(1) 一 0. 这 里 我 们 有 了 =y 十 人 /1t (久生 ， 坝 
欧 控 方 程 是 


qa/ 和、 
RE (18) 
做 出 求 导 运算 后 , 这 就 是 
y 1 


Lp 9) 
这 里 我 们 无 需 进 行 积分 ， 因 为 (19) 明白 告诉 我 们 碍 率 蚌 常数 且 等 于 
174.、 由 此 可 知 使 所 围 面 积 取 极 火 值 的 枢 线 ， 是 半径 为 4 的 圆 上 的 弧 
(正如 可 以 料想 到 的 )， 考 换 -- 种 方法 来 做 , 可 把 (18) 积 分 ,得 出 


¥ 0 

Vi 4 

从 这 和 解 出 y 并 再 积分 , 得 到 
(Cs—01) + (g—0)’ =, 《20) 

这 当然 就 是 半径 为 4 的 园 的 方程 
例 2. 例 工 中 显然 必须 有 工 >1， 又 若 了 >/12， 则 (20) 所 确定 的 圆 弧 
不 会 作为 4 的 单 秆 函数 定 出 y 之 9。 我 们 可 以 避免 这 些 不 自然 的 问题 ， 
只 要 考虑 参量 式 的 曲线 xz=xz(t) 及 y=Y(t)， 转 而 注意 原来 的 等 周 间 
题 , 这 就 是 使 ，，, | 

(zg ga 
《其 中 2/ 时 及 区 = 三 /gd 有 在 附加 条 件 

| ”可 下 和 di 五 


下 取 极 大 值 的 问题 ， 这 里 我 们 有 


ee 
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P= 二 (ey 3 六 十 4w/ 束 十 邢 ， 
于 是 欧 拉 方 程 (17) 是 


df_1 及 1 
ty 7) 0 


及 
afl A 1 
PA 3 TF 二 ) + 二 2 0. 
这 两 个 方程 可 以 直接 积分 , 得 出 
Az 
IT ”及 9 Ce 


考 欠 上 式 解 出 z 一 汪 及 9 一 c1, 平方 , 相 加 , 结果 人 恒 得 
《一 Ce) 十 (9 一 02 一生 

故 使 积分 取 极 大 值 的 曲线 是 一 贺 ， 这 个 结果 可 表述 为 下 列 方式 ， 车 包 
转 面 积 4 的 闭 平 而 曲线 的 长 度 是 工 , 则 4/4x, 这 里 的 等 号 当 且 仅 
当 曲 线 为 圆 时 成 立 ， 这 样 的 一 个 关系 式 叫 等 周 不 等 式 吕 . 
有 限 形 式 的 附加 条 件 ， 在 本 节 开 头 , 我 们 提出 了 在 给 定 曲面 

G(r,y, 2) =0 (21) 
上 求 测 地 线 的 呵 题 . .现在 我 们 考察 各 许 一 般 的 问题 ， 这 就 是 求 曲 面 
(21) 上 的 一 个 室 间 则 线 *=z(t),y 二 y(1), z 二 z(t), 使 积分 


[RE (22) 


取 驻 值 ， 
我 们 的 策略 是 要 把 附加 条 件 (21) 去 掉 ， 为 此 可 以 如 下 进行 ， 不 拓 
一 般 性 , 可 慨 定 所 求 曲线 位 于 G: 尖 0 的 那 部 分 曲面 上 ， 在 那 蛙 , 我 们 可 
从 (21) 解 出 z 得 4 二 9Cz, ,于 是 
295+3 (23) 


亿 学 物理 的 读者 有 兴趣 的 话 可 矢 看 G，Polya and G，Szegi< 数 学 物理 中 的 等 局 不 
等 式 ?(*Tsoperjimetric Inequalities.in Mathematical Physies”, 1951), 


374 第 九 章 变 分 法 
把 (23) 代 入 《22) 后 , 问题 就 化 成 求 积分 


四 
| i(% 9, 3 十 S92)at 


的 不 带 附加 夭 件 的 驻 函 数 ， 从 上 一 节 可 知 ， 对 于 这 个 问题 ， 殉 拉 方 程 
48-(18) 是 


afof of og of 8 


而 3 过 吧 ) EE 
及 
af ,3F 90N Hf 92 
作 叶 1 著 纵 一 况 名 - 
由 (23) 知 
32 gd /ag 92_ d/og 
-4(9) 及 -Ye) 
故 可 把 欧 培 方 程 写 为 


六 的 + 要 瑟 芍 -0 三 天 的 和 下 的 
现 若 定义 一 函数 a(t) 知 下 


of | 

EA 024) 
并 利用 关系 式 3913z 二 一 Ga/G. 及 3g13g= 一 Gy/G。。 则 欧 拉 方 程 变 为 

daf 

EE (25) 
及 

afaN\_ 、 

ED (26) 


干 是 有 驻 值 的 一 个 必要 的 条 件 是 存在 一 个 函数 Xt) 满足 (24)，(25) 及 
{26)、 钵 去 从 ) 后 , 得 出 对 称 方程 

(djdt) (of 19%) _ (dfdt) (9f /99) _ aja) (of {398) 

G. ’ 


G: Cr 


(27) 


它 同 (21) 一 起 可 确定 我 们 这 个 问题 时 的 极 值 曲线 ， 值 得 指出 的 一 件 事 
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昆 ,方程 (24)，(25) 及 (26) 可 以 看 作 是 求 积分 
Ef, 9 2 AG pat 
的 不 带 附加 条 件 的 驻 欧 数 时 的 欧 控 方程， 这 同 附加 条 件 为 一 积分 时 的 
结论 非常 相 做 ， 只 不 过 这 里 的 乘 子 是 的 一 个 待定 范 数 而 不 是 一 个 待 
定常 数 . 
如 把 这 结果 专门 用 来 求 曲面 (21) 上 的 测 地 线 , 则 有 
了 一 、/ 环 十 六 十 头 


方程 (27) 变 为 - 
(da SIf) dd) WD) _ (dan) (PF) (28) 
Gs: 


Gs 


我 们 的 问题 是 要 从 这 方程 组 得 出 所 需要 的 结果 ， 
例 3， 若 取 上 时 面 (21) 为 球面 合十 只 十 基 一 G 则 G(z 9, 人 二 入 十 六 十 87 
一 6, 则 (28) 为 


eof fy-g fai 
2 天 2gf° 22f2 


这 可 以 改写 为 
秦 一 引 __ 允 一 确 
wy—yo ff yz" 
如 果 不 管 中 间 这 一 项 , 这 就 是 
{df dD (sg — ys) 一 LED 一 0) 
人 一 YE a9 
积分 一 次 ,得 民 一 J =c1(9z 一 29), 或 
Ea 
W018 多 
再 积分 一 次 ， 得 出 # 十 c/s 二 cxy， 这 是 通过 原点 的 平面 方程 , 故 知 球面 
上 的 测 地 线 是 大 辆 线 。 习题 48-5 里 用 不 则 的 方法 得 出 了 这 同一 个 
结论 . 
在 这 个 例题 中 我 们 很 容易 地 解 出 了 方程 (328)， 但 一 般 情形 下 这 一 | 
步 是 很 难 敌 到 的 ， 这 上 比方 程 的 主要 意义 在 于 它们 同 数学 物理 中 的 下 述 


3» 
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结果 有 关系 : 若 一 质点 不 受 任何 外 为 作用 而 在 -… 曲 面 上 请 动 ， 则 
其 路 线 为 一 测 地 续 ， 我 们 将 在 附录 了 里 证 明 这 个 动力 学 定理 ， 为 便于 
作 这 一 论证 ， 可 取 这 此 线 上 的 弧 长 s 作为 参量 i。 二 是 f=1 而 方程 
《28) 变 为 


CT (29) 


习 题 
1 试 就 图 71 中 所 示 的 闲 巴 曲线 , 证 明 公式 (1) 成 立 . 


提 东 ; 你 知道 


yart (yaz 
了 


的 几何 意义 是 什么 这 里 第 一 个 积分 屿 洛 上 半 曲 线 从 高调 左 的 ， 第 一 个 积分 
是 沿 下 半 曲 线 从 万 向 有 的 ， 
2. 试 就 加 的 参数 方程 > 一 aeost 及 4 一 “sim 二 验证 公式 (1) 
3， 用 拉 格 朗 日 乘 子 法 解 下 列 各 题 ， 
a。 求 平面 wz 十 到 十 os=& 上 景 靠近 原点 的 点 提示: 在 附加 人 条件 az 十 友 十 cx 
一 4 一 0 下 使 名 二 8 十 丑 十 2* 取 航 小 值 . 
b、， 试 证 , 给 定 周 长 的 三 角形 中 , 具有 最 大 面积 4 的 是 等 边 三 角形、 提示 : 闪 三 
边 为 加 妨 及 加 划 4=V306 一 (3 一 护 (3 一 2), 其 中 3 二 (x 十 y+2)/2. 
.车 z 个 正 数 ru za …, zn 之 和 为 定 值 ， 试 证 共生 积 zw2…zs 的 帐 大 秆 为 
se*/mz, 并 由 此 推断 a 个 正 煞 的 几何 平均 数 决 不 能 超过 其 算术 平均 数 : 
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一 
WE E+ 


4 ， 潜 第 一 象限 内 连接 点 (0,0) 及 (1,0) 的 曲线 下 含 给 定 画 积 ， 则 最短 的 这 御 曲 线 


5， 设 有 定 长 匀 质 力 链 挂 在 两 点 之 间 . 车 其 悬 排 形状 使 势能 取 极 小 值 ， 试 求 它 的 
形状 . 
5 试用 极 毕 标 解 原 来 那个 等 肝癌 题 ( 例 2)。 提示 : 取 曲 线 上 性 一 点 为 原点 并 以 
该 点 处 的 切线 为 极 辅 ; 然 所 使 
Ha 


[AE 
必须 稳 于 一 常数 的 附加 条 件 下 取 极 大 值 . 
7， 试 证 在 形 如 9(z, z) =0 的 在 一 柱 画 上 上 , 测 地 线 与 乡 轴 成 固定 角 麻 . 


在 


附录 A， 拉 格 朗 日 


拉 格 庆 日 (Joseph Louis Lagrange, 1736 一 1813), 不 喜 几 何 , 但 在 
变 分 法 及 分 析 力 学 上 有 杰出 发 现 ， 他 在 数论 与 代数 上 世 有 贡献 ， 并 为 
其 后 畏 刘 高 斯 和 阿 借 耳 的 成 长 提供 思想 泉源 ， 他 的 数学 事业 可 以 看 作 
是 欧 拉 ( 件 纪 和 功绩 都 大 于 他 的 那个 同时 代数 学 家 ) 工作 的 自然 延伸 ， 
他 在 许多 方面 推进 和 改进 了 欧 拉 的 工作 . 

拉 烙 庚 日 生 于 都 灵 , 为 法 意 混 血 的 后 代 . 他 童年 时 的 兴趣 在 古典 学 
科 而 不 在 自然 科学 ; 但 早 在 中 学 寻 代 就 因 读 了 哈 莱 (Edmund Halley) 
谈 代 数 在 光学 上 的 应 用 一 文 而 缠 起 他 对 数学 的 兴趣 ， 然 后 他 开始 有 计 
划 地 独立 自学 , 而且 进 步 很 快 ,使 他 在 十 九 岁 时 就 被 聘 为 皇家 炮兵 学 院 
的 数学 教授 中 

拉 格 朗 日 在 变 分 法 上 的 贡献 属于 他 早期 最 重要 的 工作 之 一 ，1775 
年 他 写 信 给 欧 拉 告诉 他 解 等 周 问题 的 乘 子 方法 ， 这 些 问 题 欧 拉 多 年 来 


中 参看 Gcorge Sarton 的 可 黄 短 文 4 拉 格 关 日 之 为 人 3(Lagrange's Personality, 
Prooc. Am, Phil. Soc. ,vol. 88., pp. 457—496, 1944) 
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对 之 东 王 老 策 ， 因 为 那 是 他 自己 的 半 几 何方 法 所 不 能 解决 的 ， 欧 拉 可 
以 立刻 和解 出 他 多 年 来 所 苦 思 的 许多 问题 ; 但 他 以 使 人 感 佩 的 亲切 与 宽 
厚 的 态度 回信 给 拉 格 裔 日 , 而 把 自己 的 工作 扣留 不 发 表 , “以 免 采 夺 你 
所 理 该 亭 受 的 任何 一 部 分 荣誉 "， 拉 格 衣 日 继续 花 了 好 些 年 时 间 搞 密 
分 法 的 解析 研究 , 并 和 欧 近 一 起 用 它 来 解决 许多 新 型 的 问题 , 特别 是 力 
学 中 的 问题 . 

1776 年 欧 拉 离 柏林 去 彼 德 堡 时 ， 向 非特 烈 大 帝 建 议 聘 请 控 格 朗 晶 
接替 他 的 工作 ， 拉 格 裔 日 应 聘 去 柏林 , 在 那里 住 了 20 年 直到 非特 烈 死 
时 为 止 ， 在 这 一 时 期 内 他 在 代数 和 数论 方面 进行 了 广泛 的 研究 工作 ， 
写 世 了 他 的 杰作 分析 力 学 >(1788), 在 读书 内 他 把 普通 力学 统一 起 来 
六 且 ( 如 蛤 米尔 顿 以 后 所 说 的 ) 把 它 写成 一 种 科学 诗篇 "、 在 这 部 著作 
里 留 给 后 人 的 不 配 遗 产 中 包括 ， 拉 格 朗 日 运动 方程 , 广 闵 坐 榴 , 以 及 势 
能 概念 (这 些 都 在 附录 B 里 讨论 到 ) 人 @。 

非特 烈 死 后 科学 家 感到 普鲁士 宫廷 里 的 气氛 不 其 民 意 ， 于 是 拉 格 
朗 日 接受 路 易 十 六 的 聘请 转 到 巴黎 , 后 者 让 他 住 在 重 佛 宫 里 . 拉 格 朗 日 
虽 有 伟大 天 才 , 但 非常 谦 避 而 不 固执 这 见 ; 并 且 虽 然 他 与 贵族 交游 一 一 
字 自 己 确 实 也 是 个 贵族 , 但 在 整个 法 国 大 革命 那些 混乱 的 年 月 里 , 各 党 
派 的 人 都 葵 敬 他 爱戴 他 ， 他 在 这 些 年 里 的 最 重要 工作 是 领导 建立 了 米 
制度 量 衡 ， 在 数学 方面 他 想 给 分 析 中 的 基本 运算 步 又 提供 令 人 满意 的 
基础 ， 但 这 些 工 作 大 部 归于 类 败 。 拉 格 铺 日 在 接近 临终 之 日 觉得 数学 
已 经 走 进 了 死胡同 , 此 后 景 有 才能 的 人 将 引 向 化 学 , 物理、 生物 以 及 其 
他 科学 上 去 ， 但 若 他 能 预见 到 有 有 高 斯 及 其 后 继 者 的 登场 ， 使 十 九 世纪 
成 为 漫长 数学 史上 成 果 最 丰富 的 时 代 , 也 许 能 使 他 释 免 这 种 翡 观 思想 


附录 B， 哈 米尔 顿 原理 及 其 含义 
十 八 世 纪 数 学 家 的 一 个 目标 是 想 发 现 一 个 原理 ， 以 使 由 此 推出 牛 


全 参阅 S,Bochnert 数 学 对 科学 兴起 的 必用 ?The Role of Mathematics in the 


Rise of Seicnee”, pp,199--267, 1966)， 其 中 对 拉 格 朗 日 力学 (以 必 共 他 许多 问题 ) 提 出 了 


一 些 有 趣 的 见解 、 


附录 B， 哈 米尔 顿 原理 及 其 含义 Ey 


顿 力学 ， 在 找 这 些 线索 的 过 程 中 ， 他 们 注意 到 初等 物理 中 一 些 奇妙 的 
事实 : 例如 , 光线 通过 媒质 时 总 取 需 时 景 少 的 路 线 ; 时 链 的 平衡 位 置 使 
势能 取 极 小 值 ; 肥皂 泡 的 外 形 使 包围 给 定 体积 的 表面 积 屡 小 ， 在 这 些 
以 及 共 他 事实 的 启发 下 ， 欧 拉 认 为 自然 总 以 展 有 效 最 经 济 的 方式 去 达 
到 它 的 各 种 有 的， 认为 在 侯 乎 杂乱 无 章 的 庄 种 现象 背后 隐藏 着 简单 的 
规律 . 这 些 哲学 思维 促使 他 创 出 变 分 法 作 为 研究 这 类 问题 的 一 种 工具 . 
欧 拉 的 这 种 梦想 在 差不多 一 百年 之 后 为 哈 米 尔 顿 所 实现 。 
哈 米 尔 赂 原理 . 设 有 质量 为 名 的 粒子 在 力 

F=FiiFi+Fk 
的 作用 下 在 空间 运动 , 并 设 这 个 力 是 守 便 的 , 意 即 它 把 粒子 从 一 点 移 到 
另 一 点 时 所 作 的 功 不 依赖 于 所 经 路 线 ， 容 易 证 明 , 存在 一 个 标 景 函数 
Uwy 4) ;使 3013z 一 也 ,30 /99 一 Fa, 2U/9z 一 Fs@. 函数 = 一 口 叫 粒 
子 的 势 甬 ， 因 它 是 把 粒子 从 第 一 点 移 到 第 二 点 时 反抗 力 至 所 做 的 功 . 
其 次 , 车 粒子 的 位 置 矢量 是 六 旨 一 民 7 二 红 直 了 (起 从 而 


Sar Var a - 
dz , /ayy ,fda 
。 -0 
分 别 为 其 速度 及 速率 , 则 下 一 me212 龙 其 动能 . 
若 粒 子 在 所 及 ts 时 的 位 置 是 已 点 及 PP 点 ， 我 们 就 想 知 道 它 从 


， 4 六 @ -Pa 


它 的 值 一 般 要 取决 于 入 于 从 已 移 到 P 所 经 的 路 线 ， 我 们 将 证 明 ， 粒 
子 所 走 过 的 实际 路 线 , 正 是 使 作用 量 4 取 驻 值 的 那个 路 线 . 
函数 了 -人 一 叫 拉 格 妆 目 函数 ,在 所 论 这 个 情形 下 它 的 式 子 是 - 


a 


了 ”用 矢量 分 析 的 语言 , 严 思 如 的 梯度 . 
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和 的 -的 的]-reon 


因此 , 作用 量 的 被 积 函 数 是 形 如 了 (z,g. 2，027108， 吧 /hb 982j 有 的 国 
数 , 故 若 作 用 量 有 驻 信 ， 加 入 于 从 这 些 方程 是 


mde, oF _ Py 加 ov 
ma tas 0 ,+ 一 m+ 全 =0, 
它们 可 以 写成 


从 一 交 一 各 / 训 4- 
这 正好 就 是 千 顿 第 二 运动 定律 ， 因 此 牛顿 定律 是 使 粒子 的 作用 量具 有 
一 旦 值 的 必要 条 件 ， 由 乎 牛顿 定律 制约 粒 巴 的 运动 情况 ， 故 得 以 下 的 
结论 ， 
哈 米 尔 顿 原理 ， OO 


袜子 允 引 人 作用 县 训 李 大 信 从 单子 入 号 8 但 若 时 条 是 名 
短 ， 则 可 证 明 作 用 量 必然 是 个 极 小 值 ， 这 一 形式 的 哈 米 尔 顿 原理 有 了 时 
ou 最 小 作用 晤 原理 , 它 可 以 租 临 地 解释 为 : 在 整个 运动 过 程 中 , 自然 愉 
有 使 动能 与 势能 变 为 相等 的 趋势 . 

在 以 上 的 讨论 中 , 我 们 假定 牛顿 定律 成 立 , 然后 引出 哈 米 尔 顿 原理 
作为 其 结论 ， 同 样 的 论证 可 说 明 牛 顿 定律 能 从 哈 米 尔 顿 原理 推出 ， 因 
此 质点 动力 学 的 这 两 种 观 虚 一 矢量 的 观点 和 变 分 法 的 观点 ， 是 彼此 
等 价 的 。 这 个 结果 强调 指出 了 变 分 法 原理 在 物理 学 中 的 基本 特征 它 
们 不 必 参 照 任何 坐标 系 , 而 只 要 用 能 量 就 可 以 表述 有 关 的 物理 定律 . 

以 上 的 论证 可 以 立即 推广 到 质量 为 和 n:(i 一 1 … 旨 的 站 个 烙 子 组 
的 情形 . 这 里 每 个 粒子 的 位 置 矢量 是 ri(t)=z, (ti g(t)F- z(t)k， 

. 并 在 守恒 力 下 ,一 Fi + 了 ;sfj 十 Fisk 的 影响 下 运动 ， 并 且 这 里 粒子 组 的 
势能 是 这 样 一 个 函数 (zi 9 2 os gs) 它 适合 


Bp Wp 
民 =-Po 亚 =-Pe 如 


—F, = 一 Po 
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动能 是 


?++( 儿 )] 
而 在 所 1 所 ty 这 入 时 间 的 作用 若是 
A= mp. 


完全 同 以 前 一 样 , 我 们 着 到 粒子 组 的 千 顿 运动 定律 
CT， 
EE 
是 作用 量 取 驻 值 的 必要 条 件 ， 因 此 对 于 任何 有 限 粒 子 组 ， 车 所 受 力 是 
穿 恒 的 ， 哈 米尔 贝 原 理 都 成 立 ， 对 于 含有 附加 条 件 及 刚体 的 那 种 更 一 
般 的 动力 系统 以 及 对 于 连续 媒质 来 说 , 这 一 原理 都 同样 适用 . 

此 外 , 哈 米 尔 顿 原理 可 用 来 推出 电磁 学 , 量子 学 说 以 及 相对 论 中 的 
基本 定律 。 它 的 影响 是 如 此 深远 ， 以 至 有 许多 科学 家 把 它 看 作 是 数学 
物理 中 功效 最 大 的 一 个 原理 ， 并 把 它 放 在 物理 科学 的 顶峰 ， 量 子 学 说 
的 创立 者 普 朗 克 (Max Planck) 曾 用 以 下 的 话 来 表达 这 一 观点 : “物理 - 
学 中 最 崇高 且 最 为 人 所 蛮 切 追求 的 目标 ， 是 把 业已 观察 到 并 行将 观察 
到 的 一 切 自然 现象 缩 并 成 单独 一 个 原理 …， 在 那些 标志 着 过 去 几 百 年 
物理 科学 成 就 的 , 多 少 带 有 一 般 性 的 定律 中 , 最 小 作用 原理 ， 就 其 内 容 
和 形式 而 论 , 可 能 最 接近 于 理论 研究 上 这 一 理想 的 最 终 目标 . ” 

例 1， 培 质量 为 思 的 一 个 数 子 限制 在 给 定 曲 面 G4(z，y，#) 一 0 上 运动 ， 
且 若 不 受 外 力作 用 , 则 它 会 沿 一 测 地 线 滑 动 。 为 确证 这 一 事实 , 我 们 先 
指出 , 由 于 无 外 力作 用 , 故 六 ==0 从 而 拉 和 格调 日 函数 三 = 下 一 化 为 罗 


而 
的 的 的 1 
现在 应 用 哈 米 尔 顿 原理 , 要 求 使 作用 县 
人 au 


Ps 


=F, 
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在 附加 条 件 G(z, y, z) =0 下 取 驻 值 , 积 据 第 49 节 , 这 相当 于 要求 积分 
[rea y. iat 


取 驻 信和 而 不 带 附 加 条 件 , 其 中 X(t) 是 的 待定 两 数 ， 对 于 这 个 无 附加 
条 件 的 变 分 法 问题 , 欧 拉 方 程 是 


ma dz 
mi 一 40 =0, ma ¥— 4G, = 0, ma 40 = 


消去 %w 及 G8 后 ,这些 方程 变 为 
dzw/at? dy/dt:_ dis/at? 
GG Gy G. 
但 粒子 的 总 能 量 了 -了 = 是 常数 (这 事 下 面 证 明 ), 故 它 的 速率 也 是 常 
数 , 故 若 就 长 s 从 一 合适 的 点 量 起 ,天 3 一 kt, 其中 避 为 某 一 常数 这 就 
可 以 把 上 面 的 方程 写 为 
Adv /ds yas _ Beds 


本 GG 
这 下 好 就 是 方程 49-(29), 故 粒子 的 运动 路 线 确 如 所 说 是 一 测 地 线 ， 

- 拉 格 朗 日 方程 ， 在 古典 力学 中 ， 我 们 可 以 把 哈 米尔 顿 原理 看 作 是 拉 格 
朗 且 运动 方程 的 来 源 ， 而 后 者 在 那 门 学 科 里 占 主导 地 位 .为 找 出 这 两 
者 之 间 的 联系 , 首先 必须 了 解 什么 叫 自由 度 ? 什么 叫 广 义 坐 标 ， 

在 三 维 空间 里 自由 运动 的 单独 一 个 粒子 ， 我 们 说 它 具 有 三 个 自由 
度 , 因 它 的 位 置 可 以 由 三 个 独立 的 坐标 x,y， 及 < 确定 ， 若 限制 它 在 一 
曲面 GCz,y, 2) =0 上 运动 , 我 们 就 把 它 的 自由 庭 减 到 一， 因为 其 中 一 个 
坐标 可 用 别 的 两 个 坐标 来 表示 ， 园 样 ， 一 个 不 受 限 制 的 % 个 粒子 的 组 
有 3 个 自由 度 , 而 加 上 限制 条 件 的 结果 ， 就 会 使 描述 粒子 组 状态 所 需 
的 独立 坐标 数目 减少 ， 若 粒子 的 直角 坐标 是 zi， 扩 及 zi 人 一 1，2，…， 
蕊 , 且 车 限制 条 件 用 到 个 可 联 立 的 独立 ( 即 线性 无 关 ) 方 程 描述 

8 的 ap 和) = 0, f= 1, 2, 0 bos 

则 粒子 组 的 自由 度 是 次 三 32 一 &. 从 原理 上 讲 , 我 们 可 以 利用 这 些 方程 . 
将 34 个 数 z,9， zi(i 二 1,2,…,%) 用 其 中 的 名 个 来 表示 ， 从 而 将 坐标 
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的 数目 从 3 减 小 到 m. 但 更 方便 的 收 法 是 引用 拉 格 朗 日 广义 坐标 四 ， 

92,…， gm 这 是 任何 一 组 纪 个 独立 的 坐标 , 只 要 它们 的 值 能 确定 粒子 组 
的 状态 便 行 ， 这 就 使 我 们 有 充分 的 自由 米 选 取 任 何 一 种 举 标 系 一 一 直 
人 角 和 坐标 , 柱 坐 标 , 球 垄 标 或 任何 别 的 坐标 , 以 适应 手头 所 处 理 的 问题 , 并 
使 我 们 对 问题 的 分 析 不 依赖 于 任 僻 特 定 的 坐标 系 ， 现 在 我 们 用 这 些 广 

义 坐 标 来 表示 粒子 的 直角 举 标 , 并 指出 , 在 由 此 得 出 的 公式 中 ， 会 自动 
地 包括 限制 条 件 : 和 2 一 2 (gi mn), 二 (mw) 及 31 二 24(， 
(其 中 = 2). 

车 m; 是 第 i 个 粒子 的 质量 , 则 粒子 组 的 动能 是 


7 和 +( 委 + 的 ) 
而 用 广义 从 标 表示 , 则 可 写 为 


i" [Gs) (ER (4) | 


洪 中 册 =dg;/dt， 为 以 后 讨论 的 需要 ， 这 里 指出 了 是 4; 的 二 次 齐 次 函 
数 ， 粒 子 组 的 势能 假定 只 是 9; 的 函数 ， 于 是 拉 格 朗 日 函数 五 = 一 
是 下 列 形 浇 的 函数 ; 

L=L(g, qz, "ym G1 G2 3 dim)» 
哈 米 尔 顿 原理 告诉 我 们 ， 运 动 应 按 这 样 的 方式 进行 ， 使 任何 一 段 时 间 


tts 的 作用 晤 Zat 取 驻 值 , 因而 必须 满足 欧 拉 方 程 .在 这 种 情 


形 下 的 欧 拉 方程 是 
a 名 )- 3 
di\9Gi/ qs 
这 些 方程 叫 拉 格 朗 日 方程 它们 是 各 个 二 阶 微分 方程 ， 形 成 一 个 方程 


组 , 从 这 方程 组 得 出 的 解 &; 都 是 # 的 函数 . 
现在 我 们 只 从 拉 格 郎 日 方程 推出 一 个 普遍 原理 , 即 能 量 守 民 定律 . 


论证 的 第 一 步 是 指出 下 中 的 恒等式 ， 它 对 自 变 量 #41, 2, …, gn 


=0, j=1,2,.,m, (2) 
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,92 Gm 的 任何 苹 数 上 都 成 立 : 


df/ 3L _, TararNy aL]_ar 

放生 4 部 -2 学- 3 @) 
由 于 这 一 粒子 组 的 拉 格 朗 日 隐 数 水 是 方程 (2) 甩 义 不 旭 含 上， 改 (3) 的 
布 边 等 于 0 从 而 有 


9 LB (4) 


其 中 召 为 某 一 常数 ， 其 次 我 们 注意 到 27/196; 二 0, 卜 3L794;=9T /94i. 
正如 以 前 所 指 虫 的 , 《1) 式 表明 工 是 9 的 -二 次 齐 次 函数 ， 故 根据 齐 次 函 
数 的 欧 拉 定理 @, 我 们 有 
2 . 
有 了 这 个 结果 ,方程 (4) 就 变 成 2Z 一 工 = 马 或 27 一 (一 内 = 甩 故 有 
THV=B, 

它 告 诉 我 们 在 运动 过 程 中 动能 与 势能 之 和 是 常数 . 

在 以 下 的 例题 中 ， 我 们 说 明 拉 格 朗 日 方程 在 特定 动力 学 问题 中 的 
用 法 ， 
倒 2. 车 质量 为 的 粒子 在 平面 内 运动 ， 其 所 受 外 力 为 指向 原点 而 数 
值 等 于 krm/7? 的 引力 ， 这 时 我 们 自然 可取 极 众 标 作为 广义 做 标 ; 一 


7 及 和 一 0， 电 知人 一 全 ( 关 十 下 的) 及 普 = 一 5a/7 故 接 格 朗 日 函数 是 


A pm 十 二 
1 2 多 
于 是 拉 格 间 昌 方程 是 . 


@ fm 及 思 z 及 y 的 # 次 齐 次 函数 ,如果 了 (ke Ey) 一 brf(z, 奶 . 医 两 边 部 对 未 导 然 
后 令 h 一 1 则 得 
ti 人 ， 
和 这 就 是 齐 次 函数 的 欧 技 定理 、 对 于 两 个 以 上 自 变量 的 齐 次 哨 数 ,也 有 同样 的 结果 . 
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afary 3 2 

吴 芥 )- 和 =。 全 

d/oarL aL 

儿 丝 -路 = ® 
岂 了 于 厂 不 刀 含 9 敢 方 程 (6) 告 诉 我 们 32/36==mr 直 等 于 一 常数 ， 即 

rr (7 


at 
其 中 包 为 一 常数 , 现 假 定 它 是 正 的 . 其 次 我 们 看 到 (5) 容 易 写 成 


至 -人 (人 “一 
可 经 2) rr 


这 正好 就 是 方程 21-(12)， 那 是 我 们 在 第 21 节 解 出 了 的 ， 从 而 得 出 了 
粒子 路 线 为 一 圆锥 阳线 的 结论 . 

二 重 积分 的 变 分 法 问题 ， 上 述 为 使 积分 取 极 值 求 其 必要 条 件 的 一 般 方 
法 , 同样 可 用 之 十 重 积分 ， 合 如 , 考察 zy 平面 闭 曲线 C 所 围 的 域 R( 图 
72)， 设 函数 *=*(z, 办 定义 于 如 上 且 在 边界 CO 上 取 预 先 指定 的 值 , 而 
(除了 普通 可 微 条 件 之 外 ) 在 其 他 方面 是 任意 的 ， 这 个 函数 可 以 看 作 是 
定义 了 崩 在 固定 边界 上 的 一 块 空间 可 变 曲 面 ， 形 如 


A 
ES 


| 
和 


of RT 
Ed 

| js 

Ei 


~ 
[9 
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了 (2 -|fe Y, 2 37; Ly) OxAYy (8) 


的 一 个 积分 的 值 将 取决 于 所 选取 的 z, 因此 可 以 提出 怎样 求 一 个 函数 2 
( 驻 函 数 ) 使 这 积分 取 驻 值 的 问题 , 

我 们 的 准 理 也 接 熟 知 的 格局 进行 ， 假 定 *(z， 纷 是 所 需 前 驻 函 数 ， 
作 一 可 变动 的 函数 (x, 六 二 =z (zx, 纺 十 gn(z, 办 ， 其 中 (zx, 胃 D 在 C 上 等 
于 0， 把 代入 积分 (8) 后 , 得 参量 & 的 一 个 函数 ， 并 且 也 同 以 前 一 模 
一 料 , 从 必要 条 件 1(0) =0 得 出 
| Gent Bm + Jaray =0. (9) 
为 使 消去 及 % 的 工作 简化 ， 现 假定 曲线 C 具有 这 样 的 性 质 ， 即 xy 
平面 里 平行 于 坐标 辅 的 任 一 真 线 与 @ 至 多 相交 于 二 点 @， 然 后 , 把 (9) 
式 括 台 里 的 第 二 项 着 作 累 次 积分 (图 72), 则 得 


af [i af 
Trtdy= dray; 
Bo), 机 人 


an 一 一 


又 由 于 


EA 


~) 

〈 因 7 在 C 上 等 于 0), 故 可 知 
[we ae 

含 市 的 那 一 项 岂可 作 辣 样 的 变换 于 是 (9) 就 变 为 
ME 00 


斌 


现在 根据 n 是 任意 函数 这 一 性 质 ， 可 断 尖 (10) 式 方 括号 里 的 式 子 必 为 


外 ”如 感 用 招 林 定理 , 这 一 限制 是 不 必要 的 . 
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0. 世 在 这 情形 下 得 极 值 业 线 的 欧 拉 方程 为 


3/2ofy, afofy af 
庆 六 1 A) (1D 


同 以 前 一 习 ， 一 个 驻 区 数 ( 如 果 它 存在 ) 是 满足 所 给 边界 条 促 的 一 个 极 
值 曲线 . 

例 3， 欧 拉 第 一 个 所 出 的 极 小 曲面 问题 的 最 简 形式 是 : 给 定 空 间 一 闭 
更 线 , 求 以 它 为 界 的 面积 最 小 的 曲面 ， 若 假定 将 此 曲线 投射 到 zwy 平面 
包装 域 也 的 闭 曲线 C, 生 此 曲面 可 表 成 形式 * 一 z(z, 妨 ， 则 我 们 的 问题 
是 使 曲面 面积 的 积分 


[|viraradrdy 


和 
取 极 小 值 , 但 附加 边界 条 件 : (2, 3) 必须 在 CO 上 取 预 先 指定 的 值 . 这 个 
积分 的 欧 拉 方 程 (11) 是 


并 区 + 关 了 7 全) 

它 可 以 写成 

ars(T+ 30) —282208ay + Srl 2) =0, {12) 
这 个 偏 微分 方程 是 拉 格 朗 日 发 现 的 . 欧 拉 曾 指出 ， 几 不 是 一 块 平面 的 
每 个 极 小 曲面 必定 是 马鞍 形 的， 而 且 这 曲面 上 每 一 点 处 的 平均 曲率 
必 为 0®,， 要 证 明 极 小 曲面 存在 , 也 就 是 证 明 (12) 具 有 满足 适当 边界 条 
件 的 解 ， 这 是 个 非常 困难 的 数学 问题 。 这 问题 直到 1930 及 1931 才 由 
拉 多 (T. Rado, 匈牙利 人 , 1895 一 1965) 及 道 烙 控 斯 (J. Doglas, 美国 人 ， 
1897 一 1965) 各 自 独立 地 完全 和 解决， 比利时 的 盲人 物理 学 家 布 拉 巍 (. 
Plateau, 1801 一 1883) 曾 设计 出 求 极 小 曲面 的 一 种 实验 方法 ,在 他 1873 
年 论述 液体 分 子 力 的 著作 中 描述 了 这 一 方法 ， 这 方法 的 实质 是 ， 若 把 


@ 一 点 处 的 平均 曲率 定义 如 下 ， 考 察 曲面 上 一 点 处 的 法 线 以 及 包 合 该 法 线 的 一 个 平 
面 ， 当 这 平面 以 法 线 为 辆 转动 时 , 它 在 曲面 上 所 荐 曲线 的 曲率 随 之 而 变 , 而 平均 曲率 则 为 极 
大 曲率 与 极 小 曲率 之 和 的 一 半 . 
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弯 成 闲 曲 线 的 一 - 圈 铁 丝 浸入 肥皂 水 后 , 绷 在 铁丝 上 的 龟 膜 ,为 使 表面 张 
力 所 致 的 势能 取 侵 小 值 ,就 将 取 面 积 为 极 小 的 形状 , 布 拉 揪 做 了 许多 这 
类 实验 , 因此 从 他 那个 时 候 起 , 极 小 曲面 的 问题 就 叫 布 拉 帮 问题 . 

例 4. 在 第 24 节 时 ， 我 们 从 牛顿 第 -运动 定律 推出 了 一 维 波动 方程 . 
在 本 例 中, 我 们 要 从 借助 于 方程 (11) 从 哈 米 尔 巾 原 理 来 推 由 波 动 方 程 ， 
假定 ， 有 人 忆 定 线性 密度 mm 的 纺 以 张力 了 拉 在 z 轴 上 的 点 % 一 0 与 2 一 区 
之 问 ; 把 它 拉 开 后 任 其 在 xy 平面 作 振 动 ; 它 的 位 移 y(z, ty 相对 说 来 很 
小 ,以 致 可 认为 张力 要 本 保持 不 变 , 而 斜率 的 二 次 固 以 上 可 以 忽略 。 当 
落 被 拉 开 时 , 其 上 一 段 长 度 元 素 az 被 拉 戌 gs, 而 


ds=~/L Ts 到 到 


这 一 近似 起 是 这 样 束 的 : 把 Vi 二 到 = (1 十 好 )4 恨 成 二 项 级 数 1 十 到 /2 
十 … 并 抛弃 y 的 所 有 高 于 二 次 以 上 的 乘 震 项 ， 作 用 在 这 一 段 元 素 上 
的 功 是 了 (gs 一 dz) = 二 74g2， 故 


ed 
这 有 段 元 素 的 质量 是 mdz, 带 度 是 gi， 故 其 动能 是 喜 mgiqz， 所 以 整个 站 
的 动能 是 


这 里 的 拉 格 衣 日 函数 是 
Z=7 一 = 到 Cny? — Ty2) de, 
于 是 , 根据 哈 米 尔 顿 原理 , 应 使 之 取 驻 值 的 作用 量 是 


国 “ 关 王 这 一 问题 的 标准 数学 著作 是 R. Courante 狼 利克 雷 原 汉 ， 保 角 陵 射 及 极 小 隐 
面 >(Dirichlet's Principle, Conformal Mapping and Minimal Surfaces, 1950). 
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4 fe 
下 (my — Ty2) drat. 
四 


在 这 情形 下 , 方程 (11) 变 为 


me 


可 以 看 出 这 就 是 方程 24- (8)。 
关于 哈 米 尔 顿 的 注 记 ， 爱 尔 兰 数学 家 攻 数 学 物 更 学 家 哈 米 尔 顿 (William Rowan 
Hamilton, 1805-- 1865) 是 个 出 名 的 神童 , 他 自 幼 受 教 上 一 位 性 储 而 有 学 问 的 传教 
填报 伯 。 他 三 岁 能 阅读 英文 ; 四 岁 开 始 学 希腊 .拉丁 及 希 伯 某 文 ! 八 岁 又 学 了 了 法文、 
意大利 文 ; 十 岁 学 标 文 及 阿拉 怕 文 , 据说 他 到 二 三 岁 时 就 富 担 了 十 三 种 语文 。 这 种 
强 追 开发 的 请 文才 华 在 他 十 四 岁 时 终止 了 , 从 那 时 起 他 的 兴趣 转向 数学 .天 文 和 光 
学 ， 于 八 岁 时 他 发 表 一 篇 论文 , if 正 拉 普 拉 斯 在 < 大 体力 学 > 中 的 一 外 错误 当 他 还 
在 都 柏林 的 三 一 学 院 求学 时 , 就 被 任命 为 该 学 院 的 天 文教 授 , 并 自动 成 为 爱尔兰 皇 
家 天 文 台 台 长 ， 

他 的 第 一 项 重要 工作 是 在 几何 光学 方面 ， 他 在 27 岁 时 就 因 从 数学 理论 推测 
有 雏 状 折射 现象 而 出 和 .更 重要 的 是 他 证 明 所 有 光学 问题 都 可 用 单独 一 种 方法 { 它 
把 费 马 的 最 小 时 间 原 型 作为 特例 包括 在 内 ) 求解 . 然后 他 把 这 方法 推广 应 用 到 力学 
上 , 在 30 岁 时 他 就 提出 一 个 单独 的 原理 ( 现 称 哈 米 尔 加 原理)， 以 此 表明 光学 和 力 
学 只 不 过 是 变 分 法 的 两 个 侧面 . “ 

1835 年 他 转 而 研究 代数 ,根据 把 复数 看 作 有 序 实数 对 的 思想 ， 作 上 出 复数 的 严 
密 理 论 , 这 项 工作 是 独立 于 高 斯 做 出 的 , 后 者 在 1831 年 已 经 发 表 了 同样 的 思想 , 但 
强调 要 把 复数 解释 为 复 平 面 上 的 点 ， 由 于 揽 数 又 可 看 作 平面 十 的 矢量 ， 故 共 撒 哈 
米尔 颇 想 把 复数 的 代数 结构 推广 到 三 维 空间 的 矢量 上 去 ， 这 项 工作 失败 了 ， 但 这 
方面 的 努力 使 他 在 1843 年 发 现 了 四 元 数 ， 那 是 -- 种 四 维 矢 量 , 它 把 复数 作为 其 于 
系统 包括 在 内 ; 用 现代 的 术语 来 说 , 它们 形成 最 简单 的 非 可 换 线 性 代数 ， 共 中 除法 
为 可 行 9， 其 后 哈 米 尔 最 就 把 他 的 余生 贡献 在 详细 探讨 四 元 数 的 理论 和 应 用 上 , 写 
出 了 关子 这 个 题材 的 大 量 蕉 以 读 懂 的 论著 ， 这 项 工作 对 物 现 与 几何 很 少 影响 ， 共 、 
后 为 吉 布 斯 (Willard Gibbs) 的 更 实用 的 矢量 分 析 以 及 格拉 斯 曼 (Grassmann) 与 

了 卡尔 丹 {E. Cartan) 的 多 线性 几何 所 取代 . 哈 米 尔 顿 在 四 元 数 方面 的 工作 所 留 下 的 

一 个 重要 结 时 是 证 明 存 在 这 样 一 个 无 矛盾 的 数 系 , 共 中 乘法 交换 律 不 复 成 立 . 这 


加 “幸而 哈 米 尔 顿 当时 未 知 高 斯 1819 年 就 发 现 了 中 元 数 , 全 未 把 这 种 已 想 发 表 ， 见 高 
斯 4 全 集 >vol, VIIL, pp，357 一 362、 - 
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把 代数 以 那些 使 它 陷 十 疾 痰 的 成 见 中 解放 出 来 ， 鼓 舞 十 九 也 纪 末 和 二 十 世纪 的 其 
他 数学 家 , 去 对 各 种 类 型 的 线性 代数 进行 广泛 前 研究 . 

哈 米 尔 顿 也 足 个 整 脚 诗人 , 是 诗人 华 披 华 思 和 柯立芝 的 朋友 , 同 他 们 书信 往 米 
频繁 , 讨论 科学 ,文学 和 哲学 上 的 问题 . 
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50. 引言 


近年 来 ， 利 用 拉 普 拉 斯 变换 来 解 某 些 类 型 的 微分 方程 与 积分 方程 
的 兴趣 , 有 了 相当 的 增长 ,除了 这 些 用 场 之 外 ， 拉 普 拉 斯 变换 也 同 纯 数 
学 的 重要 部 分 有 一 些 密切 联系 ， 我 们 将 使 读者 对 这 方面 的 一 些 事情 获 
得 充分 认识 , 而 无 需 过 于 细 究 分 析 上 的 严密 论证 和 计算 技巧 , 因为 那些 
材料 放 在 内 容 更 丰富 的 论著 中 比较 合适 . 

在 讲解 细节 之 前 , 这 里 先 讲 些 一 般 性 的 话 , 以 便 在 合适 的 地 方 说 明 
本 章 的 主要 思想 ， 首 先 指出 , 微分 法 运算 可 把 一 个 图 数 fz) 变换 为 另 
一 函数 一 它 的 导数 (7) 车 用 字母 如 来 表 微 分 运算 , 那 末 这 一 变换 
过 程 可 写 为 


Drf(z)I=F Cz). (了 
另 一 重要 的 函数 变 拘 过 程 是 积分 法 所 作 的 变换 。 
FI= fat (2) 


还 有 一 种 甚至 比 这 还 要 简单 的 变换 过 程 , 即 以 一 特定 函数 g(x) 去 乘 所 
有 函数 的 庆 算 : 

[RD)] 一 9(Z)FCz)， “(8) 
这 些 例 子 有 一 共同 的 基本 特点 ; 每 种 变换 过 程 都 是 作用 于 一 些 函 数 而 


得 出 昂 外 一 些 函数 ， 见 然 , 在 大 多 数 情形 下 ,对 于 给 定 变换 过 程 所 作用 
的 函数 z), 必须 加 以 一 些 限制 ， 例 如 ， 在 (1) 中 fz) 必须 是 可 微 的 ， 
而 在 (2) 中 它 必 须 是 可 积 的 ， 在 上 述 每 个 例子 中 ， 右 边 的 函数 叫 x) 
在 相应 变 钦 作用 下 的 变 欣 式 ， ，、 
对 于 函数 的 一 个 一 般 变换 (过 程 ) 外 叫做 线性 的 ， 如 果 对 于 一 切 容 
许 函 教 f(z) 及 9(z) 以 及 一 急 常数 a 及 关系 式 
Traf(z) + Pgs)]=aTLfCr)] + ATL9(z)] (4) 
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都 成 立 . 用 语言 来 表达 , 这 就 是 , 方程 (47 告 诉 我 们 : 两 个 函数 的 任 一 线 
性 组 合 的 变换 式 等 于 其 各 个 变换 式 的 同一 线性 组 合 ， 值得 指出 的 是 ， 
当 %= 月 = 工 以 及 当 B=0 时 , (4) 就 成 为 
中 7) TI=TL TI +ILg2) 


以 及 
TLaf(z)3=a7[TCz) 
易 见 (1),(2), 及 (3) 所 定义 的 变换 都 是 线性 的 。 

有 一 类 特别 重要 的 线性 变换 是 积分 变换 ， 为 对 这 种 变换 得 到 一 个 
大 致 的 认识 ，. 我 们 来 考察 定义 在 有 限 或 万 限 区 间 G<x<b 上 的 函数 
f(z), 并 选取 变量 及 参量 了 的 一 个 固定 函数 K (9, w)， 则 一 般 的 积分 
变换 由 

TU)= | Kp, f(r)do=7 (0) (5) 


给 出 ， 函 圾 素 (p, 必 囊 做 变换 了 的 核 ， 而 且 不 管 玉 的 性 质 如 何 ,也 显然 
是 线性 的 ， 广 义 形 式 的 线性 积分 变换 这 个 概念 ， 普 是 近世 分 析 中 一 些 
最 富 于 成 果 的 思想 的 根源 .在 下 典 分 析 中 , 也 曾 有 人 对 (5) 的 多 种 特殊 
情形 作 过 详细 研究 , 得 出 一 些 对 于 处 理 特殊 类 型 问题 有 用 的 特定 变 杭 . 

当 4=05=co 而 下 (ps2) 二 e- 玉 时， 我 们 得 到 (5) 的 为 我 们 所 关 
心 的 特例 一 一 拉 营 拉 斯 变换 工 , 它 的 定义 是 。 “ 


HFG)1= | “1(z)qz=PCD). (0) 


于 是 ， 久 能 使 这 积分 存在 的 任何 函数 +)， 都 能 对 之 作 拉 普 拉 斯 变换 
荆 , 而 得 出 它 的 拉 普 拉 斯 变换 式 Lf(z)1=FCp) 一 一 参量 了 的 一 个 函 


数 D， 我 们 提 刻 读者 ，(6) 中 的 演义 积分 定义 为 下 列 极限 , 并且 它 只 有 
”在 这 极限 存在 时 才 存 在 : 


fiefee)ar in] ef (7D) 
0 bw 0 


名 正如 这 旬 话 所 提示 的 , 我 们 以 后 将 一 鞭 用 小 写字 母 表 示 x 的 函数 , 而 用 相应 的 大 写 
字母 表示 这 些 函数 的 变换 式 . 
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著 布 边 的 航 限 在 在 , 到 说 左边 的 旁 义 积分 收 敏 . 
直面 的 技 普 拉 斯 变换 式 是 很 容易 算出 的 : 


f(z) = P= er dels (8) 
TCD =m F(F) -| ead Y9) 
Faz)=zm FD = ever do ; (10) 
Fa) 一 en CE renaz 一 下 (11) 
fr)=sinag, Fp) = {eroingr dor tar (12) 
FPCz)= sosaz， PCD 一 [ereosar az 一 天 于 让 (13) 


4) 里 的 积分 在 Ba 时 收 敏 , 而 所有 其 他 的 积分 在 ?>0 时 收 合 , 读者 
应 该 自己 去 做 出 必要 的 计算 ， 就 能 完全 清楚 为 什么 要 对 了 加 上 这 些 限 
制 (见习 题 1)， 为 说 明 此 事 , 我 们 把 (10) 的 计算 细节 都 做 出 来 ,这 里 假 
定 有 是 正 态 数 ; : 


了 Z[z"] 一 | er*w"ds 一 一 ere 


= = 


这 里 可 以 看 出 我 们 主要 应 用 了 下 一 事实 : 
lm 0 (对 2>0). 
前 面 这 些 公式 可 在 第 52 市 的 表 上 中 投 到 .利用 工 的 线性 , 还 可 以 立即 
得 出 另外 一 些 向 鞋 的 变换 式 , 而 无 需 进 行 积分 , 例如 
24+3]=25[ 十 35 一 各 二- 
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在 以 后 各 节 中 ， 我 们 要 讲 一 些 方法 来 求 更 复杂 的 函数 的 拉 普 拉 斯 变 
换 式 ， 

如 前 所 说 , 拉 车 拉 斯 变换 上 可 以 看 作 是 一 般 积 分 变换 (5), 在 取 & = 
0,6 二 oc 及 (Pp,w) 二 e "时 的 特殊 情形 ， 为 什么 我 们 要 取 这 些 积分 限 
和 这 … 特 殊 的 核 呢 ? 为 使 读者 仅 得 这 样 选取 可 能 有 些 什么 好 处 ， 不 妨 
拿 这 个 积分 跟 圳 级 数 作 类 比 , 以 便 从 中 得 到 一 些 启发 . 

者 把 一 需 级 数 写成 形式 


Fa’, 
气 
那 末 可 以 和 它 作 类 比 的 自然 是 旁 义 积分 
[facerat. 
”现在 我 们 把 记 法 稍 改 一 下 , 写 昌 2 二。 这 个 积分 就 变 为 
[eractyat, 
， 
这 正好 就 是 函数 e(t) 的 拉 普 拉 斯 变换 式 ， 所 以 拉 普 拉 斯 变换 是 寡 级 数 
在 连续 情况 下 的 类 比 ; 由 于 入 级 数 之 和 在 分 析 中 很 重要 , 所 以 有 二 出 核 


料 拉 普 拉 斯 变换 也 将 是 重要 的 . 
拉 普 拉 斯 的 事迹 在 附录 A 中 有 简短 介绍 . 


习 题 

1 计算 (8a), (9)，(1D，(12) 及 (13) 中 的 积分 。 
2， 不 授 过 计算 积分 , 试 证 

a， 工 [sinh az] 一 


FF p>|al; 


b. Licoshar] =-;2;, p>|al. 


a 


3， 不 通过 计算 积分 ， 试 求 工 [sinxazr] 及 L[cos*ax]， 这 两 个 变换 式 之 向 有 什么 
美 系 ? - 
4、， 利 用 正文 中 的 公式 求 下 列 名 函数 的 变换 式 ; 
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a. 10; 

b. a eos2n, 

6 2e1*— Sindg; 

Q 4singcoszt+ 2e-rs 
B. Wisin?3r 二 zecos232. 


5， 求 以 下 列 各 式 为 共 变换 式 的 一 个 国 数 从 #2). 


30 2 
os b. 
“pg (p+ 
4 6 1 
。 五 a. 
”pty CT 
1 
”FH 


6 试 给 站 作出 一 个 合理 的 定义 ,-… 


51。 关 于 理论 的 几 点 说 明 

在 着 手 讲 应 用 以 前 ， 最 好 是 更 仔细 地 沽 虚 一 下 一 个 函数 在 什么 情 
况 下 具有 拉 普 拉 斯 变换 式 ， 对 这 问题 若 要 作 详尽 与 严格 的 讨论 ， 需 要 
热 悉 挛 义 积分 的 一 般 理论 ， 而 这 个 我 们 并 不 假定 读 害 需要 具备 ， 但 在 
初等 微 积分 里 通常 都 简短 介绍 过 旁 义 积分 ， 因 此 只 要 掌握 以 下 九 个 简 


单 的 命题 就 足够 我 们 用 了 ， 
首先 ,我 们 说 积分 
[fea (D 
收敛 , 如 果 存 在 极限 
sehr 


此 时 , (1) 的 值 就 定义 为 这 极限 的 值 : 
| faz=lim] f(s)ay. 
其 次 , (1) 收 敛 , 如 果 积 分 
[lice) Law 
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收敛 ,在 这 情形 下 , 我 们 说 (1) 是 绝对 收敛 的 。 景 后 , 1) 绝对 收 化 (因而 


收敛 ) 如果 存 在 这 样 一 个 函数 9(7) 使 得 | 了 2)|<9(z), 且 
站 ea 


收敛 (这 叫 比较 检验 法 ). 


要 求 积分 站 1(3)dz 对 于 每 一 个 有 限 的 6>0 存在 ， 为 保证 这 种 积分 存 
在 , 只 要 假定 f(z) 连续 , 或 者 至 少 是 深 耻 连续 便 行 ， 所 谓 (+) 逐 自 过 
续 ,是 指 fz) 在 每 个 有 限 区 间 0<4<<5 上 ， 陈 了 可 能 在 有 限 个 点 处 出 
现 跳跃 性 间断 外 (在 该 处 函数 的 左右 极限 趋 于 不 同 的 值 ), 是 连续 的 . 图 
73 所 东 是 个 典型 的 逐 段 连续 函数 的 形状 ; 它 从 0 到 石 的 积分 ， 等 于 其 
各 连续 的 部 分 在 各 相应 子 区 间 上 的 积分 之 和 ， 这 类 函数 儿 乎 包括 实 
际 工作 中 可 能 出 现 的 所 有 函数 ， 特 别 是 它 包 括 间断 的 阶梯 函数 以 及 名 


Ea 


图 73 
苑 闻 数 ， 这 两 者 分 别 表 示 物 理 与 工程 问题 中 突然 施加 或 移 去 力 以 及 电 
压 的 销 形 . 
者 (7?) 在 x 之 0 逐 段 连续 , 则 对 于 其 拉 普 拉 斯 变换 式 
Fp) = nef{r)ds 


是 否 存在 的 唯一 成 问题 之 处 ， 是 被 积 隔 数 e-*fCz) 在 大 的 * 值 时 的 性 
壕 如 何 ， 为 肯定 使 这 被 积 函 数 减 小 得 足够 快 〔 或 用 7) 增 大 得 不 太 快 ) 
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以 保证 积分 收 化 ， 我 们 将 进一步 假定 了 2) 其 有 指数 函数 的 数量 级 ， 这 
就 是 说 存在 这 样 的 常数 办 及 o 使 得 

[f(z) | Me”, (2) 
这 样 ， 即 使 在 x->o0 时 f(7*) 变 为 无 穷 大 ， 它 的 增 大 还 慢 于 某 个 指数 函 
数 e" 的 常数 倍 ， 任 何 有 界 函 数 显 然 具有 。=0 的 指数 函数 的 数量 级 ， 
作为 共 他 的 例子 ， 我 们 举 出 e"<( 这 时 =g] 以 及 如 (这 时 5 为 任 一 正 
数 )，、 另 一 方面 ，e” 就 不 具有 指数 函数 的 数量 级 ， 今 车 (7) 满 足 (2)， 
则 有 


le-sfCz) SMe os; 
而 由 于 右边 那个 隔 数 的 积分 在 p>c 时 收敛 ， 敬 (x) 的 拉 普 拉 斯 变换 
式 在 了 >o 时 绝对 收 合 ， 此 外 , 我 们 看 到 


lr =|) ef do) lem) lar 


< 6 de p>e, 


歼 
pr>co 人 时 F(p)>0. {3) 
实际 上 , 可 以 证 明 只 要 F(P) 存 在 (3) 就 总 成 立 ， 而 不 管 人 2) 是 否 为 过 
段 连 续 以 及 具有 指数 函数 的 数量 和 级， 因此， 若 有 了 的 一 个 函数 $(p)， 
它 在 2->co 时 的 极限 不 存在 或 不 等 于 0, 那 它 不 能 成 为 任何 及 +) 的 拉 
普 拉 斯 变换 式 ， 特 别 是 ,? 的 多 项 式 , sinp, cosp, en% 以 及 log8 都 不 能 
作为 拉 普 拉 斯 变换 式 ， 另 一 方面 ， 若 有 再 函 数 分 子 的 次 数 低 于 分 母 的 
次 数 , 它 就 可 能 是 一 个 拉 普 拉 斯 变换 式 ， 
以 上 所 讲 说 明 人 性 一 具有 指数 函数 数量 级 的 逐 段 连续 函数 都 有 一 拉 
普 拉 斯 变换 式 , 因此 , 这 是 ZLf(z)] 存 在 的 充分 条 件 ， 然 而 它们 并 非 必 
要 条 件 , 例如 f(z) 就 可 以 说 明 ， 这 个 函数 在 z=0 处 具有 无 穷 型 
间断 , 故 它 并 非 逐 段 连续 , 但 它 的 从 0 到 的 积分 存在 ， 又 因 它 在 x 取 
大 信 时 是 有 办 的 , 故 它 的 垃 普 拉 斯 变换 式 存在， 事实 上 , 当 p>0 时 ,我 
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们 有 


| ea 
作 变 晨 吐 换 pz=t, 很 出 
Ze pie tat, 
再 换 一 次 变量 1 二 8*, 得 出 
[ce 所 =2p | eds. (4) 
在 大 多 数 初等 微 积分 书 里 都 有 这 一 积分 之 值 为 V12 的 证 明 (见习 题 
了 ), 故 有 
Le t=. (8) 
这 个 结果 在 后 面 一 节 里 将 要 用 到 
在 本 章 的 其 余部 分 我 们 将 专 讲 拉 普 拉 斯 变换 式 的 用 法 ， 而 不 打算 
研究 这 些 步骤 所 依据 的 纯 数学 理论 ，。 这 些 步 又 自然 需要 有 理论 根据 


而 那些 不 能 容忍 数学 形式 主义 的 读者 ， 可 以 在 送 一 学 科 的 大 篇 幅 著 作 
中 找到 他 所 需要 的 材料 ，- 


习 题 
1， 若 工 表示 (4 中 的 积分 , 则 可 写 出 ( 因 s 是 恤 变 量 ) 


(Fe ) ee 
试 将 积分 换 为 极 从 村 算出 这 二 重 积 分 并 证 明了 一 开 ， 
2.， 对 下 列 各 题 , 画 出 函数 图 形 并 求 共 按 普 拉 斯 变换 : 
2， 用 z) 一 w(x 一 息 , 基 中 是 正 数 , 如 是 单位 阶梯 函数 , 共 定义 为 
-全 如 果 *<0 
1 如果 xz0) 
b， f(z)=[2J], 这 里 [go 者 示 二 x 的 最 大 整数 } 
6. f(s) =s— [2] 
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sing 如 果 0<z<cz 
4 fs) ! 0 如 果 Yz. 
3， 试 直接 说 明 L[e*'] 不 存在 提示 : 
本 pt 
一 pz 一 年 


4. 试 直接 说 明 L[s~ 不 存在 . 
5. 设 。 为 一 正 数 , 考察 函数 了 (z)》 共 定 义 如 下 : 
1 
2 如 时 0<z<e | 
D0 如 果 #>e- | 
这 个 函数 的 图 形 如 图 74 于 示 。 旺 然 ， | 
并 1 
| 
| 
! 
! 
| 
lH 


对 于 每 一 e>0 我 们 有 | f(z)dz=1, 试 证 We 


Llfe(zH = te 


pe 


及 | 1 
limZCfe(s 为 一 1 图 有 7 


严格 说 来 , limfe(z) 不 能 看 作 十 一 个 确实 存在 的 函数 , 效 L[limfe(x)] 是 没有 
定义 的 但 着 不 管 是 否 合法 , 则 
(2) =limfe(z) 
似乎 象 个 准 函 数 , 它 在 4 一 0 处 为 无 穷 大 ,而 在 >0 处 为 0 且 具 有 性 质 
fessyar=1 及 Z[8(z)]=1. 


52， 在 微分 方程 土 的 应 用 


设 我 们 要 求 微 分 方程 
gtaog toy=f(r) (1) 


中 炙 拉 克 (P，A，M，Dirac, 1902 一 ) 是 英国 理论 哆 理学 家 , :他 在 31 岁 时 因 量 于 至 
论 方面 的 工作 获 诺 贝尔 奖 . 要 使 他 的 5 函数 获得 可 车 的 数学 意义 , 有 好 凡 种 有 趣 的 方式 ， 读 
者 可 参看 如 I. Halperink 分 布 论 导 引 ?> 人 “Inttoduction to the Theory of Distributions”, 
3952); 识 A，Erde'1yi< 运 算 微 积 及 广义 国 数 ?人 OperatipDnal Caleulus and Generalized 
Functions”, 1962), 
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的 满足 初始 条 件 y(0) = 及 (0) 一 的 的 竺 解 ， 我 们 当然 可 以 试用 第 
三 章 的 方 革 求 出 通 解 ， 然 后 根据 初始 条 件 算出 任意 常数 ， 扯 用 拉 普 拉 
斯 变换 也 是 解决 这 问题 的 另 一 种 方法 , 并且 具 有 几 方面 的 优点 
为 说 明 怎 样 应 用 这 个 方法 , 可 对 (1) 的 两 边 作 拉 普 拉 斯 变换 : 
Ly" tay' tby1=LLf(z)]. 

根据 工 的 线性 性 质 , 上 式 可 写 为 

LLy"J+aLty -tbrnyj= LF). (2) 
第 二 步 是 用 开刀 来 表示 Liy'] 及 工 [g], 先 用 分 部 积分 法 得 出 


Ty]={ eye 


= ye + oeryde 


=—y(0) + PL[yY, 
故 
I[y'J=pL[y]—y(0). (3) 
其 次 有 ’ 
LILy"J=IL(y)'1=7L[y]—y (0), 
故 


LLy"]=p°LLy]—Ey(0) —y (0). (4) 
若 把 条 给 初始 条 件 代 人 (3) 及 (4), 然后 把 这 些 式 子 代 人 (2), 便 得 L[#] 
的 一 个 代数 方程 . 
PILLyI—py—y0 + opLy) ayot+ blLy1= ILf(7)]; 
解 出 丈 所, 得 到 


LLf(2)]+ +o)y + 
ZLy] pe. (5) 


欧 数 fz) 是 已 知 的 , 故 它 的 拉 氏 变换 式 是 了 的 一 个 特定 函数 ; 又 因 0 
3, 名 及 是 已 知 常数 ， 获 开 执 是 ?的 一 个 完全 确定 的 函数 ， 今 车 能 
找 出 什么 函数 gz) 以 (5) 的 布 边 为 其 拉 普 拉 斯 变换 式 ， 那 末 这 个 函数 
就 将 是 我 们 这 个 问题 (包括 初始 条 件 等 一 切 ) 的 解 ， 当 (1) 这 种 形式 方 


山 可 


52， 在 被 分 方程 上 的 应 用 401 


释 中 的 f(z ) 是 问 断 函数 时 ,用 这 套 方法 求解 尾 别 适 宜 ， 因 为 在 这 些 情 
形 下 , 第 三 章 中 的 方法 可 能 难于 应 用 ， 

上 面 的 讨论 中 有 一 个 明显 的 汤 洞 : 为 使 (2) 具 有 意义 ; 函数 九 z)， 
妨 扩 以 及 3 必须 有 拉 普 拉 斯 变换 式 ， 但 只 要 假定 (x) 为 逐 自 连 续 并 
有 有 指数 函数 的 数量 级 , 这 个 困难 就 可 消除 . 作 了 这 一 假定 之 后 ,就 可 
证 明 ( 这 虹 从 上 略 )y,y 以 及 久 也 都 具有 同样 的 性 质 , 因而 它们 都 有 拉 普 
拉 斯 变换 式 ， 另 一 个 漏洞 是 在 得 出 (3) 及 (4) 时 我 们 把 

limye ”=0 及 limge -=0 


Epes 了 


当 作 是 不 言 而 只 的 事 。 但 既然 在 所 假定 的 条 件 下 9 及 扩 自动 具有 指 
数 函数 的 数量 级 , 故 对 于 足够 大 的 了 值 这 两 式 确 是 成 立 的 ， 
例 1. 求 


y+ yr {6) 
的 满足 初始 条 件 8(0) =1 及 (0) =5 的 解 。 
把 工作 用 于 (6) 的 两 边 , 得 到 
ZLy"]+ ALy]=4L[z]. (7) 
利用 [gj] 二 1/Wr, 以 及 (4) 和 初始 条 件 , (7) 式 变 为 
PLL9]—p—5+4L[y]=4/p, 


即 
(p+ LI=p+5+ 
下 - 
Tp tt 
7 二 
了 + 让 . (8) 


参照 第 50 节 中 得 出 的 变换 式 , 我 们 看 则 (8) 可 写成 
LIy1=LLeos22]+ LL2sin2r]+ L(x] 
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一 工 [eos2x 十 2sin2x 十 2]， 


故 所 求 的 解 是 
V 一 cos 28 十 2sin2z tr. 
这 个 结果 容易 检验 , 因为 可 攒 观察 靶 看 出 (6) 的 通 解 是 
2 二 Cicos2% 十 casin28 十 了 
而 从 初始 条 件 立即 可 知 61 二 1 及 co 一 2. 
这 种 做 法 的 合法 性 显然 要 依靠 于 这 样 一 个 假定 ， 即 只 有 一 个 函数 
天 #3 以 (8) 的 右边 为 其 拉 普 拉 斯 变换 汇 ， 这 在 限定 y(*) 为 连续 函数 的 
情况 下 是 成 立 的 , 而 微分 方程 的 任何 解 必然 是 连续 的 . 当 有 (x) 为 连续 
时 , 方程 LLf(z)] =F(Pp) 常 写成 
TALF(p)]=f(2) 
的 形式 通常 我 们 把 ! 称 作 赣 拉 普 拉 斯 变换 ， 并 把 Kz) 称 作 天 (p》 
的 逆 拉 氏 变 换 式 、 由 于 工 趾 线性 的 ， 赦 5-! 显然 也 是 线性 的 ， 在 例 1 
中 我 们 应 用 了 以 下 的 地 变换 式 : 
ra |= 2, | in 村 |=* 
这 个 例子 又 说 明 分 解 成 部 分 分 式 的 方法 在 求 着 变换 式 时 的 价值 . 
为 恒 王 读者 使 用 , 现 把 几 对 有 用 的 变换 式 列 出 在 下 面 的 表 1 里 ,对 
于 那些 认为 在 他 的 工作 中 需要 常用 拉 普 拉 斯 变换 式 的 人 来 说 ， 还 可 以 


找到 内 容 比 这 多 得 多 的 变换 式 表 . 
这 1 几 对 简单 的 变换 式 
f(z) Flp)=LLf(z)] f(r) Flp)= LLF(z)] 
1 Up Sinar Fr 
Ea Up coaar Fr 
wr Rt pst sinhax 0 


er (po) coshas 


-一 一 一 一 -一 一 
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我 们 还 此 讲 拉 普 拉 斯 变换 式 的 一 些 一 般 性 质 ， 它 们 能 使 我 们 运用 
表 1 时 大 大 增加 训 活 性 ， 第 一 个 性 质 是 平移 公式 ; 
LLef(2)]=F(p—0). (9) 
为 证 此 式 , 只 要 注意 下 面 的 关系 即 可 : 


Toss)] = Je ref de 


Oe 
=F(p—a). 
当 也 (7) 为 已 知 时 ， 公 式 (9) 可 用 来 求 。"f(z) 这 种 形式 乘积 的 变换 式 ， 
而 当 天 2) 为 已 知 , 则 可 求 形 如 也 (p 一 0) 这 种 形式 函数 的 逆 灾 换 式 . 
例 2. 


; [a 
LLsinbe] = rr 
故 
Lle"”sinbw] = 
(p—o):+o 
例 3. 
-i 1 
| | 


ry | =e%. 
本 节 所 讲 方法 可 用 于 解 常 系数 线性 微分 方程 组 以 及 某 些 类 型 的 偏 
微分 方程 ， 关 于 这 方面 的 其 他 应 用 的 讨论 ， 可 参看 篇 幅 较 多 的 关于 拉 
普 拉 斯 变换 式 的 著作 中 。 


习 是 
1， 求 下 列 的 数 的 拉 氏 变换 式 : 


了 妇 &、Y，Churchillk 算 子 数学 ?(*"Operationat Mathematics",1959 筑 二 版 )， 
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az5e-2 bb、(1 一 2)8- 三 
C，e35 008 38 


2， 求 下 列 函 数 的 逆 拉 氏 变 换 式 : 


6 12 
"tp Tr "TT 
-2+3 
BE 十 23 十 5 


3， 用 拉 氏 变换 法 解 下 列 微 分 方程 : 
a. Y'+y=3e, y(0) 一 0 
b. 9 —dy' + dy=0, (0) =0 及 # (0) =3 
C. #2 +2y=2,Y(0) = 0 及 y' (0)=1; 
dF ty Bg00) =0 及 (0) =l; 
C. #2 二 5y=3e-"sing, y(0) =0 及 g'(0) =3, 


4. 求 微分 方程 ?一 2ay' 十 a 六 一 0 在 初始 条 件 (0) = 名 及 站 (0) 一 六 末 明确 规 
定 下 的 解 ，( 这 可 对 第 17 节 里 输 助 方程 有 一 重 根 时 的 解法 提供 另 一 种 推导 


法 .) 
5- 试用 (3) 建 立 求 一 个 积分 的 拉 氏 变换 式 公式 : 


| Te 2 


并 通过 以 两 种 方法 求 
Pe 
PlptD) 
来 验证 这 个 公式 . 
53， 拉 普 拉 斯 变换 式 的 导数 和 积分 
考察 一 般 的 拉 氏 变换 公式 
lp) = 人 ef(z)ar。 
这 里 可 以 在 积分 号 下 对 2 微分 ,得 出 
rp = (oz)dz 


即 
LL-xf(z)1 -=F (9) 


的 


(1) 


《2) 


一 


Le 
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再 对 (1) 微 分 , 得 到 


LI[xf(2)]=F"(), (3) 
而 , 在 更 一 般 情况 下 , 对 于 任 一 正 整数 4, 有 
TIL Dr f(t) =F"(p) (4) 


在 了 (FP) 为 已 知 时 ， 可 用 这 些 公式 来 求 形 如 xw"f(7) 的 函数 的 变换 式 . 
例 1， 由 于 ZLsinaz]j=a/ (2 十 @*), 我 们 有 


. a a 2ap 
LLzsinow]= (Fr) yr 
例 2， 从 第 61 节 物 们 知道 FLz =V27B, 故 
Ex 扫 = [ece 4)]= -VD)- 直 VE 


车 把 (2) 用 于 函数 gz) 及 其 导数 ,同时 利用 公式 52-(3) 及 52-(4)， 
则 得 


Zwg1= 一 基 Ly]= 一 襄 ， (5) 
Ley je drry a __a 
[xy]j= -ty ]= 一 画 C9Z 0)] 一 一 荐 [好 ] (6) 


Hey"]= £5 =— [WY py(0) —y(0)1 
= 元 [f 了-2y 0) (7) 
这 些 公式 有 时 可 用 来 解 系数 为 自 变量 的 一 次 式 的 线性 微分 方程 
例 3， 零 阶 贝 塞 耳 方 程 是 
2" 十 扩 十 29 二 0. (8) 


已 知 它 有 一 个 适合 y(0) =1 的 解 8(z). 为 求 此 解 ， 可 将 工作 用 于 (8) 并 
应 用 (5) 及 (7), 得 到 


py 1 一 虹 - 
YY p+PF—1 而 0 
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或 
(pt DY C9) 
把 (9) 分 离 变量 并 积分 ,得 到 
Yt 
= 人 (+ 二 (10) 
用 二 项 级 数 


G+a" I++ 二 (一 24。 


上 Sa 一 1) {0— 到 十 二 

La 

来 展开 (名 十 1) 二 (10) 就 成 为 
Taste 了 与 六 -| 


3.5.1 
可 . 豆 * 商 十 必 


FP 


(20)1 《一 1)7 
> (nl) pr 


现 车 按 形式 手续 逐 项 计算 这 一 级 数 的 逆 变 换 式 , 则 得 


=o(- 曙 + 臣 - 王 和 
由 于 y(0) =1 故 =1， 得 所 求解 为 


Wo 一 1 一 条 + 这 和 -二 


芝 让 一 于 和 
这 个 级 数 定义 了 重要 的 贝 塞 耳 冰 数 yo(z)， 而 我 们 这 里 求 得 了 它 的 拉 
氏 变 换 式 是 1/MP? 下 1， 在 第 六 章 里 我 们 用 完全 不 同 的 观点 对 yo(z) 
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进行 了 详细 讨论 , 现在 可 以 看 到 用 拉 氏 变换 法 来 得 出 它 是 多 么 容易 , 
现在 来 讨论 对 变换 武进 行 积分 的 问题 ， 这 里 主要 的 结果 是 
zt]- J rear. GD 
为 证 此 式 , 令 Ze)/a] =G(a)， 对 它 用 一 次 (2)， 得 到 


dG f(2)1 = 
=| = -rm, 


故 
GO= 一 Pap， 
共 中 为 某 一 数 ， 由 于 我 们 要 使 ->co 时 Gp)->0, 故 取 aco 而 得 
ew =f rip, 


这 就 是 (11). 当 2Kp) 已 知 , 对 于 形式 为 2)1% 的 函数 , 可 用 这 个 公式 
来 求 它们 的 变换 式 ， 又 , 车 把 (11) 写 成 


fe = fr ta 
。 
并 令 8->0, 则 得 
az 人 
[= fr dy, 。 (1 


只 要 左边 的 积分 存在 ， 这 个 式 子 总 成 立 . 有 时 也 可 用 它 来 计算 一 些 难 

于 用 共 他 方法 处 理 的 积分 . 

例 和 4 由 于 二 [ainz]=17( 寡 十 1 用 (12) 可 得 
”asipgy _(” dp -in | x 
| da= | ton 直到 


ow 


为 便于 查阅 , 我 们 把 拉 普 拉 斯 变换 式 的 一 些 主要 通用 性 质 列 表 于 下 . 注 
总 表 中 最 后 一 项 性 质 是 新 的 ， 这 一 公式 及 共 应 用 我 们 将 在 下 一 节 中 
讨论 ， 
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囊 2 LLF(x)]==F(p) 的 一 些 通 用 性 质 


Llaf Cr) + pg) I—aF pro) 
Llewf(s)]= Pp-0) 
Lf aI=pF (DD) -feo 
LFADI = p) ~ pf 00) ~ FO0) 
” Fp) 
z[ {fr] -2 


TL~zf (r=F'(p)s 
LE)"znf (xt)]= FCp) 


za]- 1 “Flpap 


zf fngcas] repay) 


习 
po 
工 [zeosaz] Ty 
并 利用 这 个 结果 求 
- 并 
[tr 
， 求 下 列 各 变换 式 


a， 工 [zz sinaz] 


b. ZL 1 
， 解 下 列 微分 方程 : 
a. zy’+ (32— I — (4r+99=0, y{0) =0; 
b. zy*+ 22+3) 9H (+3) y=3e-+, #(0) 一 0 
.车 A(z) 满足 微分 方程 
+ 一 0 
其 中 (0) = 委 及 六 (0) 二 试 证 它 的 变 搜 小 了 (9) 满足 方程 
了 ?十 多 了 一 290 十 加 
注意 第 二 个 微分 方程 同 第 一 个 属于 同一 类 型 ， 因 此 诸 无 进展 可 言 ， 例 3 所 讲 
的 方法 只 有 对 系数 为 一 次 式 的 微分 方程 才能 用 之 有 效 . 
， 若 及) 为 正 的 常数 , 计算 下 列 积分 : 
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-are-bz 
a. | - 2 
日 


四 
b. sm 到 
do 加 


6， 用 形式 步 又 证 明 
a. [Taz=D 
小 


b. Ts) 和 eos (xeosi)dt, 


7， 车 2>0, 试用 形式 步 野 证 印 


a f(z)= 站 me -到 


os -5 
b. TCD 人生 和 一 号 。 ， 
8,a， 车 及 x) 是 周期 a 的 间 期 函数 :ftz 十 四 一 1+), 试 证 


Fp) = ta eee 


b- 若 护 z) 一 1( 当 0<z<1，2<z< 和 3，4<7<5， 等 等 )， 在 其 余 区 间 上 f(z》 
二 0, 试 求 五 (p)、 
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若 FLCz)]= 了 (从 及 下 go] 一 GD)， 则 2) Ga) 的 赣 变 换 式 
是 什么 ? 
为 通过 形式 运算 来 回答 这 一 问题 ， 可 在 定义 变换 式 的 积分 里 把 用 
时 变量 记 为 8 及 奴 写 出 
rwew= [feas [erg at] 
= eres) asds 


=[ [feeserof cs)as jocas, 
这 里 的 积分 域 是 sE 平面 的 第 一 象限 (s>0，#>0). 现在 在 最 后 -起 的 
内 积分 里 令 一- t 引入 新 变量 < 二 s 十 4， 于 是 (由 于 在 这 -一 次 积分 时 
t 是 固定 的 )4s 一 dz， 这 样 我 们 可 以 写 出 
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FP(p)G(P) =[ fei aslecat 
= ye- i) g(t) drat. 


这 里 的 积分 域 是 xt 平面 第 一 象限 的 头 半 部 (s 一 1 之 0). 车 如 图 75 所 示 
那样 改变 积分 次 序 , 则 得 


图 75 


poo =[ eft lar 


o 
= [free as has 


= [ffg0at]. 


最 后 这 个 式 子 里 的 积分 是 积分 上 限 x 的 函数 ， 它 提供 我 们 这 个 问题 的 
解答 .这 个 积分 则 函数 2z) 与 42) 的 卷 积 ， 它 可 以 看 作 是 这 两 个 图 
数 的 “广义 乘积 "”， 

卷 积 可 用 来 求 道 变换 式 . 例如 ， 由 于 工 [z]=1/ 人 及 工 sinz] 
一 1/ (Pr 十 ,我 们 有 


rr |- (dt) 


= (ot)sintdt 
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一 2 一 sinzy 
这 容易 用 部 分 分 式 加 以 验证 还 有 一 类 香 有 意义 的 应 用 如 下 . 着 忒 z) 
及 kz) 是 给 定 的 函数 , 则 未 知 通 数 Xz) 出 现在 积分 号 下 的 一 个 方程 


FoD=8z) 二 | EC 一 D7(0Dd (1) 


叫 积分 方程 ， 这 里 的 积分 是 函数 hz) 及 yz) 的 若 积 , 由 于 这 一 特殊 形 
_ 式 ,这 个 方程 可 用 拉 氏 变换 来 求解 ， 事 实 上 ， 若 将 二 作用 子 方程 (1) 的 
两 边 , 则 得 

LLfG2)]= Lry(7)]+ LERC)I LI) 
故 


ZLFCz) 
I -7 (2) 


《2) 的 右边 该 是 了 的 一 个 已 知 函 数 ; 各 能 认 出 它 是 什么 样 单数 的 变换 
式 , 那 就 得 出 了 解 y(z), 
例 1 积分 方程 


2) = + | sin 一 全 (全 时 (9) 


就 是 这 一 类 型 的 方程 ,把 工作 用 于 它 , 得 到 
LL#(7)]= Le"]+ LL sinz] 元 [97 
解 出 [yz)], 得 到 


Ze] .3p 
Liy(2)1— Zin 1 (pT 
A/ + 3! 

于 -部 


赦 (3)? 的 解 是 . 
y(T)= 十 六 
作为 说 明 这 种 解 小 的 另 一 个 例子 ， 我 们 米 考 察 力学 中 引出 上 述 那 


类 积分 方 种 的 一 个 十 典 问题 ， 设 有 一 根 铁丝 弯 成 一 个 光滑 曲线 (图 
76), 并 设 有 质量 为 和 的 一 个 串珠 在 它 自身 重量 的 作用 下 ， 从 静 下 状态 
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国 76 


沿 铁丝 无 阻力 地 下 滑 到 原点 处 ， 假 设 (w, 幻 是 起 点 ，(%,， 纪 是 中 途 任何 
一 点 车 铁丝 的 形状 由 函数 yy(z) 给 出 ， 则 下 蓝 所 通 的 总 时 间 将 是 
中 珠 原 有 高 庆 的 函数 T(9). 阿 售 耳 力学 问题 是 它 的 逆 命 题 ， 预 先 规 
定 了 了 尔 数 了 (9), 然后 求 铁丝 的 形状 , 使 下 降 的 总 时 间 等 于 这 个 T(9)、 
为 把 这个 问题 写成 数学 形式 , 我 们 从 能 量 守恒 原 时 出 发 ; 
时) =mgGy-0) 或 一 各 -V5- 历 


这 可 以 写成 


ds 
VB 
把 上 式 从 oy 积分 到 0= 0, 得 到 
1 + s'(wdv 
T= fa ri 2 = Vy 《人 


但 车 曲线 =z) 已 知 ， 则 


3 二 8{y) = 『 (全 ) oy 


总 能 知道 , 故 它 的 导数 . 
1 = it EE) (5) 


` 也 是 知道 的 ， 车 把 (5) 代 入 (4), 则 可 得 


54， 洛 积 及 阿 倍 也 力学 问题 413 

1 rf ivdv 
?0 ‘© 
因此 只 要 油 续 给 出 就 总 能 算出 了 (9), 在 阿 倍 耳 问 题 里 ， 我 们 是 要 在 
于 (y) 给 定时 求 曲 线 ; 从 这 个 观点 来 说 ， 方 程 (6) 中 的 函数 了 (9) 是 未 知 
的 ， 而 (6) 本 身 就 叫 阿 倍 耳 积分 方程 . 注意 (6) 中 的 积分 就 是 函数 六 


与 9) 的 卷 积 , 故 车 将 拉 氏 变换 作用 于 (6), 便 得 ， 
ly 
TW I JZ[f (1 


如 果 我 们 还 记得 Lty 1] 二 Mz7P, 则 从 上 式 可 得 
/sotLT 9) 
LILf(9) = 29 py 


NE (7) 


当 TC9) 给 定 , 方程 (7) 的 右边 便 成 为 2 的 一 个 已 知 画 数 , 因此 就 有 希望 
通过 取 它 的 拥 变 换 式 而 求 得 fj)， 知 道 了 六 ( 拉 便 可 解 出 微分 方程 
《5) 而 求 得 由 线 . 

作为 一 个 具体 的 例子 ， 我 们 专门 米 讨 论 守 ( 引 ) 为 一 常数 ,时 的 情 
形 ; 这 一 假定 的 意思 是 说 下 降 时 间 不 依赖 于 出 发 点 ， 由 这 一 性 质 所 确 
定 的 曲线 叫 等 时 线 (tauto-chrone), 因此 我 们 的 问题 是 求 出 这 等 时 线 。 
在 这 情形 下 《7? 变 成 


FL- VE- Va Db 


其 中 5 二 29T3/z*，M#7F 的 逆 变 换 式 是 纪 “, 故 有 
f(y) =V By. (8) 
把 这 个 了 (y) 代 入 后 , 从 (5) 得 出 由 线 的 微分 方程 为 


改 得 ， 
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={. /ey 
=|, /Yay. 
他 | 了 Y 
以 y=5sin’4 代入 后 , 上 式 变 为 
z=2b| cos*g$ag =6| (Fo0s2g)ag 


(28 sin2g) te 

获得 

z= 志 (2 二 sin2g) 十 0 及 3 一 吕 (1 一 coa24)， (9) 
这 一 曲线 必须 过 原点 (0, 0)， 故 6 二 0; 车 令 a=58/2, 9 二 2$, 则 (9) 可 和 写 
成 较 简 形式 

T=a(0 二 sin0) 及 y=a(l—cos). 

上 式 是 图 ?7 所 示 摆 线 的 参量 方程 这 一 曲线 是 由 半径 为 的 圆 上 一 
定点 当 匮 在 图 中 水 平 虚 线 9 一 2 之 王 沿 虚线 流动 时 生成 的 . 由 于 2 
一 =2923/z2, 故 生 成 图 的 直径 由 那个 等 于 常数 的 下 降 时 间 所 确定 ， 


图 77 


所 以 等 时 曲线 是 个 摆 线 ， 我 们 在 习题 6-2 及 11-4 中 曾 用 其 他 方 
法 验证 了 摆 线 的 这 个 性 质 ， 现 在 这 个 讨论 的 优点 是 可 以 求 出 等 时 线 而 
无 需 事先 知道 答案 是 什么 ， 


习 
工 用 着 积 求 二 :[1/(22? 十 的 习 - (参看 题 33 一直) 
2， 解 下 列 积分 方程 : 


附录 A， 拉 状 拉 斯 ls 


a #5)=1—| (ey ta 
1 
加 一 oj 1+T ed 
一 oa 
Ce-3(2) 二 2 ros(z 一 89090899 
1。 
a 3sin2z 一 区 2) 十 | (wD)dt. 


3 从 方程 (7) 推 出 
~ dra 
Ute A 
并 在 外 ( 扩 为 一 常数 T 了 的 情形 下 利用 上 式 来 验证 (8). 
4… 若 了 (的 一 py 3 (为 某 一 常数 ), 求 下 降 曲 线 的 方程 , 
5. 试 证 微分 方程 
y+ay=f(7), (0) =y (0) =0, 
的 解 是 


32 一 二 | sinae td, 


附录 4， 拉 普 拉 斯 


拉 普 拉 斯 (Pierre Simon de Laplace, 1749 一 1827) 是 法 国 数学 家 
兼 理论 天 文学 家 , 他 在 当时 负 盛 名 , 被 称 为 法 国 的 牛顿 . 他 一 生 的 主要 
兴趣 在 天 体力 学 , 概率 论 , 以 及 个 人 的 升官 发 财 . 

”他 在 24 岁 时 就 已 经 详细 应 用 牛顿 引力 定律 深入 研究 整个 太阳 系 ， 
其 中 各 行星 及 其 卫星 的 运动 不 仅 受 太阳 制约 ， 而 且 以 难以 捉摸 的 多 种 
方式 彼此 互相 影响 。 甚 于 牛顿 也 曾经 认为 ， 要 使 这 一 复杂 的 机 构 免 于 
陷入 混乱 ， 需 要 有 上 帝 不 时 加 以 于 予 ， 拉 普 拉 斯 决心 要 从 别 的 方面 导 
求 这 一 保证 , 并 终于 能 够 证 明 , 从 数学 上 所 理解 的 这 个 理想 的 太阳 系 是 
个 稳 恒 的 动力 系统 , 它 能 永世 保持 不 变 。 这 不 过 是 他 在 其 不 朽 著作 4 天 
体力 学 ?中 所 记录 下 来 的 一 长 串 胜利 成 果 之 一 , 这 书 总 结 了 几 代 著名 数 
学 家 在 引力 理论 方面 的 研究 工作 (从 1799 到 1825 年 分 五 卷 出 版 ). 不 
素 有 损 于 他 后 日 声誉 的 是 ,他 完全 不 提前 人 和 同时 代 人 的 发 现 , 给 人 以 
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书 中 思想 完全 出 自 他 一 人 的 印象 ， 关 于 这 本 书 有 许多 传说 ， 其 中 最 熟 
知 的 是 有 一 次 拿破仑 想 给 拉 普 拉 斯 提 级 ， 说 他 写 了 一 部 关于 世界 体系 
的 巨著 , 但 未 提 到 上 帝 是 宇宙 的 创造 者 ， 捐 传 拉 普 拉 斯 向 答 说 , “陛下 ， 
我 不 党 要 作 那 个 假设 . "< 天 体力 学 > 传 给 后 代 的 主要 财富 是 他 对 势 论 作 
出 了 大 量 的 论述 ， 对 物理 科学 的 十 儿 门 不 同 的 分 支 一 从 引力 论 到 流 
体力 学 、 电 磁 学 以 及 原子 物理 学 ， 产 生 了 深远 的 影响 ， 尽 管 他 不 声 不 
响 地 从 拉 格 朗 日 那里 取 用 了 位 势 概 念 ， 他 把 这 一 概念 用 得 如 此 广泛 深 
人 ， 以 致 于 从 他 那 时 起 ， 势 论 中 的 基本 微分 方程 被 人 称 作 控 普 拉 斯 
方程 . 

他 的 另 一 巨著 是 < 关于 概率 的 解析 理论 >》(1812), 其 中 他 把 自己 在 
氢 率 论 上 的 发 现 同 以 前 40 年间 的 发 现 结合 起 来 。 这 里 他 又 没有 提 及 
许多 思想 是 别人 的 发 现 而 把 它们 同 自 己 的 思想 混在 一 起 ; 然而 即使 有 
这 些 不 足 之 处 ， 一 般 公认 这 书 是 任何 单独 一 个 人 所 能 做 出 的 对 这 门 数 
学 的 最 大 贡献 ， 他 在 该 书 的 引言 中 说 道 : “归根 到 底 ， 概 率 论 只 不 过 是 
把 常识 化 成 计算 而 已 ,这 话 可 能 不 假 , 但 在 其 后 700 页 繁复 的 分 析 中 ， 
他 信 手 运用 拉 普 拉 斯 变换 、 生 成 函数 以 及 其 他 许多 远 非 等 闲 的 数学 工 
具 , 曾 被 一 些 人 说 其 内 容 的 复杂 程度 甚至 超过 《天 体力 学 >. 
此 国 大 革命 兴起 后 ， 拉 普 拉 斯 的 政治 才能 和 权势 贫 欲 开始 大 显 身 - 
手 . 法 国人 读 请 地 说 起 他 作为 一 名 政客 的 “ 随 忱 而 安 ” 和 “左右逢源 ". 这 
些 话 的 实际 意义 是 指 每 逢 政权 易手 〈 当 时 次 数 很 多 )， 拉 营 拉 斯 总 能 改 
变 他 的 宗旨 一 一 反复 不 断 地 扮演 激情 的 共和 派 与 摇 尾 询 媚 的 保皇 派 角 
色 一 一 安然 顺应 , 每 次 改 宗 后 总 能 使 他 获得 更 好 的 差 使 和 更 大 的 头衔 . 
有 人 人 恰 如 其 份 地 把 他 比 做 英国 文学 作品 中 的 假 圣 人 布雷 收 师 ， 此 人 当 
过 两 次 天 主教 徒 和 两 次 基督 教徒 。 当 有 人 责问 这 位 牧师 为 什么 改 宗 ， 
据说 他 是 这 样 回答 的 ; “不 , 我 并 没有 改 信 哪 个 教 , 因为 如 果 说 我 改变 宗 
教 , 那 是 因为 我 能 保证 患 于 我 的 原则 , 这 就 是 从 生 到 死 一 裴 子 当 布雷 这 
个 地 方 的 牧师 . ” 

拉 普 拉 斯 最 有 这 些 缺 点 但 也 有 优点 ， 他 总 是 乐于 慷慨 划 助 和 就 励 
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年 肖 科 学 家 的 他 时 时 帮助 提拔 象 化 学 家 盖 吕 萨 克 ， 旅 行家 和 自然 研 
究 者 洪 堡 尔 晓 , 物理 学 家 布 瓦 桑 这 样 的 人 , 并 且 适 时 地 帮助 了 年 青 的 柯 
西 ,而 这 人 广 定 要 成 为 十 九 世 纪 数 学 的 主要 建筑 师 之 一 。 


附录 B. 阿 以 卫 


阿 倍 耳 (Niels Henrik Abel, 1802 一 1829) 是 十 九 世 纪 最 先进 的 数 
学 家 之 一 , 而 且 也 许 是 斯 堪 的 纳 维 亚 地 区 国家 所 曾 出 现 过 的 最 大 天 才 . 
他 和 他 的 同时 代 人 高 斯 和 柯 西 一 起 , 是 发 展 近 世 数 学 (其 特征 为 坚持 要 
有 严格 证 明 ) 的 一 位 先锋 战士 ， 他 一 生 在 贫穷 与 受 冷 过 前 茹 下 乐天 知 
命 , 对 其 短促 成 熟 期 间 的 许多 杰出 成 就 怀 着 谦逊 的 自得 其 乐 的 心情 , 以 
及 面临 着 早 天 命运 期 间 恬 然 置 生死 于 度 外 的 胸怀 .他 的 一 生 就 是 这 种 
命运 的 广 羔 混合物. 

阿 伴 卫 是 挪威 乡村 穷 教士 家 的 六 个 孩子 之 一 ， 他 的 巨大 的 才能 是 
在 他 只 有 十 六 岁 时 被 一 位 教师 所 发 更 与 激发 起 来 的 ， 不 久 他 就 阅读 和 
深 钻 生 顿 , 欧 境 及 拉 格 朗 日 的 著作 . 他 在 其 后 的 数学 笔记 本 空白 处 记 下 
的 这 么 一 句 话 可 作为 他 对 这 种 经 验 的 感想 和 体会 :我 觉得 如 果 要 想 在 
数学 上 取得 进展 ， 就 应 该 阅读 大 师 而 不 是 门徒 的 著作 . ” 阿 信 十 刚 十 八 
岁 , 他 父亲 就 去 世 , 留 下 贫 昔 无 依 的 一 家 ， 他 们 靠 着 朋友 和 邻居 的 资助 
车 度 日 子 , 而 阿 借 耳 在 九 位 教授 的 出 资 捐助 下 ， 锡 为 其 难 地 于 1821 年 
进 奥斯陆 大 学 ， 他 最 早 的 研究 论文 发 表 于 1823 年 , 其 中 包括 用 积分 方 
程 解 告 典 的 等 时 线 问 题 , 即 我 们 在 第 54 节 中 所 讨论 的 内 容 ， 这 是 对 这 
类 方程 的 第 一 个 解法 ， 为 积分 方程 在 十 九 世纪 末 二 十 世纪 初 的 广泛 发 
展开 词 先河 . 他 又 证 明 一 般 的 五 次 方程 sz5 十 5z4 十 czs 十 bz2 十 ex 十 玫 
=0 不 能 像 较 低 次 的 方程 那样 用 根 号 求解 , 从 而 解 脐 了 困 恶 数学 家 300 
年 之 久 的 一 个 难题 ， 他 自己 出 资 以 小 册子 印发 了 他 的 证 明 ， 

阿 倍 耳 在 科学 思想 上 的 发 展 很 快 超过 了 挪威 当地 所 能 理解 前 水 
FE, 因此 他 渴望 出 访 法 、 德 .在 他 的 朋友 和 教授 的 支持 下 ， 他 向 政府 电 
请 出 国 , 经 过 例 行 的 官僚 主 义 繁 文 弓 节 和 拖延 之 后 , 他 终于 获得 周游 大 


Le 
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陆 的 数学 公费 、 他 把 第 一 年 的 大 部 分 时 间 花 在 柏林 那里 他 很 有 幸 地 
结识 了 克 填 勒 (Angust Leopold Crelle), 这 是 一 位 热情 的 业余 数学 爱 
好 者 ， 成 为 他 的 知 友 顾问 和 保护 者 ， 阿 倍 耳 则 局 导 克 雷 勒 开始 创办 他 
那 举 世 闻 名 的 《纯粹 与 应 用 数学 学 报 >(Journal fiir die Reine und 
Angewandte Mathematk), 这 是 世界 上 专 载 数学 研究 的 第 一 个 期 刊 . 
读 刊 头 三 期 里 登载 站 阿 贝 耳 的 22 篇 文章 

阿 倍 年 的 早期 数学 训练 完全 属于 以 欧 拉 为 典型 的 十 八 世 纪 老 式 形 
式 主义 传统 ， 在 柏林 他 受到 以 高 斯 和 柯 西 为 首 的 新 学 派 因 想 的 影响 ， 
它 所 注重 的 是 严格 推导 而 不 是 形式 运算 ， 除 了 高 斯 关于 超 几 何 级 数 的 
伟大 工作 之 外 ， 当 时 分 析 上 几乎 没有 什么 证 明 在 今日 被 人 认为 是 能 甬 
站 得 住 脚 的 ， 如 阿 倍 耳 在 给 朋友 的 一 封 信 中 所 说 的 : “如 果 不 计 那 些 很 
简单 的 鲁 形 , 整个 数学 里 没有 一 个 无 穷 级 数 的 和 是 严格 确定 了 的 . 换 言 
之 ， 数 学 里 最 重要 的 部 门 设 有 坚实 基础 ,在 这 时 期 他 写 出 了 关于 二 项 
级 数 的 古典 研究 论文 , 那里 他 商定 了 收 敏 的 一 般 理论 , 第 一 次 给 出 了 这 
种 级 数 展开 式 成 立 的 可 靠 证 明 . 

何 倍 耳 把 他 关于 五 次 方程 的 小 册子 寄 给 格 廷 根 的 高 斯 ， 想 借 此 作 
为 晋 齐 高 斯 的 通行 证 ， 但 由 于 某 种 原因 高 斯 却 放 下 根本 没有 堵 ， 因 在 
他 死 后 30 年 人 们 发 现 遗 稿 中 有 这 本 小 册子 还 没有 裁 开 . 这 对 两 人 都 
是 不 幸 的 事 , 阿 倍 耳 觉得 他 受 人 冷遇 , 决心 不 青 息 见 高 斯 而 径 去 巴黎 . 

在 巴黎 他 会 见 了 柯 西 , 勒 让 特 、 儿 利克 雷 和 其 他 的 人 , 但 这 些 会 面 
也 是 虚 应 故事 , 人 们 并 没有 真正 认识 他 的 天 才 ， 他 已 经 在 克 雷 勒 的 < 学 
报 ?里 发 表 了 一 些 重要 的 论文 ， 但 痊 国 人 几乎 完全 不 知道 有 这 个 新 刊 
物 , 而 阿 人 悦耳 又 太一 岗 , 不 好 意思 在 陌生 人 面前 谈 他 自己 的 著作 ， 在 到 
达 巴 黎 后 不 久 他 完成 了 他 的 巨著 4 论 一 类 极 广泛 的 超越 落 数 的 一 般 性 
质 ?(M&moire sur une Propriétié Générale dune Classe Treo - 
tendue des Fonctions Transeendantes), 他 自己 也 认为 这 是 他 的 杰 
作 . 这 著作 里 含有 他 所 发 现 的 关于 代数 函数 的 积分 ， 如 今 称 为 阿 倍 耳 
定理 ,并 其 后 成 为 阿 倍 耳 积分 理论 , 阿 倍 耳 函 数 以 及 代数 几何 里 许多 内 
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容 的 基础 ， 据 传 厄 尔 米 特 在 几 十 年 之 后 提 到 这 部 著作 时 曾 说 :“ 阿 倍 耳 
留 下 来 的 问题 ， 足 够 数学 家 忙 500 年 的 " 雅 可 比 把 阿 倍 耳 定理 摘 述 为 
士 刀 世纪 积分 学 中 的 最 大 发 现 . 阿 倍 耳 把 稿件 送 交 污 国 科学 院 . 他 希望 
这 能 引起 法 国 数学 家 对 他 的 注意 , 但 他 空 等 了 一 些 时 候 , 终于 因 阮 赢 盖 
庚 而 不 得 不 返回 柏林 ., 事情 的 经 过 是 这 样 的 : 稿件 被 人 交 给 柯 西 和 吉 让 
特 审阅 ; 柯 西 大 了 回 家 错 放 在 什么 地 方 一 点 也 记 不 起 了 ; 后 来 直到 
1841 年 才 付 印 ， 但 在 清 冬 未 打出 以 前 原稿 又 丢失 了 .这 原稿 终于 在 
1952 年 在 佛罗伦萨 发 现 D， 在 柏林 ， 阿 悦耳 完成 了 关于 炳 圆 函数 的 第 
一 篇 革命 性 论文 (这 是 他 搞 了 多 年 的 一 项 研究 ), 然后 回 到 亏 威 , 背 了 一 
身 债 . ， 
他 原 希 望 回国 后 能 被 聘 为 火 学 教授 ， 但 他 的 希望 又 一 次 落空 ， 他 
靠 给 私人 补课 谋生 , 一 度 当 代课 教师 。 这 段 时 期 里 他 不 断 搞 研 究 工作 ， 
主要 搞 李 如 函数 论 ， 这 是 作为 椭圆 积分 的 反 函 数 而 为 他 所 发 现 的 ， 这 
一 理论 很 快 就 成 为 十 九 好 纪 分 析 中 的 重要 领域 之 一 , 它 对 于 数论 ,数学 
物理 以 及 代数 几何 有 许多 应 用 . 同时 , 阿 们 耳 的 名 声 传 遍 到 欧洲 的 所 有 
数学 中 心 , 成 为 世界 优秀 的 数学 家 之 一 , 但 他 身 处 孤 陋 塞 闻 之 地 ， 自己 
并 不 知道 ， 到 1829 年 初 , 他 在 旅途 中 所 染 的 肺病 已 经 发 展 到 使 他 不 能 
工作 的 地 步 , 并且 就 在 是 年 春 他 26 岁 揭 时 候 去 这， 作为 命运 捉 弄 人 的 
一 件 后 文 是 , 在 他 死 后 不 久 , 克 备 勒 写 信 告诉 他 所 谋 之 事 荡 得 成 功 , 阿 
倍 耳 将 被 匠 为 柏林 大 学 的 数学 教授 ， 

克 雷 勒 在 他 的 < 学 报 > 里 用 以 下 的 话 赞扬 阿 悦耳 :“ 阿 悦耳 在 他 的 所 
有 著作 里 都 打下 了 天才 的 烙印 和 表现 出 了 不 起 的 思维 能 力 ， 我 们 可 以 
说 他 能 够 穿 透 一 切 障碍 深入 问题 的 根 研 ， 具 有 似乎 是 无 坚 不 扒 的 气势 
…， 他 又 以 品格 纯 梓 高 尚 以 及 罕见 的 谦逊 精神 出 众 ， 使 他 人 品 也 像 他 
的 天 才 那 样 受 人 不 同 寻常 的 爱戴 , "但 数学 家 另 有 他 法 来 纪念 他 们 之 中 
药 伟 人 , 因而 我 们 常 说 阿 倍 耳 积分 方程 , 阿 倍 耳 积分 与 阿 信 耳 函数 , 阿 


@ 关于 这 一 惊人 故事 的 详情 可 和 参看 OQ。 Ore 写 的 一 本 好 书 * 阿 借 耳 。 非 凡 的 数学 家 > 
(Niels Henrik Abel: Mathematician Extraordinary”, 1957), 
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倍 耳 群 , 阿 倍 耳 级 数 , 阿 倍 耳 部 分 和 公式 , 震级 数 里 的 阿 倍 耳 极限 定理 ， 
以 及 阿 倍 耳 可 和 性 . 很 少 几 个 数学 家 能 使 他 的 名 字 同 近世 数学 中 的 这 
么 多 概念 和 定理 联 在 一 起 的 , 谁 也 不 能 想象 , 如 果 他 活 到 正常 寿命 的 话 
该 能 作出 多 少 贡 献 来 。 
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55， 逐 次 通 近 法 

本 书 里 不 断 提 到 的 一 个 已 想 是 ， 只 有 少数 几 类 简单 的 微分 方程 可 
用 已 知 初等 函数 的 显 式 解 出 ， 我 们 在 头 三 章 里 讲 了 些 这 种 类 型 的 微分 
方程 ， 在 第 五 章 里 详细 论述 了 能 用 每 级 数 表达 其 解 的 那些 二 阶 线 性 方 
程 . 然而 许多 绩 分 方程 都 在 那些 类 型 方程 的 范围 之 外 , 而 我 们 所 讲 过 的 
一 切 方法 都 看 不 出 有 处 理 这 种 情况 的 可 能 . 

首先 我 们 来 观察 第 2 节 中 所 述 的 韦 信 问题 : 

I(T)=f x, yr0) = Yo, {1) 

这 里 了 (x, 9) 是 定义 于 虑 (za go) 的 某 个 邻 域 上 的 任 傅 过 续 函 数 . 用 几何 
诺言 来 说 , 我 们 的 目的 是 要 想 出 构造 一 个 函数 %(z) 的 方法 ， 使 用 数 的 
图 形 通 过 点 (xo, yo)， 并 在 w 的 某 一 邻 域 上 满足 微分 方程 二 f(z，9) 
(图 78)， 我 们 已 经 有 思想 准备 ， 知 道 初等 办 法 行 不 通 ,而 且 一 般 需 要 
用 到 某 种 无 穷 步 曼 . 


Ea 


名 


i 


phe 
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所 述 方法 提供 微分 方程 的 一 种 解法 ， 它 同 读者 所 见 到 过 的 很 不 一 
样 ， 这 一 方法 的 关键 在 十 将 初 值 问 题 (1) 换 成 等 价 的 积分 方程 
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Hr) th Fle yt) (2) 


这 叫做 积分 方程 ， 因 为 未 知 踢 数 出 现在 积分 号 下 面 ， 为 爱 出 (IT) 和 (2 
确实 是 等 价 的 , 假定 y(z) 是 (1) 的 解 ， 于 是 多 2 自然 是 连续 函数 , 从 而 
Cz)=f Es, (x)] 

静 右 边 是 x 的 一 个 连续 函数 ;而 当 我 们 把 它 从 wo 积分 到 x 并 利用 y (zo) 
=yo, 结果 便 是 (2),， 照例, 我 们 在 (2) 中 用 t 表示 临时 变量 ， 以 免 同 可 
变 积 分 上 限 > 相 混 消 ， 千 是 (1) 的 任 一 个 解 是 (2) 的 一 个 连续 解 . 反之 ， 
车 y(7) 是 (2) 的 一 个 连续 解 ， 则 y《x0) = 名 ， 因 z+ 二 zo 有 时 积分 等 于 0, 并 
且 特 (2) 微 分 后 还 原 到 微分 方程 y(z)=f[x, 关 7)]， 这 些 简单 的 论证 
说 明 (1) 及 (2) 在 下 述 意义 上 为 等 价 : (1) 的 解 (如果 存在 的 话 ) 正好 就 是 
(2) 的 连续 解 ， 转 别 是 , 如 果 我 们 能 作出 (2) 的 一 个 连续 解 , 自然 而 然 地 

就 得 到 (1) 的 一 个 解 . 

现在 我 们 来 看 用 选 代 法 求解 (2) 的 问题 ， 这 就 是 , 我 们 先 从 一 个 粗 
略 近似 解 开始 , 然后 用 一 种 可 以 反复 施行 的 送 算 逐 步 加 以 改进 , 以 期 尽 
可 能 接近 铺 确 的 解 ，(2) 之 斌 以 优 于 (1)， 主 要 在 于 积分 方程 给 这 壮 做 
法 提供 一 个 方便 的 机 构 , 其 详 如 下 . 

常数 函数 加 (2) 一 加 给 晶 一 个 粗略 的 近似 解 ， 这 无 非 就 是 通过 点 
(wo, 9) 的 一 个 水 平 直线 ， 我 们 把 这 个 近似 解 代 入 方程 (2) 的 右边 , 以 其 
“得 到 一 个 新 的 并 且 也 许 是 更 好 的 近似 解 3.(7) 如 下 : 


ns) = Fs, ga 


- 第 二 步 是 按 辐 祥 方法 用 纺 (z) 来 得 出 另 一 个 也 许 其 至 更 好 的 近似 解 
Yt): 


yas) = Fb. 
这 样 做 到 第 步 ,得 到 


a ra fr inat fa. 
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这 套 步 又 叫 毕 卡 逐 次 各 近 靶 @ ， 我 们 通过 几 个 实例 米 看 它 是 怎样 做 
的 . 
最 简单 的 初 值 问题 


Y=y, y(0)=1 
的 解 显然 是 (2) =e*， 等 价 的 微分 方程 是 
yr)=1+ a 
这 时 (3) 安 为 
yeC2)=14 gta 
这 里 的 (2) =1, 易 知 
(7)= 1+ [at =1+% 


。 
Ea 2 
oo 于 (1 十 有 和 一 1+z 十 扫 ， 


x 


EN 2 3 
nz)=1+| (+ 和 tlt + 


0 2:3’ 


= Ca 
yn (5) 1 tart st 士 三， 


在 这 个 例子 的 情形 下 , 逐次 逼近 的 结果 确实 收敛 于 确切 解 , 内 为 这 些 逐 
次 通 近 的 结果 就 是 e* 的 考级 数 展 开 式 的 部 分 和 。 - 
现在 我 们 来 考察 下 面 的 问题 : 
y=%+y, y(0)=1. (4) 
这 是 个 一 阶 纵 性 方程, 容易 求 得 满 是 所 给 初始 条 件 的 解 是 (2) 二 2e* 一 


@ 绅 卡 (Emile Picard, 1856 一 1941) 是 这 天 一 世纪 字 法 国 最 杰出 的 数学 家 之 一 , 在 分 . 
析 上 许 丽 个 突出 的 届 献 : 他 的 逐次 到 近 法 。 使 他 能 改善 柯 焉 在 1820 年 所 首创 的 微分 方 生理 
论 :地 的 关于 一 个 插值 解析 函数 在 一 本 质 奇 异 点 附近 所 取 慎 的 著名 定 更 ( 叫 毕 卡 大 定理 ), 这 
定理 直到 今日 还 激发 了 许多 重要 的 研究 工作 ， 他 是 个 地 着 的 法 国人 ， 普 于 占 味 ， 要 好 美食 
特别 喜欢 了 吃 法 国 东南 部 布 罗 温 司 地 方 的 昱 鱼 火 毒 汤 . 
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“一 1 等 价 的 积分 方程 是 
se)=1+| Ctty ya, 


这 里 的 (3) 是 
gn)=1+ | Ltty tat, 
这 里 的 (7)=1 用 毕 卡 方法 得 出 


wo (t+ Ddt=1+et 罗 


= Nar= 2 
pe 1 (rat et ltstw te 
。 ia 
_ 3 
oO=] 二 |(+244 +t) 
= 2 
二 14+ 十 每 二， 
uf st 
gz)=1+ Qa 十 + 
i 本 
tte -+ 药 35 
而 一 般 有 


nz) 一 1+z+2( 人 + 委 了 十 十 rr 
这 显然 收 丝 于 
1 十 Y 十 2(er 一 2 一 上 十 0 一 262 一 % 一 二 

故 仍 然 得 到 精确 解 ， . 

尽管 看 了 这 些 例子 ， 读 者 可 能 还 不 会 完全 相信 毕 卡 方法 的 实用 价 
植 .例如 , 要 是 逐次 做 的 积分 运算 很 复杂 , 其 或 除了 原理 上 以 外 根本 不 
,能 算出 , 那 读 怎么 办 ? 这 种 怀疑 态度 是 有 充分 理由 的 , 因为 毕 卡 方法 的 
次 实 功效 是 在 给 分 右 程 的 理论 上 《{ 而 不 在 于 实际 求解 )， 在 于 其 能 在 很 
一 般 的 条 件 下 , 证 明 一 个 初 值 问题 有 解 , 而 且 这 个 解 是 唯一 的 .提出 这 
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美 明确 判断 的 定理 川 存在 及 唯一 性 定理 ， 我 们 在 下 面 两 节 里 要 证 明 下 
个 这 样 的 定理 . 


习 题 
1. 求 初 信 问 是 . 
久 一 把 BO0) = 
的 精确 解 ， 从 go(z)? 一 1 开始 , 应 轩 毕 卡 方法 算出 部 (3), 护 (7)，9(z), 将 这 些 
结果 同 精 确 解 进行 比较 . 
2， 求 补 值 问题 


¥ =27(1+), gy(0 =0 
的 精确 解 . 从 go(z) 一 0 出 发 ,算出 总 (z》 82(z) (XY)，34(7), 并 把 这 些 结果 
同 精确 解 进行 比较 . 

3， 如 果 初 始 通 近 函数 不 取 常 数 函 数 ye(z) 一 加 而 选取 另 一 个 函数 , 看 看 毕 卡 方法 
仍然 可 以 行 得 膛 , 这 对 学 习 很 有 好 处 ， 试 以 下 列 各 函数 为 初始 逼近 著 数 , 用 毕 
卡 法 解 初 值 问题 (3): 

a go) ers b. yo)=1+% 
C, yt)= cosn, 


8， 毕 卡 定理 


如 上 节 末 所 指出 的 ， 毕 卡 逐 次 通过 法 的 主要 价值 在 于 它 对 后 分 方 
程 理 论 上 的 贡献 .这 一 贡献 在 下 址 基本 定理 的 证 明 中 可 以 看 得 最 
清楚 . 
定理 A。 (第 下 定理 ) 设 flw, 四 及 时 /3y 在 多 边 平行 于 华 标 轴 的 闭 算 


F=f ,9), yz0) = (1) 
在 区 间 1z 一 zj < 上 有 了 唯一 的 解 9=9z》 


证 明 . 论证 相当 长 而 且 复 杂 ， 最 好 是 分 成 容易 消化 的 几 个 阶段 来 讲 ， 
第 一 ,我 们 知道 (1) 的 每 个 解 也 是 积分 方程 
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[一 (co go 
yo) yn) 
三 


两 一 有 0 十 万 各 
攻 79 


yz)=got ft, C1t (2) 
的 一 个 连续 解 , 反之 亦 然 ， 这 使 我 们 可 以 断言 (1) 在 区 间 1z 一 af<5 上 
具有 唯一 解 ， 当 上 且 仅 当 (2) 在 同一 区 间 上 具有 唯一 连续 解 ， 在 第 55 刷 
里 ,我 们 提供 了 一 些 例证 ， 说 明 由 下 列 步 芋 所 定义 的 函数 序列 yu(z): 
SoCz) 一 加 


#2)=#t Fe go 1a, 


ge) = + Frs, gC2)ds (3) 


yl7)=g + FE gta, 


坡 钙 于 C2) 的 一 个 解 ， 其 次 我 们 指出 ,ya(2) 是 下 列 聊 数 项 级 数 的 第 % 个 
部 分 和 : 


名 (2)+ 立 [gs(z) 一 pz)]=go(z)+ [yi(z) 一 go(z 


+F [ya(2) y+ Cy) yn T+, - (4) 
故 序 列 (3) 的 收敛 问题 等 价 于 这 个 级 数 的 收敛 问题 。 为 完成 证 明 , 我 们 
取 一 个 数 有 >0 来 确定 区 间 1? 一 xo1 二 bh， 然 后 证 明 在 这 区 间 上 ， 下 列 命 
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是 成立: () 级 数 (4) 收 合 于 一 个 函数 (2); (ii)#4(7) 是 (2) 的 一 个 连续 
解 ; (iiiDy(*) 是 (2) 的 唯一 连续 解 . 

定理 中 的 假定 是 用 来 得 出 正 数 的 , 其 法 如 下 我 们 假定 了 (x, 
及 3f/agy 是 矩形 情 上 的 连续 函数 .但 巨 是 闭 ( 即 包括 其 边界 在 内 ) 和 有 
界 的 , 酸 每 个 函数 必 在 吾 上 有 界 ， 这 说 明 存在 常数 于 及 五 , 使 对 于 五 内 
的 所 有 点 (z, 妃 有 了 


lflz, DEM (5) 
及 


网 QF, <r. (6) 


其 次 我 们 指出 ， 若 (zx, 91) 及 (x, 9) 是 书 内 有 同一 * 毕 标的 两 个 不 同 的 
点 , 由 由 中 值 定理 可 知 


fe 8) fa, 90 1 = BF (0) ly.—sl, (7) 


其 中 到 为 妨 与 执 之 问 的 某 个 数 ， 从 (6) 及 (7) 显然 可 知 ， 对 于 豆 内 
在 同一 纵 线 上 的 任何 两 点 (z, #1) 及 (x，y2) (不 管 其 是 否 为 间 一 个 点 )， 
都 有 


- 上 eg) 一 下 92) | SK |g, yl]. (8) 
现在 取 任 一 正 数 天 使 其 合乎 

Kh<l, (9) 

于 是 由 不 等 式 |z 一 zo| < 及 |y 一 | 过 Mh 所定 的 拭 形 忆 包含 在 有 内. 

由 于 (zo; go) 是 吾 的 一 个 内 点 , 故 不 难看 出 这 样 的 一 个 天 是 存在 的 、 为 

什么 要 提出 这 些 看 来 似乎 古怪 的 要 求 ， 它 的 理由 自然 可 以 随 着 证 明 过 


程 的 继续 进行 而 看 出 来 
从 这 芭 后 ， 我 们 把 注意 力 限定 在 区 间 lz 一 z| < 上 .为 证 明 人 ， 
只 要 证 明 级 数 
[oC + (2) — (2) | + [Ce) —n Co) 1 
| EE (10) 


收 组 而 为 证 (10? 收 敏 ， 我 们 来 估计 项 |gn(z7 一 名 -2)1 的 值 ， 首先 必 
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须 指 出 的 是 ， 每 个 国 数 y,《7) 的 图 形 都 在 BR 内 从 而 也 在 内 .这 对 
go《z)=#o 是 清楚 的 , 敬 点 [t, goCt)] 都 在 R' 内 ,从 (5) 得 出 |f[t, go(#)]: 
所 及, 于 是 


lg(s) gl = | Fr6 go 1 | <2 


这 就 对 # 证 明了 我 们 所 指出 的 事 ， 从 这 个 不 等 式 又 可 知 点 Lt, 名 (#4)] 
在 恒 内 , 获 |f[4y(t)]1<W, 于 是 
lga2) ml =| FE CD 和 at 
同样， 
ls(z) 一 | 一目 Fee #002e [<M 

等 等 现在 来 估计 bo(z) 一 %-,(z)1 的 值 、 册 于 闭 区 间 上 的 一 个 连 继 
函数 有 -航天 值 ， 而 8iz) 是 韦 续 的 ， 节 可 祭 a= maxjyu(z) 一 go| 来 定 
义 一 个 常数 中 写 出 : 
{ne) gr) la. 
其 次 ,点 [所 区 (9] 及 [3o( 纪 ] 在 尼 内 , 故 自 G8) 可 得 

NE pC)I FC yo I EK IE) nt) CK, 
于 是 有 

lgaCa) 8 Ca) =| | GLE pC)IHt, ye) Des 

Eah=o(Kh). 
同样， . 
le, e683 fC Ct SE ltt HEE, 
国 1 
lye) mo) = | Gr, me) (DD 
(Ko ha( RD)’, 

继续 这 样 做 , 我 们 得 出 
: [ga gs a Ks, 
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其 中 下 = 2 …。 所 以 级 数 (10) 的 每 一 项 都 小 王 或 等 于 下 列 常数 项 级 
数 的 对 应 项 : 
. lyol tao-a( Eh) +a( Kh) tta(Kh)" +t, 
但 (9) 可 保证 这 一 级 数 收敛 , 故 根据 比较 检验 法 可 知 (10) 收 敛 , 于 是 (4) 


i ee m 如 人 


PP 


0 
- 
ee 


se 


ee 


LT 


oe 
oe 
一 一 
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由 于 Wz) 的 图 形 在 内 从 而 也 在 玉 内 , 故 由 (8) 得 到 
Co 


yg) + EEmax |y,_:(2)—y(7) 1. (13) 
现在 从 加 (3) 一 致 收敛 于 式 z) 这 一 上 事实 , 可 知 只 要 请 对 是 够 大 , 就 可 使 
得 {13) 的 右边 为 任意 小 、 因 此 (13) 的 左边 必 等 于 0， 对 于 (11) 的 证 明 
完毕 ， 

为 证 明 (ii)， 我 们 假定 渡 ?) 也 是 (2) 在 区 间 |z 一 xol 才 上 的 一 个 
连续 解 ， 然 后 证 明 对 于 区 间 内 的 每 一 个 “都 有 开 ?) 二 汪 7)， 要 作出 所 
说 这 个 论证 , 必须 知道 丈 7) 的 图 形 在 B' 内 从 而 也 在 对 内 ， 因 此 我 们 的 
第 一 步 是 证 骨 这 一 事实 ， 让 我 们 假定 素 *) 的 图 形 离 开刀 (图 80)， 于 
是 根据 这 函数 的 性 质 [ 连 续 且 区 xzo) = 加], 可 知 必 存 在 这 样 一 个 4， 使 
jw 一 20| 之 如 | 玉 (01) 一 各 | 二 了 hb， 因 而 车 1x 一 [<< 一 m0| 则 | 丈 2) 一 
名 | 过 下 h。 由 此 可 知 . 


入 
1 
] 
3 了 
] i 
i 
[| 
! | 
1 :11 
1 5 
oh Wo ZL 0 十 而 名 
图 80 
loo) 一 四- Mb Mh yg. 
Ia—sol i zol kh 


然而 ,根据 中 信 定 理 , 存在 zo 与 之 间 的 一 个 数 ,使 


Eye) | = fo, go) < 


这 是 由 于 点 [z*，5(z*)] 在 BR' 内 的 纱 故 、 这 一 巴 盾 说 明 不 存在 具有 
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那 种 性 质 的 点 , 故 知 素 +) 的 图 形 在 RE' 内 ， 为 完成 对 (iii) 的 证 明 ， 我 们 
利用 渡 *) 及 g(x) 都 是 (2) 的 解 这 一 事实 , 写 出 
las) 9) =|| EDI-FLt 1). 
由 于 敖 ?) 及 %z) 的 图 形 都 在 已 内 , 故 由 (8) 得 出 
I(2)—¥(7)| Rh max|y( zs) 2)|, 


故 
max|(z)—y(2)| Khmax lz)—y7)|. 


由 此 可 知 max | 多 7) 一 Vz)| 一 0 因为 否则 就 将 有 TS 和 下 8 而 与 (9) 相 予 
盾 . 于 是 对 于 区 间 |% 一 +41 志 内 的 每 一 个 “都 及 ?)= 失 2), 从 而 毕 
卡 定理 完全 得 到 证 明 , 
说 明 1 可 以 通过 减弱 条 件 使 这 定理 在 不 同方 式 上 得 到 加 强 . 例如 , 对 
9f/3g 在 ERE 上 为 连续 这 个 假定 太 强 , 并 非 证 表 过 程 所 需要 ， 而 只 是 用 来 
得 出 不 等 式 (8)， 因 此 我 们 可 以 把 这 个 不 等 式 引 入 定理 内 , 来 代替 关于 
3fj9y 的 那个 条 件 ， 这 样 我 们 就 得 到 定理 的 更 强 的 一 个 形式 ， 因为 有 
许多 函数 并 不 具有 连续 的 偏 导 数 然 而 它们 对 于 某 个 常数 了 可 以 满足 
(8)。 这 个 不 等 式 说 的 是 差 商 

fw, 1) —f (%, ga) 

加 一 如 

在 吾 上 有 界 , 它 叫 对 于 变 及 的 李 普 希 欧 条 件 @. 


说 明 2， 老 去 掉 李 普 希 欧 条 件 而 只 假定 了 (zx 妃 在 鼠 上 连续 ， 仍 可 证 明 “ 


中 李 普 希 训 (Rudoif Lipschitz，1832 一 1903) 大 学 生 在 波 感 当 教授 ， 他 之 所 以 名 传 
后 世 在 要 由 于 他 把 柯 西 厌 来 关于 匆 分 方程 解 的 存在 与 唯一 性 理论 加 以 往 比 并 叙述 沽 更 明 
确 ， 但 他 也 推广 了 西数 可 用 其 福 氏 级 数 衣 示 的 狄 利克 雷 定理 ， 得 出 关于 一 个 正 整 数 能 以 几 
仲 方式 表示 为 儿 个 整数 平方 和 的 公式 (作为 他 自己 关于 整 四 元 数 罗 子 分 铬 理论 的 一 个 推论 )， 
并 在 理论 力学 、 变 分 法 , 贝 塞 耳 函数 二 次 微分 型 以 及 烙 性 流体 理论 方面 作出 过 有 用 的 如 献 . 
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初 值 问题 (1) 有 一 个 解 ， 这 个 结果 叫 皮 亚 诺 定 理 0, 现 所 知道 的 证 明 都 


圳 要 有 比 上 文 更 为 巧妙 复杂 的 证 明 @. 又 这 定理 保证 窑 在 的 那个 解 不 
一 定 是 唯一 的 。 举 个 例 说 , 我 们 来 考察 下 面 的 问题 : 

y=3y", yt0)=0, {14) 
并 设 五 是 答 形 |z| 筷 1l，|y| 坊 1。 这 里 了 (z,9) =3%204 在 好 上 仅 是 连续 . 
叉 织 (7?)= 吉 以 及 yp(x) 二 0 是 对 于 所 有 > 都 成 立 的 两 个 不 同 的 解 ， 故 
(14) 肯定 具 有 并 非 唯 一 的 解 ， 之 所 以 出 现 这 个 非 唯一 性 是 由 于 : f(z， 
妃 在 矩形 如 上 并 不 渗 足 李 普 希 茨 条 件 , 因为 差 商 


了 0 一 fFC0.0)_ 38 3 
3 一 0 9 


在 原点 的 每 一 邻 域 上 无 界 . 
说 明 3， 定 理 A 叫 局 部 存在 与 玲 一 性 定理 ， 因 为 它 只 保证 在 某 个 区 间 
lz 一 zo| <h( 而 可 能 很 小 } 上 存在 唯一 的 解 . 但 在 几 种 重要 的 情况 下 ， 
这 个 限制 可 以 去 掉 , 例如 , 我 们 来 考察 一 阶 线性 方程 
y+P(r)y = Q(7), 
其 中 PLZ) 及 QC*) 在 区 间 a 所 x<&b 上 有 定义 上 连续 ， 这 里 我 们 有 
f(z, 9) =—P(7)y + Q(T); 

故 苛 在 4<x<&5 上 KK=max|P(z)|, 则 显然 有 

flv, #1)—f x, ya) | =|—P(z) (yy) | SKI yl. 
所 以 函数 fz, 办 在 6 二 X&6 及 一 <y<o0 所 定义 的 无 穷 直 条 -上 为 过 


四 皮 亚 庄 (Guiseppe Peano, 1858 一 1932) 是 盖 大 利 半 加 学 家 兼 数学 家 ， 深 受 钾 尔 柏 
赔 以 公理 共处 至 平 面 几何 以 及 怀 德 海 (Whitehead) 吉 罗 沁 (Russell) 数理 逻 剖 著作 的 影响 . 
他 关于 形 整 数 的 公设 ， 曾 使 好 几 代 学 生 怀 颖 整个 近世 数学 究 沉 是 否 为 故弄玄虚 而 拒 表 和 白 的 
道理 说 每 令 人 难 屋 ( 事 实 并 非 如 此 ! ?他 在 1890 年 以 作出 一 个 党 全 充满 正 方形 0Sz<1， 
0<9y 安 ! 的 平面 曲线 而 知 惊 整个 数 举 异 ， 不 替 的 是 ， 象 他 和 这样 一 个 高 度 全 视 迅 辑 的 人， 他 
1886 年 对 一 f(w, 站 ) 的 解 的 上 述 存 在 定理 的 证 明 部 是 不 完善 的 , 而 满意 的 证 明 直 到 好 些 年 
之 后 本 得 出 ， 

国 ” 便 如 可 参看 入 ，N，Kolmogoroy and 3，Y-。 Fomink 函 数论 及 泛 极 分 折 初 步 ? 
第 一 卷 ， 


合 商 半 、 
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续 且 满足 李 普 希 区 条件， 在 这 些 情 况 下 , 初 值 问题 

+ P(r) =0), y(r0) = 
在 整个 区 间 sc<<<5 上 有 了 唯一 的 解 ， 又 点 (zs go) 可 以 是 直 条 上 的 任何 
一 点 , 不 管 其 为 内 点 与 否 ， 这 命题 是 下 一 定理 的 特殊 情形 . 
定理 B. 设 f(s, 纺 是 在 assz<8 及 一 co<y<3 所 定义 的 直 条 上 满足 
地 普 希 欧 条件 


上 (mr 8D 一 下 Go ga) [SK Iy,.—#:| 

的 过 续 歼 党 (w g) 是 真 条 里 的 任 一 点 ,区 和 人 问题 

yf DD, yg(80) 一 加 (15) 
在 区 间 zs 上 丰 且 公有 一 个 角 y 一 7》 
证 钥 。 论 证 局 定 理 AA 的 证 明 粕 似 ,不 过 由 于 这 里 所 论 的 域 上 下 方 无 异 ， 
使 有 些 地 方 可 有 一 定 程度 的 简化 ， 特 别 是 , 我 们 以 同样 方式 出 发 证 明 , 
并 说 明 级 数 (4)[ 从 而 也 就 是 序列 (3 站 在 整个 区 间 e<<z<<5 上 一 致 政 全 . 
作出 这 一 证 明 时 ， 我 们 用 稍 有 不 同 的 方法 来 估计 级 数 (10) 的 各 项 的 
信 . 

首先 , 我 们 定义 oo M1 及 4 如下: 
Mo= |gol, Mi=max a(2)|, M=Mot M', 

并 指出 |(z)| 科 型 以 及 jp(z) 一 加 (2Z)[ 委 玫 ， 其 次 ， 若 mo 么 zc<5 则 
可 知 


igo)—m C= | Fh C9 fr, yo Dat 
< Ee pts, plat 


<x[ ln) -pas 
EEM(T—%0), 
ly) = = | Et gf Tes 


<x| lg) (D1 
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< (ead d= EM, 
而 一 般 地 有 


el 
~ RG. 


这 同一 论证 对 于 ox<<xo 也 成 立 ， 只 要 把 x 一 xo 换 成 4 一 xo|， 于 是 对 
于 区 间 里 的 所 有 x, 我 们 有 


_ | 
lgsC2) gn (7) 1 EK" ME 


他 arr 
[7 


其 中 四 = 纹身 此 可 断言 级 数 (10) 的 每 一 项 小 于 或 等 于 收 莽 的 党 
数 项 级 

MIMIRMGO -0 + RMT + KM FE + 
的 对 应 项 , 故 (3) 在 区 间 a<z<5 上 一 致 收敛 于 极限 函数 y(z). 

也 同 以 前 一 样 ， 由 一 致 收敛 可 知 %(z) 是 (15) 在 整个 区 间 上 的 解 ， 
因此 只 要 再 证 明 这 是 唯一 这 样 的 解 就 行 了 假定 丈 z) 也 是 (15) 在 这 区 
间 上 的 一 个 解 ， 我 们 的 目标 是 要 证 明 n>co 时 对 于 每 个 都 有 gn(2) - 
> 到 z 而 自 于 加 (x)>yCz), 从 而 可知 丈 2) =Y(T)， 我 们 先 指出 下 2》 
是 过 续 函 数 且 满 足 方程 

Kz) = +t FE, CD It. 
”车 4 二 max | 光 2) 一 胃 |, 则 对 于 wn<w<5, 我 们 有 


{C2)—g 5) =|| ce 7 —fCt, g(Tat 


[a 


KM 


< FE 7 FL, go las 


< I plat 


SKEA(L—#0), 
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[2)—ga)1=|] Fre If n (DJ 


ES gy Oa 


<r*d| (4a) dt = K* A ), 


而 一 般 地 有 
(9) go EKA, 
对 于 qiz<<xo 也 有 类 侯 的 结果 , 改 对 于 区 间 里 的 任 一 zw 我 们 省 


[Re) ye) SR" A RA. 


由 于 w->co 时 上 式 右 边 驳 二 0， 属 可 断言 对 于 区 间 里 的 任 一 x* 有 到 2) 
= 其?), 定理 证 毕 . 


习 题 
1 设 (zo #0) 是 平面 里 任意 一 点 , 并 考察 初 值 问题 
’ Ye, 3 (50) 一 加 


说 明 何 雇 定理 入 能 保证 这 问题 在 区 间 1* 一 zi 和 8 上 有 唯一 的 解 . 由 于 f(z, 切 


二 芒 及 9/38 一 28 在 全 平面 上 连续 ， 似 乎 有 理由 诱 使 我 们 断言 这 个 解 对 所 有 


2 都 成 立 ， 但 若 考 察 通 过 点 (0, 0) 及 通过 点 (0，1) 的 两 个 解 ， 可 知 这 个 结论 有 
时 成 立 有 时 不 成 立 , 因而 这 样 的 推断 是 不 合法 的 . 


2 试 二 Fan 纺 = 时 
a。 在 矩形 171 所 1 及 0<<y<<1 上 并 不 满足 李 普 希 访 杀 位 ; 
b， 在 短 形 |z|<<1 及 ce<y<d( 共 中 0<c<d) 上 并 不 满足 李 芝 项 让 条 件 。 
3， 试 证 了 (%, 妨 一 jg| 在 算 形 |z| 志 1 及 19 和 1 上 请 足 李 普 希 兹 条 件 ， 但 2f/39 
在 这 气 形 的 许多 点 处 不 存在 . 
4 ， 试 证 (zz 8) 一 xy? 
” a. 在 任 一 矩形 < zs8 及 ce<y<d 上 满足 李 普 希 这 条 件 
hb， 在 任 一 直 条 a<zs5 及 一 co<g< se 上 不 满足 率 普 希 站 条 件 . 
5 试 证 fa: 办 =xy 
8， 企 任 一 矩形 s<zsb 及 cssse 上 满足 于 普 带 兹 条件; 
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b。 在任 一 直 条 ac<z<b 及 一 oo<y<<ec 上 满足 李 普 希冀 条 件 ， 


5， 在 全 平面 二 不 满足 李 普 希冀 条 件 ， 
6， 考 察 初 值 问题 


=|y|, 3(zo) =o. . 

a， 对 于 哪些 点 (Zo, yo), 从 定理 A 可 知 这 问题 在 某 区 间 1z 一 | 委 & 上 有 唯一 
的 解 ? - ， 
b， 还 有 哪些 点 (ze，#e) 也 能 使 这 问题 在 某 区 间 |z 一 zs| 秋 和 上 确实 有 唯一 

的 解 ? - 
7， 对 于 哪些 点 (wo, yo) 从 定理 A 可 知 初 值 问题 

=#|#|, ¥ (zo) 一 名 
在 某 区 闻 ]z 一 ze | 和 8 上 有 唯一 的 解 ? 


57。 方 程 组 ， 二 其 线性 方程 


毕 卡 的 逐次 站 近 法 也 可 用 于 一 阶 方 程 组 ， 例如， 我 们 来 考察 由 下 
列 这 对 一 阶 方 程 及 初始 条 件 组 成 的 初 值 问题 ; 


双 “ 肪 2), (0) 一 go 


a. 
9, 9) 2), 4(00) 一 2 


其 中 右边 都 是 zyz 空间 里 包含 点 (zo yo, 20) 的 某 个 域 上 的 连续 函数. 这 
里 左边 用 微分 记号 是 为 了 要 强调 指出 x 是 自 变量 ， 这 样 一 个 方程 组 的 
解 , 当然 是 在 含 点 xo 的 某 个 区 间 上 都 能 满足 (1) 中 所 规定 条 件 的 两 个 函 
数 y 一 yz) 以 及 z 一 z(z)， 和 如同 在 单个 一 阶 方程 的 情形 那样 , 方程 组 (1) 
也 显然 等 价 于 积分 方程 组 


Hz)=m + FEba(D,s(9]a9 


(1) 


《2) 


a(z)=z0 + | ofb yt), a4)1at, 

意 即 (1) 的 解 (如 果 存 在 ) 正 好 就 是 (2) 的 连续 解 ， 如 果 我 们 从 常数 函数 
3(z) 一 加 及 zz7 一 5 

出 发 试用 逐次 到 近 法 来 解 (2), 则 毕 卡 法 的 步 晤 完全 同 以 前 一 样 ， 第 一 
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步 我 们 有 | 
ys) nt FE, wld), sD)Idt 
or gt, goCt), s(t) Ids 
第 二 步 我 们 有 
ys) = t+ Ft gs), a1(t)Ids, 


za C5) =20 + gi, gC), zt)1a4 


及 以 后 各 步 等 等 、 这 究 做 法 得 出 两 个 靖 数 序列 gs(z) 及 za(7); 并 且 在 
合适 的 假定 下 , 容易 采用 对 于 定理 56-A 的 论证 , 来 证 明 这 两 个 序列 收 
黎 于 (1) 的 一 个 解 , 它 在 某 区 间 1z 一 xol < 上 存在 , 而 且 是 唯一 的 . 

现在 我 们 限于 讲 线 性 方程 组 ， 这 时 (1) 中 的 函数 (zy, 3) 及 g(x， 
钨 纺 是 zy 及 3 的 线性 函数 ， 也 就 是 ， 我 们 考 虚 的 是 下 列 形 式 的 一 个 初 
值 问题 


dy 


Dr P(t (sa tre), Yn) 一 加 ， 


(2) 
= pez)y + gz)s+ re), 220) = 2 


这 里 PC2), qz) 及 (zx)(i 二 1，2) 这 六 个 函数 是 含 点 mm 的 一 个 区 间 
a<cz<8 上 的 连续 函数 ， 由 于 每 个 函数 都 在 a<z<<b. 上 有 界 , 改 存 在 一 
常数 玉 使 |/p:(z)1 SK 以 及 Iq:(z)1<K(i=1,2). 现在 容易 看 出 微分 
方程 (3) 右 边 的 函数 满足 下 列 形式 的 李 普 希 获 条 件 
If la, go 20) 一 天 ga 22) [EE (yy | + 1z 22|) 
19C%, y1 21) —9(%, go 22) | EE Cy ya| + | 22 |), 
正如 在 定理 56-B 的 证 明 里 那样 , 这 些 条 件 可 用 来 证 明 (3) 在 整个 区 间 
a<x<<b 上 有 了 唯一 的 解 , 详细 证 明 过 程 我 们 也 不 再 向 读者 讲 了 . 
有 了 所 讲 关于 方程 组 的 这 些 事实 ， 就 有 可 能 对 下 列 革 本 定理 给 出 
一 个 简单 的 证 明 ， 这 定理 我 们 在 第 三 党 开头 叙述 过 ， 并 且 它 对 我 们 甘 
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于 二 阶 线 性 方程 的 整个 讲解 过 程 中 起 了 虽 不 显著 然而 却 是 关键 的 


作用 . 
定理 设 P(xz), Q(x) 及 R(X) 大 一 -区间 人 GAAS 卡 的 省 全 本 堵 


(4) 


在 区 


各 “省 引入 新 证 2 一 ji 刚 (4) 的 每 ~ 个 解 显然 给 出 线性 方程 
组 、 


ys yr) = ， 
dz 站 (5) 
P(r)s0)y + RE zeo) = 


的 一 个 解 ， 反 之 亦 然 ， 但 我 们 知道 (5) 在 区 间 os<z<” 上 有 唯一 的 解 ， 
故 (4) 也 是 那样 . 


习 题 
1， 用 中 卡 法 解 下 列 初 值 问 题 , 并 将 所 得 结果 局 精确 解 进行 比较 : 
虹 -x #(0) 一 1 
本 —y, .2(0) =0, 


uc 


习题 解答 


第 2 节 
= les Ly:+o; 一 工 en 
2. a. # Ei 2 +e; €, #4— 2 十 时 
b. 3 一 logz 十 6 dg 一 zsin z+ MI Fe, 
3. a, #=2xe?-er+3s C. Y=21ogr—. 
b、y 一 sin2z 十 1 
第 3 节 


1 


©. r=—6(1— eos0)s 
b. ¢2 +2 一 0 d. 二 一 2% 十 c。 


2. 2 (Ys 
曲线 族 是 自 相 正 交 的 ， 意 即 ， 当 族 中 一 曲线 与 族 中 另 一 曲线 相交 时 ， 它 们 成 


d. 8=0 or =esint 


© 0=, or cep. 


RAabt 
kAabirl 


1. 车 B=4 则 z= 


而 着 B<4d 则 z _AB( ett- me) 


A Be a 
2 jroeHt, 


3. oo EEA 
ST eet 
0 + (1 — To 


4. P=Poe™™. 


log5 
一 1 小 村 


6，40 英尺 - 


1 03， 多 让 沪 度 是 /了 


CT 十 ec vmod 
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习题 解 佑 


2. 
4 


2 英里 
M9 , 约 鱼子 5 英里 /各 


第 一 章 杂 题 


12. 


13. 


14. 
15. 
16. 


PINmAp Pr 


. 午前 (5 一 小 时 . 


?二 (2 一 引 /8; 再 经 过 一 个 月 。 
，1001og2 分钟 之 后 . 


100(V 3 一 D 分 钟 . 


圆柱 面 z 一 c 纺 与 47 十 护 十 4z! 一 36 的 截 线 ， 
14R512/(157?M29) 秒 . 


将 8 二 om! 绕 乡 轴 旋 转 测 成 的 曲面 形 . 
25h. 


VEloe(+vVD 


aT 

一 一 一 了 ez， 
op =HT T=Toers, 
Foe"ris/az, 


总 统 的 咖啡 较 热 ， 


朝 原 点 行驶 2 英里 ， 状语 滞 冰 线 7 二 et0YY 之 一 朝 外 行驶 . 


17. 7 


9” 总 长 二 a 


第 了 节 


1. 


第 8 节 


1. 


a rd eos +loges—0s 


b, y=c2: (7 十 如 1 ¢. er 一 ]0gCXZ3。 
c. 元 一 ztamez3 


2 


a. w+ty=tan(zto)y 
b, tan(s—y+1)=z+6. 
b. s=dz+ey.. 


-8 十 5 
了 


tan 7 一 ]0g (一 到 ?二 (十 5 十 


b. y—z=5log (十 3 一 1) 十 cs 


xy+logy =6. 


人 


ve 


1 rw 
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2. 非 恰当 方程 . 

3 dxy—rt+y = 
4. 非 恰当 方程. 

8， xzg 十 si 一刀 
6 非 恰当 方程 

7 


6 十 Singensz 一 0 


也 3 
8，t05 一 二 0 或 一 一 0， 
多 y 


9， 非 恰当 方程 


b. 4 一 二 ee 一 全 


Cc. A= zt 


1 
zy’ -zy 
3 (名 - 副 )/ w- 0) 是 sz 一 z+ 的 一 个 洋 数 9(2) 时 。 


El ， Ty tan! 2 
4 a 了 ytyte d. log + =tan +o 
Tyros SE 
b. logS to 8. tan! 光 -3+ 
6 ian olzt+ 
Et 
第 10 节 


2，8、 引 一 人 ft 十 33 
b. y=e-*tan les+oe rm; - 
©, Y=(1+5) og (sing) +e(l + ) 全 
dg 一 好 ee 十 02 一 27 十 2 二 ce 有 
6，8 一 02 C8CX 十 5CSC2; 
fg 二 一 她 十 042， 


= 一 toms 


142 习题 解 莹 


b, #=35sing+Q% eosv—18r ?sinz—187 :Cos z+| cr 
4 a w=: b, w=ye’tcy, 
5. r=§—2+cet. 
第 11 节 
1、a， 茧 一 cl 十 ozf 
人 
3 一 cet 十 cze tes 


a, y= — des orlog (zx 一 cD 十 cz . 


2，a，# 一 1 或 38 十 2 一 3; 

b。 23 一 3 一 83eaz1z. 
3. 3 一 一 Ilog [eos (zx 十 ecD] 十 cz 
4 8 二 80005 Y 91740t， ”周期 =4xV a79. 

第 12 节 
2. Toy’' =—w(syV TT Le). 
3， 揣 物 线 
5, y=clers 十 e-es), 幕 的 底部 在 4 轴 上 , 崇 的 最 低 点 则 在 y 轴 革 ,- 
6， 一 水 平 直 线 或 一 肯 链 线 . 
ek 


于， 的 古训 是 


站 


ok/ (1—ks). 
b y= 站 全 全 ~ clog 入 | 于 是 狗 能 与 免 搂 近 到 小 于 委 二 e (其中 e>0 
为 任 浊 笋 但 不 能 接近 到 笔 于 对- 


er 
9 


省 a>b 人 二 D), 则 当 s=0 时 yg 一 00 于 是 船 永远 靠 不 上 岩 。 
车 4 一 6(b 一 1), 幅 当 wz 一 0 时 g> 一 6/2, 于 是 船 在 (0, 一 c/2) 处 夸 岸 。 
着 a<6tb< 人 ), 则 当 z 一 0 时 y-20, 般 在 原点 处 于 岸 

第 13 节 | 


Ea 
bt By |e-arr 
© +(n 站 )* 


_ - Hobe _ 
in (oot ~ a) 十 (n 二 B05, 


习题 解答 
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1. 
2. 


3. 


人 


共 中 tana = Lo@/R. 


第 二 章 杂 题 


Bee 


ay logy+o. 


atant #1 togt (y+D)* + (eb 1+e. 


gr + 


一 L_ 
pp 


F687 


log (¥+V +) + =31l0gs + er 


~ 38 二 2 十 Cy. 


=log¥ te 


2 一 2SinY 十 cos 攻 十 G- 


3 一 zIogg 十 cx 


Ye — zy =. 


citan tor=y+ ce. 


Y=% 二 ez 


gaing 十 2cos5g 一 22-15imX 十 ch 


(3z 十 28) 十 log 
ecos (T+ 


o. 


(3z 十 28)2 十 多 一 5。 


y= toulogrt or 


(#2— log (一 


2 
2 9=5(1+22) tC) 
.ersing coszy= 


.y=01log (z 十 VITm) + or 


.yer sing=e. 


=0- 


,yee |e. 


2rett ?+ Ye 20 Y=0, 
Zreré ?+ = 


车 ko，#= 
当 上 一 25 时 . 


和- 一 on 而 着 本 一 和 9 一 broten 
一 本 


4 习题 解答 


29. 燃 尺 违 府 一 blog(4+ 侍 ) 29 


坎 尽 高 度 二 二 9 mg ms 


-20 m+ 
32，a。 车 把 恒定 引力 场所 产生 的 等 加 速度 记 为 4, 则 b=o 于 2 


了 er 
第 14 节 
1T，3# 一 eug 十 2 十 ez。 


2 a 9 二 “3 二 sm 


b. g=——3z; 
3 a wo 209 +29=0 6. #' + Y=0. 
b. y''—k2y=0 
第 15 节 
2. 3 一 2 十 2x2 . 


3. 3 一 一 36* 十 262z。 
第 16 节 
2. a. y=c1singt coor 
bb。 多 一 ce 十 cae-=。 
3，3 一 cl 十 cz 


4 00 cr 


Sg C10 es [Be 于 -| 


6. yg om eingt or Toosg, 
了 7，8，## 一 64X 十 pa6z b. y= ost 


8. Y= eg 十 Da 人 jzfte?dzdz。 
9, y= 66+ Canes. 
10. g= ceT+ ee” kk 234 了 Tsdz3 dw, 
第 17 节 
1. a, y=c1ets+ ce 
b. yoe +eme ss 


€. Y=610082 2 1+ es sin2V 2 zy 


了 牙 题 解答 445 


dg 一 er(eleos W 3z 十 casinV 32), 
8 
下 ，g 一 clesz 十 cze4z 


到 ge- (6 eon z+ ez sin 


4. a #2 [ocos (logz9 十 cssin (logx9 
bb，3 一 cizrz 十 coz-3aogm 


多 一 5122 十 CazZ 


1. a. je tere 十 让 ete 


sin 2 czc0s22+ sines 


3 一 pie-sz 十 cage se 十 942 es 

dg 一 esfcieos2z 士 czsin2z) 十 2 十 47 十 5g3 了 
@. Y=0107+ ese —dre 2 

f. y=c16* cer 2sin2z+3e0s2% 

&. y= CisinF 十 caCOSY 十 sin 2 

hy 一 ci 十 caezz 十 27 一 3x2. 


2.，3 一 casinkx 十 cacoskz 十 


除非 6 一 如 那 时 世 cusiniz 十 caoosjr 一 


及 
weosky 
2 
3. y=01sin2x+¢2c0s2r+ rsin2r+20087—1—% 十 20+。 
第 19 节 
1. yr=27+4. 


3. a, gp 一 一 于 cos2zlog (se02+ tan2o)s 


b. i 
€. yr=—e-r(87: 十 4 十 1)3 
ad. ye sin2e+ Fe-reos2rlog (cos2e). 


人 十 


446 习题 解答 


b. Yer 十 ci01 一 6 一 2 一 计 . 


第 20 节 
eb 
1 频 束 为 了 -VV 十 - 3 (将 二 本 二 为 下 ;这 比 吉 一 区 ;>0 半 个 条 人 隐 阴 
天 性 ) 


3， 2mV27739 种 . 
4 往返 一 次 的 时 间 是 2rW R79 秒 ， 这 里 五 是 邮 球 半径 ， 所 适时 间 约 为 90 
分 钟 . 
第 22 节 
3, w+ (+10. 
第 23 节 - 
3， 著 fT) 之 0 而 >0 则 方程 六 十 [f(z) 十 kjy=0 的 每 个 解 有 无 穷 多 正 的 
零点 . 
第 24 节 


1. a 4 一 4aa2, ga(z) 一 sin2xzy 


2 , 

b= 二 yo(7) sin 

C， An=n2n’, Ba) 一 Sin 
2 

d， 4 一 一 宁 在 (2 一 sin2 


2 
四 etD, 


A YT) = sin 
fn 


Bo" Ba 
第 25 节 
i 
6. Dnent. 
4 


第 26 节 
1. a. y= aa(i+e + 条 + 条 + 对 


bo 二 (一 De te 


习题 解 知 好 


pn 
1 全 D 人 (一 o 和 要 -各 + 1+ De, 


2. a. y 二 Qsv, 是 一 致 的 . 
bg 一 0,9=ce~1/*, 后 省 只 在 -c 一 0 时 才 在 + 二 0 处 是 解析 的 。 


lel 


第 27 节 
1. y= (te 一 二 二 一 了 )+a 
一 40(1 十 Ytan tz) + or. 


4 
2. a 加 (5)=1 一 等 十 


ez) 一 全 


全 十 1) ga 一 9- 
人 十) 十 2) 


3. 9n+t 一 一 


_ a a 
2 (2)= 十 药 - tt ' 


by) 一 扩 ++ 半 + 


一 Pn» a 
4 
(2 一 ae 去 DT Dy 一 


+a[ 一 pe 二 = 


_- De 
5. b. ro 
(Dnt 
+ 


gi 
¢. 12)= [三 


448 


习题 解答 


.2 一 0 是 非 正则 奇异 点 
，Y=0 及 x 二 1 正则 亲 愉 上 
。 工 一 0 非 正 则 奇异 点 ; 


4 一 0 及 5 一 志 正则 奇异 点 。 


mn 一 D 一 了 十 二 -0 mn2 ma 了 开 。 


了 at 
中 -一 开 rr | 


,1 BP DPD (pt, 


A! 


(一 DID 


加 (2 一 7 一 加 


(P—1){(p—3) (p+1) (p+3) 


(P—LD)(p—3 (p+ (p+) os 
十 5 


,2 一 一 1 非 正则 奇异 点 ; 


寻常 点 ; 
寻常 点 


-正则 奇异 点 5 
， 正 则 奇异 点 ; 
R22 0, m= 2, 0: 一 14 


1 
4 


(= (+ 和 mV 


扣 (7)=1~ 吕 中 车 一 008V I 


(一 Er L876. (an+1)" 


(= 光 Te 


二 二 小 


加 (7) 一 1 一 3z 十 2z2 十 


， (sat 


习题 解答 449 


的 (= (1 二 


6. b. g(x)=—zers, 


第 29 节 
1. 3 一 于 (1 一 4 十 4z2 t+) 


+ 1 
2. geriert ar erlopgy. 


ss 

二] 

3. a lsitai sinz, 
=zt{1-2 -… -1 
(1 


b, 一 zz (1+ 放 < 十 站 2 -B+ 


~ 1 1 1 
一 ~: 2 一 -一 -二 
ED (+ 和 + tet 


1 


却 3 3 
orb 二 


b. so 1 


aa + 
or 二 + 


14 3 一 到 


1 


‘a 


d. g= of 


450 习题 解答 


3— Hs 4 4 二 3 一 分 
+e 人 (2 (和 二 3 


4d. a. y=cF(p,T, Pp, 2)+ewt ?Fl, 2— Pp,2— Pp, 2) 
加 1 pip 
5 go (Ls) + (ES) 
加 1 fes) 
We 


5. 3 一) 到 (z, 1 


第 红 节 
1，a， 指 数 为 ?十 1 及 一 了 的 一 个 正则 夷 异 点 . 
b， 一 个 非 正则 咨 异 点 . 
第 32 节 
1 


2. c，Pi(z)= 广 (3z 一 1， 已 (= 于 Ge 一 9， 


Ps) (35 30 +3), 


P(x) 一 计 (63¢5—70z:+ 152), 


第 33 节 
4 a fr) =PA) + P(t, 
b, fr)= 计 -ed Pr) tae P(r) 
十 言 (5e 一 85e-9 Pal2) {eens 


第 34 节 
7 yw [cp (or) 十 ca-r(aza)l 若 了 不 是 整数 ; 
引 一 ze[eiyp(am) 十 ceYp(axs) 了 在 所 有 情形 下 。 
第 35 节 
3 加 = 全 To) 一 Tom 


0 = 1) Ae) 


=( 代 - 攻 (1) 


Ti 2 


习题 解答 451 
第 36 节 
dy yy 
1 a ms b. =a 
de 四 网 dz 
各 一 到 十 好 箱 =w 
do zs 
三 bt 
gr 
2 剧 = 岂 
及 
dt mm 
四 
上 
Hoy _ gi, wD 
dtm 
第 37 节 
5 b. { oie + Cre-# 、 
一 le 一 0a6 生 


一 3e4 十 28- 和 
一 ge 
X=20es+ ce ! 
8. Tb. ! 1 ea 


y=— 30rett.— cae -全 


c. 


人 
的 多 一 3cle4 一 cze-4 一 中 十 3。 


一 ctet 十 czfet 
8. , 
yzet. 


a 


fe 2010 tCre! 
re 

一 eat(20ucos3t 十 2c2sin 3£) 
和 ae) er(sin3t—3c0s38)] 
3 一 一 20163: 十 ca(L 十 2 有 est 

eee, 


ciet 


et 


452 习题 解答 


和 
多 = 461 十 2cze 29 


w= 010 + cs (lt)es 
— Be ote ss 
T2610 3ere 


y= 661 — Ze 


w=et(co0s2t + crsin2#) 


h 2 cana ens). 
sb fat 
3 一 24 一 1 
， 第 33 节 
Ce 
2， 每 当 免 总 数 曲 线 上 升 时 狐 总 数 曲 线 四 向 上 . 
第 如 节 
2， 令 一 己 一 ta 并 利用 唯一 性 ， 。 


3， 两 个 相 图 的 外 形 一 样 ， 只 不 过 从 第 一 个 微分 方程 组 的 相 图 变 到 第 二 个 第 
分 方程 组 的 相 图 时 , 所 有 路 线 的 方向 都 要 倒 坟 来 ， 
4. a2。 相 图 中 每 一 点 都 是 临界 点 , 所 以 没有 路 线 . 
b.y 轴 上 每 一 点 都 是 临界 点 ， 路 线 是 队 轴 发 出 朝 左 及 朝 右 的 水 平 闪 
直 绕 。 四 
c， 没 有 临界 点 , 路 线 是 朝 碳 方 斜 率 为 2 的 汪 些 直线 ， - 
d， 点 (0. 9) 是 唯一 的 临界 点 ， 路 线 是 胃 墨 指向 原点 并 只 有 一 切 斜 率 的 所 
有 半 直线 ， 
5. 方程 (1) 及 (2) 的 临界 点 是 (0,0), ( 士 4, 0), ( 土 2x, 0), 《十 3x, 0)，…; 方程 
(3) 以 (0, 0) 为 其 唯一 临界 点 . | 
6. a. (—2,0), 0,0), {1,0); b. (2,2), (3,3). 


ie 
了 ee 四 
第 氏 节 
1 a。 届 炮 界 点 是 x 轴 上 的 成 ; 


‘ 


习题 解答 453 


(dD ayiadz=2ry/ (十 TD) 

《ii y=e(s +1). 

人 〈0 0 (ii) 对 十 旭 一 cz 

(ID) dy/ds=—x/y; 

QD 没有 临界 点 ; 

的 dy/dz=eo0sw 

(Gi) y= sinz+to. 

也 临界 点 是 轴 上 的 点 

0) 可 /az 一 一 2zg25 

iii) # 一 17(23 十 及 3 一 0. 

加 全 Gii) zy 一 0 
gcse . 

Ci) dy/dr= —y/s (iv) 非 稳定 的 ， 

加 和 (iii) 8 一 cz 
8 一 ae 

0D) ay/dr=2y/%; (iv) 渐 近 稳定 的 。 

加 at teenie 

y= osin2t + ccos2l; 


0 = 


ii) Pr 
(iy) 稳定 但 非 浙 近 稳定 的 .| 


。 非 稳定 节点 ; 

， 浙 近 稳 定 蝶 施 点 } 

， 非 稳定 鞍点 ， 

稳定 但 非 浙 近 稳定 的 中 心虚 3 


浙 近 稳定 节点 ， 


。 临 界 点 不 是 孤立 的 ， 
， 非 稳定 螺旋 点 ， 


454 习题 解答 


F118 
和 115—8y, 


临界 点 是 个 源 近 稳定 节点 
4, a, 1m 十 20m 二 售 二 04 DPD=20,4=@， 
b，(i) 临界 点 是 一 稳定 而 韭 渐 近 稳定 的 中 心 点 ; 该 质量 作 振动 ; 位 移 = 及 
速度 y=dx/8t 是 时 间 的 周期 函数 . 
(i 临界 点 是 一 浙 近 稳定 螺旋 点 ; 质量 作 亮 减 拔 动 ， 在 愈 来 愈 小 的 迫 
动 过 程 中 及 各 -0， 
(iii) 临界 虑 是 一 渐 近 稳定 节点 。 质量 不 发 生 振动 ; 在 不 用 生 振 动用 
_ 情况 下 及 9->0， 
《iv 同 (ii 一 样 . 
5. qi 一 20128 一 六 92 一 6。 
第 43 节 
1。，a， 两 者 都 不 是 ; ec， 两 者 都 不 是 
b. 正定 d、 负 定 ， 
第 和 4 节 
2 
dr XIAryr 
3. 令 D=—pg= (+B) (mb Gd!) > 0 
4.。 当 非 线 性 方程 组 (4) 的 相关 线性 方程 组 (3) 在 (0, 0) 处 有 一 中 心 点 时 ， 我们 
不 能 对 (4) 在 (0,0) 处 的 稳定 性 作出 任何 结论 ， - 
5. .a， 非 稳定 螺 施 点 ，， Db， 渐 近 稳定 节点 . 
6， 临 界 点 (0, 0) 在 p>0 时 是 非 稳定 的 , 在 4<0 时 是 浙 近 稳定 的 。 
第 嫩 节 
1， 奢 了 (0) 一 0 直 对 于 x 二 0 有 xj(z)<0, 临界 点 是 个 非 稳定 的 鞍点 . 
3， 护 一 后 十 8 一 2 《一 \ 3 /2, 0) 是 个 中 心 点 ; 《0,0) 是 个 通 点 ; {V3 /2,0) 
是 个 中 心 点 ， | 
4， 当 #=V(Z) 有 一 极 大 时 ， 临 界 点 是 个 鞍点 ; 当 它 有 一 极 小 时 ， 临 异 点 是 个 
中 心虚 ! 当 它 有 一 拐点 时 ,临界 点 是 个 尖 点 . 
第 46 节 


马 题 解答 455 


(4 
多 7?(4—72) 


0 


2. 4. 


_2r034(t+t0) 
Vltee-™ z=2c0s4t 
-2sn4G+t) { 
Mltoee ? 
a， 有 一 周期 解 ( 李 那 定理 ) : 
bp， 无 周期 解 【定理 B); 
6. 无 周期 解 (定理 A); 
a 
6. 


y=—2sin di 


无 周期 解 :定理 BB); 
， 有 一 周 湖 解 ( 李 那 定理 )。 
第 好 
Ia 他 一 ez)2 十 撩 一 o 
b. y 一 casin(z 一 ca)。 


2. J -0 


4. ae 一 reas(g 一 cj b, 同 (a)， 
第 4 节 


3. a. w= oa = Bg 2 


BHT I TT “mT to 


5. 旺 链 线 9 十)=ccosn (2 人) 
1 
第 50 节 


3. [sinzaz] 一 机 的 和 


2 -Fr) 


Tleos’* qo] = 二 到 人 -+ Parr Fe) 


这 两 个 变换 式 之 和 是 1 的 交换 江 ( 一 卢 )- 
4 2 
4 人 Fr TT 
HP, 外 “ 
bt 


十 


456 习题 解答 


5 a. Br de- 对 
b. 2e35 ,4 一 sin. 
©. 27* 十 3sin2zi 
第 51 节 
1 er--i—p 
2 a. — os 
pes’ pe 
1 十 ez 
b. 一 -一 一 一 下 一 
er 二 11 tl 
第 至 节 
St 了 一 3 
1 a 一 一 
3 4 
1 21 
b. -二 一 一 和 
Pt1l (pHDY > 
2. a. 2e-1rsin3zs C，e-scos23 十 eresin 2g。 
了 bb，2e-snz 
3.、a，8(I) 一 一 er 十 ez 
b. y(2)—3xerr, 
C. Y(t)=1—e-rcogny 


(7) = +6s 一 352 十 和 十 58- 叶 

©. y(z)=e*sin2%+e- *sing. 
4. 了 ZJ) 一 go8oz 十 (0 — ayo) wer. 
5， 工 一 6 


2 8 fap’ 一 203 _3 
pt) “4pNp 
3. a, g(r)=0riers b. y(7)=we-s, 
三 | 5 
5. a, logs b, -tan 人 
1 
”PE 
第 54 节 
2. a. (2)= cos © HT)=e (ely 


b. y(7)= es d. 7)=—2sinzt4sin2e, 


习 曾 解答 457 


一 十 2 十 好 十 … fr} <1s 
所 四 一 Ia 纹 ( 罗 一 革 z 二 三 十 于 邮 


gs (0) = Te e+ 和 ee 二 可 二 ?十 六 
2, y=e""—l1; 
gt 
护 风 一 oa (0) 一下 填写 ， 


= 和 + 全 


如 全 一 加 二 和 四 ta 3 


3. a. 加 全 = 各 + 名 各 + ‘te (er 1)+e 


TT 
一 1 直下 和 二 -+ 
1 十 x 十 2(8e7 一 加 一 1 


ein 人 
如 加 一 一 (cosz 一 1+ 革 )TTts+ 34 各 


am 一 一 人 aas-o+ 加 ) 1te+t(e: + 全}! 名 


yr) =-(cess-1+ 务 -条 )+H1rz+ 人 ee 4 人 +) 和 
第 58 节 、 
6，a， 凡 名 地 0 的 所 有 的 点 (co go 
b。 拟 有 的 点 (zo，#o)， 因 fz 四 = [9| 在 要 个 类 形 上 者 江 是 地 普 基 
条 体 . 
7。 对 于 所 有 的 点 (x6, 96)。 
第 末节 


